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Tautologia a kontradikcia
RNDr. Jana Krajéiova, PhD.
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Co majt spolo¢né nasledujtce vyroky?

Vi: Prsi alebo neprsi.

Va: Kapim jablkd alebo hrusky prave vtedy, ked kipim hrusky alebo jablka.

To st nejake nezmysly. Nemaju pre mna Ziadnu informdciu.

: Skis povedat, ¢im to je.

Samozrejme, Ze vidy bud prsi, alebo neprsi.

: Takze, ¢o vie$ povedat o pravdivostnej hodnote vyroku V;?

Vyrok
Prsi alebo neprs.

je vZdy pravdivy.

: A ako je to s vyrokom V57

Samozrejme, Ze kupim jablkd alebo hrusky iba vtedy, ked kupim hrusky alebo jablkd. Na
lavej aj pravej strane spojky ,prdve vtedy, ked” je v podstate to isté. Akurdt je zamenené
poradie toho, co sa kupuge.

: Skratka, nech kupim ¢okolvek, vyrok V5 bude vzdy pravdivy.

TakzZe to je to, o maju spolocné. Oba vyroky su vidy pravdive.

: No a také vyroky nazyvame tautologie.

Zvlastne slovo . ..

: Je gréckeho povodu a prelozit ho mdZzeme ako ,rovnakorec”. Je to preto, lebo velmi ¢asto

maju tautoldgie tvar ekvivalencie.

. Ako napriklad vyrok V.

: Ano. No a na Tlavej aj pravej strane spojky ,prave vtedy, ked* je povedané to isté, len

inymi slovami. Preto ta ,rovnakorec“. Korektnad matematicka definicia znie nasledovne.
ZloZeny vyrok nazyvame tautologiou vtedy,

ked jeho pravdivostnd hodnota je 1

bez ohladu na pravdivostné hodnoty vyrokov, z ktorych pozostdva.

Z

VZdy urcim tak intuitivne, ¢i dany vyrok je tautologiou?
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U: To teda nie. Matematika je predsa exaktnéd veda. Pouzijeme na to tabulku pravdivostnych
hodndét. Pozrime sa napriklad na nas vyrok

Vi: Prsi alebo neprsi.

Je zlozeny z vyroku
A: Prsi.

a jeho negacie
—A: neprsi.

Medzi nimi je spojka ,alebo“. Cize V; moZeme nahradit disjunkciou

AV —A.
. Kde je tu tautoldgia?

C N

. Vijrok AV —A je tautolégiou. Dokédzme to. Tabulka bude maf tri stipce.

: Ake?
: 'V prvom budt pravdivostné hodnoty vyroku A, v druhom pravdivostné hodnoty vyroku
—A, no a v poslednom pravdivostné hodnoty vyroku AV —A.

C N

: Riadky budi asi len dva. Vijrok A md len dve mozZnosti: bud je pravdivy alebo nepravdivy.

C N

: Spravne. Presne si popisal prvy stipec.

N«

. V druhom stlpci sa pravdivostné hodnoty zamenia, kedZe ide o negdciu.

: Ano. No a nakoniec disjunkcia je pravdiva vtedy, ked aspoii jeden z vyrokov je pravdivy.
U nés je to v oboch pripadoch. V poslednom stlpci (zvyrazneny cervenou) st naozaj samé
jednotky. Tym je dokaz ukonceny.

p(A) | p(=A4) | p(A vV —-A)

1 0 1

0 1 1

Z: To bolo dost jednoduché.

U: Skisme este dokézat, Ze vyrok V5 je tautoldgiou. Najprv ho zapisme pomocou symbolov.

N(

Vyrok znie takto:
Kipim jablkd alebo hrusky prave vtedy, ked kipim hrusky alebo jablkd.

Oznacim vyroky B, C takto:
B : Kupim jablka.

C' : Kupim hrusky.

Ide o ekvivalenciu, pricom na lavej strane spojky ,prdave vtedy, ked“ je vyrok BV C, no a
na pravej C'V B.
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U: Vyborne. Vyrok V, mézeme symbolicky zapisat nasledovne:

(BvC(C)< (CVB).
Ak chceme dokézat, Ze teno vyrok je tautolégiou, dopliime nasledujicu tabulku:

p(B) | p(C) | p(BVC) p(CVB)|p((BVC) <« (CVB))

M4 pit stipcov. V prvom je pravdivostnd hodnota vyroku B, v druhom pravdivostna
hodnota vyroku C. Treti odpoveda pravdivostnej hodnote disjunkcie BV C, stvrty pravdi-
vostnej hodnote disjunkcie C'V B. Takto postupne sme sa dostali az k poslednému stlpcu,
v ktorom je pravdivostna hodnota nasej ekvivalencie (B vV C') < (C'V B).

. Ak som to pochopil sprdvne, tak prdve v tomto stipci by mali byt samé jednotky, ak chceme

ukdzat, Ze spominany vyrok je tautologiou.

: Presne tak. Teraz si uvedomme, kolko riadkov bude mat tabulka. Musi zahinat vSetky

kombinacie pravdivostnych hodnét vyrokov B, C.

e Bud si oba vyroky pravdivé, do prvého riadku pisem 1, 1.
e Alebo B je pravdivy, C' nepravdivy, do druhého riadku pisem 1, 0.
e Dalej moze byt B nepravdivy, C pravdivy, do treticho riadku pisem 0, 1.

e No a nakoniec mozu byt oba vyroky nepravdivé, do stvrtého riadku pisem 0, 0.

: Viborne. Presne si popisal prvé dva stipce tabulky.

p(B) | p(C) | p(BVC) | p(CVB) | p((BVC)& (CVB))
1 1
1 0
0 1
0 0

CcC N C

: Ako to bude s dalsimi stipcami?
. Myslim, Ze treti a Sturty stlpec budi rovnaké.

: Ano. Vsimaj si teraz dalsiu tabulku. Disjunkcia BV C, respektive C'V B, je pravdiva vtedy,

ked je pravdivy asporti jeden z vyrokov B, C. Preto v prvych troch riadkoch budu jednotky.
Posledny riadok odpoveda tomu, ze oba vyroky B, C' st nepravdivé, preto disjunkcie BV C,
respektive C'V B su tiez nepravdivé.
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B) |p((BVC) & (CV B))
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p(BVC)|p(C
1
1
1
0

N(

Ostdva u? len posledny stlpec.

U: Zistujeme v tiom, ¢ vyroky BVC a C'V B su v ekvivalencii. Preto tiplne staci, ked si budeme
viimat len treti a Stvrty stipec. Zopakujme si najprv, kedy je ekvivalencia pravdiva.

Z: Ked vyroky na pravej aj lavej strane obojstrannej Sipky < maji rovnaki pravdivostni

hodnotu.

U: Spravne. Mame to zapisané modrou farbou v dalSej tabulke. Pozeraj sa na nu. Teda ked st
oba vyroky BV C a C'V B bud naraz pravdivé, ¢o odpoveda prvym trom riadkom, alebo
st naraz nepravdivé. To je pripad posledného riadku.

Z: Jasné, takze v poslednom stlpci si samé jednotky.

p(B) | p(C) | p(BVC) | p(CVB) | p((BVC) & (CVDB))
1 1 1 1 1
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 0 0 1

U: A presne to sme chceli ukazat. Cize

vyrok (BV C) < (C'V B) je tautolégiou.

U: Uvedme este zopéar dalsich tautolégii. Prezri si ich v tabulke a povedz, ¢i ti nieco nepripo-
minaju.

(AAB) & (=AV—B)
—|(A V B) = (—|A A —|B)

(A= B) & (AN-B)

Z: Myslim, ze hovoria o tom, ako sa negquji vijroky: ANB, AV B a A= B.




Krvi05-T | | List 5

uU:

C N

C N

Presne tak. Ide o , a .
Korektné dokazy, ze to naozaj su tautologie, najdes medzi prikladmi. Ostava nam este
objasnit pojem kontradikcia.

: Co znamend to slovo?

: Je latinského povodu a mdZzeme ho prelozit ako ,rozpor®, ,protirecenie.

: Teda kontradikciou bude taky vyrok, ktory si bude protirecit.

: V podstate dno. Taky rozporuplny vyrok moze zniet napriklad takto:

V3 : Prsi a zaroven neprsi.

: Hm, ... bud prsi, alebo neprsi, no naraz to nejde.

: To teda nejde. Vyrok V3 vznikol spojenim vyroku

A : Prsi.

a jeho negacie
—A : Neprsi.

logickou spojkou ,a zaroven“. Takze kontradikciou je napriklad zlozeny vyrok

AN -A.

: Ten vyrok nebude nikdy platit. NeméZe predsa platit povodnyj vijrok aj jeho negdcia

zdroven.

: Vidis, ako si pekne sam prisiel k definicii kontradikcie. Slovicko ,rozporuplny“ v mate-

matike nahradime slovnym spojenim ,nebude nikdy platit“, repektive ,,jeho pravdivostna
hodnota bude 0“. Korektné definicia potom znie:

zloZeny vyrok nazgyvame kontradikciou vtedy,

ked jeho pravdivostnd hodnota je 0

bez ohladu na pravdivostné hodnoty vyrokov, z ktorych pozostdva.

: Potom kontradikciami mozu byt vietky tautoldgie, pred ktoré dame spojku megdcie.

: Vyborne. V nasledujicej tabulke si mozes prezriet dalsie priklady kontradikcii.

(AV B) A (~AA—B)

(A= -A)N(-A=A)

Z:
uU:

Tu uZ nevidim hned na prvy pohlad, Ze uvedené zloZené vyroky siu kontradikciams.

Opit sa modzeme o tom presvedcit korektnym doékazom vyuzijac tabulku pravdivostnych
hodnét.




Krvi05-T | | List 6

Z: Bude to zrejme vyzerat rovnako, ako pri dokaze tautoldgii. Akurdt teraz budem musiet
dostat v poslednom stlpci samé nuly, nie jednotky.
U: Spravne. Dokaz, ze AA—A je kontradikciou si mozes pozriet v nasledujtcej tabulke. Zvy$né

dokazy najdes medzi prikladmi.

p(A) | p(=A) | p(A A —A)
1 0 0
0 1 0
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Priklad 1: Pomocou tabulky pravdivostnijch hodnot dokdzte, Ze vyrok
—-(AANB) < (mAV -B)
je tautologiou.

U: Skor, nez zacneme dokazovat, povedzme si, o ¢om dany vyrok hovori.

Z: Na lavej strane ekvivalencie je negdcia vyroku AN B ...

U: ...inymi slovami: . No a na pravej strane je vyrok —A V =B, ktory
ekvivalentne nahradza spominant negaciu konjunkcie.

Z: Spominam si, pomocou toho nequjeme konjunkcie.

U: Spréavne. Podme uz k samotnému dokazovaniu. Chceme ukézat, Ze pre vSetky moznosti
pravdivostnych hodndt vyrokov A, B ...

Z: Tie su Styri, nie? Bud su oba vyjroky A, B pravdivé, alebo je A pravdivy, B nepravdivy,
alebo naopak B pravdivy, A nepravdivy. Ostdva este, ked su oba vyroky nepravdivé.
U: Presne tak. V nizsie uvedenej tabulke odpovedaji prvym dvom stlpcom (znézornenym

¢erveno). No dokonéme zacatti myslienku. Teda pre vSetky Styri moZznosti pravdivostnych
hodnot vyrokov A, B musi mat vyrok

-(AAB) & (mAV -DB)

pravdivostnt hodnotu 1. V tabulke je tento stipec zvyrazneny ¢ervenou farbou.
Z: Podme uZ postupne vypliat spominani tabulku.

U: Najprv si uvedomme, kolko tam bude stipcov a ¢o budi predstavovat. Prvé dva stipce sme
uZ okomentovali. Treti stipec bude odpovedaf pravdivostnej hodnote konjunkcie v§rokov
A, B, teda vyroku A A B. Z neho Tahko uréime pravdivostné hodnoty negacie konjunkcie,
teda vyroku —(AAB). Ako sa dopracujeme k pravdivostnym hodnotam vyroku (mAvV—B)?

Z: Najprv urc¢ime pravdivostné hodnoty negdcie vyroku A, teda p(—A), potom pravdivostni
hodnotu negdacie vyroku B, teda p(—B).

U: Ano. No a z dvoch stlpcov zvyraznenjch modrou uz lahko vyplnime posledny stipec od-
povedajici pravdivostnym hodnotdm povodného vyroku (oznaceného Cervenym pismenom

).

p(A) | p(B) | p(AAB) | p(=(AAB)) | p(=A) | p(=B) | p(=AV =B) | p(V)
1 1
1 0
0 1
0 0

U: Podme vypliat tabulku. Stipec, ktory odpoveda p(A A B), nebude problém vyplnit.




Krvios-1 | | List 8

Z: Vijrok AN B je pravdivy len vtedy, ked si pravdivé oba vyjroky A, B. Teda ¢islo 1 bude len
v prvom riadku.

U: No a v dalom stlpci odpovedajiicom p(—(A A B)) zamenime oproti predchadzajiicemu
stipcu pravdivostné hodnoty: 1 za 0 a naopak.

p(A) | p(B) | p(AAB) | p(~(AAB)) | p(=4) | p(=B) | p(=AV =B) | p(V)
1 1 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 0 1

U: Ako to bude so stipcom odpovedajicim p(—A)?

N(

Tam, kde je v prvom stlpci ¢islo 1, v tomto stlpci bude 0, a naopak. Podobne to bude so
stlpcom p(—=B).

U: Vyrok (A V —B) bude pravdivy, ked aspoti jeden z vyrokov —A, =B bude pravdivy. Teda
¢islo 1 napiseme do druhého, tretieho a stvrtého riadku.

p(A) | p(B) | p(AAB) | p(=(AA B)) | p(=4) | p(=B) | p(=AV -B) | p(V)
1 0 0 0

[eclN el L
SO R O
_ == O

0 1 0 1
0 1 1 0
0 1 1 1

. Ostdva posledny stlpec.

cC N

: Ten Tahko vyplnime vyuzijic iba modro vyznacené stipce. V§imni si ich poriadne.

. Stlpce odpovedagiice p(=(A A B)) a p(=AV —=B) st rovnaké.

cC N

: Stadi si este uvedomif, kedy je ekvivalencia pravdiva, a mozeme vyplnif aj posledny stipec.

N«

. Ekvivalencia je pravdiva vtedy, ked oba vyroky ma lavej aj pravej strane spojky < maji
rovnaki pravdivostni hodnotu. Teda bud si oba pravdivé, alebo st oba nepravdivé.

c

: Spravne. Takze ak dame oba vyroky —(A A B), =AV =B do ekvivalencie, dostaneme nas
povodny vyrok V:
—\(A A B) =2 (—|A V —|B).
Teraz si eSte raz vSimnime pravdivostné hodnoty vyrokov =(A A B), =AV =B (v tabulke

st zndzornené modrou farbou).

Z: V prvom riadku siu dve nuly, v druhom dve jednotky, v tretom dve jednotky a v Stvrtom tieZ
dve jednotky. Skrdtka, v kaZdom riadku su rovnaké pravdivostné hodnoty.

U: Teda nasa ekvivalencia je vzdy pravdiva. Do posledného stipca mozeme vSade napisat ¢islo
1. Tym sme dokéazali, ze pévodny vyrok V je tautolégiou.
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p(A) | p(B) | p(AAB) | p(=(AAB)) | p(=A) | p(=B) | p(=AV =B) | p(V)

KrVI105-1
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Priklad 2: Pomocou tabulky pravdivostnijch hodnot dokdzte, Ze vyrok
-(AV B) & (mAN-B)
je tautologiou.

U: Skor, nez zacneme dokazovat, povedzme si, o ¢om dany vyrok hovori.

Z: Na lavej strane ekvivalencie je negdcia vyroku AV B ...

U: ...inymi slovami: . No a na pravej strane je vyrok =A A =B, ktory
ekvivalentne nahradza spominant negaciu disjunkcie.

Z: Spominam si, pomocou toho nequjeme disjunkciu.

U: Spréavne. Podme uz k samotnému dokazovaniu. Chceme ukézat, Ze pre vSetky moZznosti
pravdivostnych hodndt vyrokov A, B ...

Z: Tie su Styri, nie? Bud su oba vyroky A, B pravdivé, alebo je A pravdivy, B nepravdivy,
alebo naopak B pravdivy, A nepravdivy. Ostdva este, ked su oba vyroky nepravdivé.
U: Presne tak. V nizsie uvedenej tabulke odpovedaji prvym dvom stlpcom (znézornenym

¢erveno). No dokonéme zacatti myslienku. Teda pre vSetky Styri moZznosti pravdivostnych
hodnot vyrokov A, B musi mat vyrok

-(AV B) & (mAA-B)

pravdivostnt hodnotu 1. V tabulke je tento stipec zvyrazneny ¢ervenou farbou.
Z: Podme uZ postupne vypliiat spominani tabulku.

U: Najprv si uvedomme, kolko tam bude stipcov a ¢o budi predstavovat. Prvé dva stipce sme
uZ okomentovali. Treti stipec bude odpovedat pravdivostnej hodnote disjunkcie virokov A,
B, teda vyroku AV B. Z neho lahko uré¢ime pravdivostné hodnoty negéacie disjunkcie, teda
vyroku =(AV B). Ako sa dopracujeme k pravdivostnym hodnotam vyroku (—A A =B)?

Z: Najprv urc¢ime pravdivostné hodnoty negdcie vyroku A, teda p(—A), potom pravdivostni
hodnotu negdacie vyroku B, teda p(—B).

U: Ano. No a z dvoch stlpcov zvyraznenjch modrou uz lahko vyplnime posledny stipec od-
povedajici pravdivostnym hodnotdm povodného vyroku (oznaceného Cervenym pismenom

).

p(A) | p(B) | p(AV B) | p(=(AV B)) | p(=A) | p(=B) | p(=AA=B) | p(V)
1 1
1 0
0 1
0 0

U: Pokracujme vo vypliiani tabulku. Stipec, ktory odpoveda p(AV B), nebude problém vyplnit.
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Z: Virok AV B je pravdivy vtedy, ked je pravdivy aspori jeden z vijrokov A, B. Teda ¢islo 1
bude v prvom, druhom aj tretom riadku.

U: No a v dalsom stlpci odpovedajicom p(—(A V B)) zamenime oproti predchadzajiicemu
stlpcu pravdivostné hodnoty: 1 za 0 a naopak.

p(A) | p(B) | p(AV B) | p(=(AV B)) | p(=A) | p(=B) | p(=AA=B) | p(V)
1 1 1 0
1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1

U: Ako to bude so stipcom odpovedajtcim p(—A)?
Z: Tam, kde je v prvom stlpci ¢islo 1, v tomto stlpci bude 0, a naopak. Podobne to bude so
stlpcom p(—B).

U: Vyrok (—A A =B) bude pravdivy len vtedy, ked oba vyroky = A, =B bud pravdivé. Teda
¢islo 1 napiseme len do stvrtého riadku.

p(A) | p(B) | p(AV B) | p(~(AV B)) | p(=4) | p(—B) | p(-AA=B) | p(V)
1 1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1
Z: Ostdva posledny stlpec.
U: Ten lahko vyplnime vyuzijic iba modro vyznacené stipce. V&imni si ich poriadne.
Z: Stlpce odpovedajiice p(—=(AV B)) a p(=AV —B) st rovnaké.
U: Takze ak dame oba vyroky —(A V B), =A A =B do ekvivalencie, dostaneme nas povodny

vyrok V:
-(AV B) & (mANA-B).
A ten bude vzdy pravdivy. Preto do posledného stipca mézeme vSade napisaf &islo 1.
Z: Preco?
U: Uz si povedal, ze stipce st rovnaké. Povedzme to este ina¢. Ekvivalencia je pravdivéa vtedy,

ked oba vyroky na Tavej aj pravej strane spojky < maji rovnaki pravdivostni hodnotu.
Teda bud st oba pravdivé, alebo st oba nepravdivé.

Z: Jasné. V prvom riadku si dve nuly, v druhom dve nuly, v tretom tieZ dve nuly a v §turtom
dve jednotky.

U: Spravne. Tym sme dokazali, ze povodny vyrok V' je tautologiou.
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p(A) | p(B) | p(AV B) | p(=(AV B)) | p(—=A) | p(=B) | p(=AN=B) | p(V)
1 1 1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1
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Priklad 3: Pomocou tabulky pravdivostnijch hodnot dokdzte, Ze vyrok
(A= B) < (AA-B)
je tautologiou.

U: Skor, nez zacneme dokazovat, povedzme si, o ¢om dany vyrok hovori.

Z: Na lavej strane ekvivalencie je negdcia vyroku A = B ...

U: ...inymi slovami: . No a na pravej strane je vyrok A A =B, ktory
ekvivalentne nahradza spominant negaciu implikacie.

Z: Spominam si, pomocou toho nequjeme implikdciu.

U: Spréavne. Podme uz k samotnému dokazovaniu. Chceme ukézat, Ze pre vSetky moznosti
pravdivostnych hodndt vyrokov A, B ...

Z: Tie su Styri, nie?
e Bud si oba vyroky A, B pravdivé,
e alebo je A pravdivy, B nepravdivy,
e alebo naopak B pravdivy, A nepravdivy.

e Ostdva este, ked st oba vijroky nepravdivé.

U: Presne tak. V nizsie uvedenej tabulke odpovedaji prvym dvom stipcom (znézornenym
¢erveno). No dokonéme zacattt myslienku. Teda pre vSetky Styri moznosti pravdivostnych
hodnét vyrokov A, B musi mat vyrok

(A= B) < (AN-B)

pravdivostnt hodnotu 1. V tabulke je tento stlpec zvyrazneny ¢ervenou farbou.
Z: Podme u? postupne vypliiat spominand tabulku.

U: Najprv si uvedomme, kolko tam bude stlpcov a ¢o budi predstavovat. Prvé dva stlpce sme
uz okomentovali. Treti stipec bude odpovedat pravdivostnej hodnote implikicie virokov
A, B, teda vyroku A = B. Z neho lahko uré¢ime pravdivostné hodnoty negacie implikacie,
teda vyroku ~(A = B). Ako sa dopracujeme k pravdivostnym hodnotdm vyroku (AA—=B)?

Z: Pravdivostné hodnoty viroku A si zapisané v prvom stlpci. Potrebujem este urcit prav-
divostné hodnoty negdcie vjroku B, teda p(—=B). No a dalsi stlpec uz moze odpovedat
pravdivostnym hodnotam vijroku (A A —B).

U: Ano. Potom pomocou dvoch stipcov zv§raznenych modrou farbou fahko vyplnime posledny
stlpec odpovedajtci pravdivostnym hodnotdm povodného vyroku (oznaceného Cervenym
pismenom V).
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p(A = B) | p(=(A= B))

p(—=B)

p(A N —|B)

p(V)

=
OOP—‘)—\CB
N—
=
OP—‘OHUJ
N—

c

: Vgrok A = B je pravdivy vtedy, ked . ..

cC N

: Radsej povedzme, kedy je nepravdivy.

: Nepamdtam si. Bolo to také divne . ..

C N

: Pokrac¢ujme vo vypliani tabulky. Najprv stipec, ktory odpoveda p(A = B).

: Nie je na tom ni¢ nezvycajné. Len sa treba opytat: ,Kedy je implikdcia klamstvom, teda

nepravdou?“ Je to iba vtedy, ked sa z pravdy dopracujes$ ku nepravde. Preto nulu piseme
len do druhého riadku, kde je predpoklad implikacie pravdivy: p(A) = 1 a zaver nepravdivy

p(B) =0.

Z: Vo vsetkych ostatnijch riadkoch je cislo jedna? Aj ked z nepravdy vyplynie pravda?

U: Ano. Z klamstva sa spravnymi Gvahami moze§ dopracovat k hocicomu: aj k pravde aj k

nepravde.
Z: No dobre.

U: V dalsom stlpci odpovedajticom p(—(A = B)) zamenime oproti predchiddzajticemu stipcu

pravdivostné hodnoty: 1 za 0 a naopak.

p(A) | p(B) | p(A= B)  p(=(A= B)) | p(=B) | p(AN=B) | p(V)
1 1 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0
0 0 1 0
U: Ako to bude so stipcom odpovedajicim p(—B)?
Z: Tam, kde je v druhom stlpci ¢islo 1, v tomto stlpci bude 0, a naopak.
U: Vyrok (A A =B) bude pravdivy len vtedy, ked oba vyroky A, =B budt pravdivé. Teda
¢islo 1 napiseme len do druhého riadku.
p(A) | p(B) | p(A= B) p(=(A= B)) | p(=B) | p(AN=B) | p(V)
1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0
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C N

cC N

C N

N«

. Ostdva posledny stipec.

: Ten Tahko vyplnime vyuzijic iba modro vyznacené stipce. V§imni si ich poriadne.

: Stlpce odpovedagiice p(—(A = B)) a p(A A =B) sit rovnaké.

: To ndm vyhovuje. Takze ak dame oba vyroky —(A = B), A A =B do ekvivalencie, dosta-

neme nas pévodny vyrok V:
(A= B) < (AN-B).

A ten bude vidy pravdivy, lebo oba modré stipce maji v kazdom zo $tyroch riadkov
rovnaké pravdivostné hodnoty. Preto do posledného stipca mozeme viade napisat ¢slo 1.

: Preco?

: Uz sme to povedali. Povedzme to este ina¢. Ekvivalencia je pravdiva vtedy, ked oba vyroky

na lavej aj pravej strane spojky < maja rovnaka pravdivostni hodnotu. Teda bud st oba
pravdivé, alebo st oba nepravdivé.

: Jasné. 'V prvom riadku siu dve nuly, v druhom dve jednotky, v tretom dve nuly a v Sturtom

tieZ dve nuly.

: Spravne. Tym sme dokézali, Ze pévodny vyrok V je tautolégiou.

p(A) | p(B) | p(A= B) | p(=(A= B)) | p(=B) | p(AAN=B) | p(V)
1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1




Krvio5-4 | List 16

Priklad 4: Pomocou tabulky pravdivostnich hodnot zistite, ¢i vyrok

N«

c

C N

N«

(A\/B) A (—lA/\ﬁB)

je tautologiou alebo kontradikciou.

: Mohli by sme si najprv pripomenit, co je to tautoldgia a ¢o kontradikcia?

: Samozrejme.
Tautologia je vyrok, ktory je vZdy pravdivy.
Kontradikcia je zase vyrok, ktory je vZdy nepravdivy.
. TakZe ja mdm zistit, ¢i nds vgrok

(AV B)A (mAAN-B)

je vZdy pravdivy, alebo vZdy nepravdivy.

: Este nemusi byt ani jedno, ani druhé.

. Jasné, niekedy moze byt pravdivy, inokedy nepravdivy.
: Presne tak, jeho pravdivost moze zavisiet od pravdivosti vyrokov A, B. Sktisme teda zistit,

ako je to s tou zavislostou. Uz zadanie nés nabéada, aby sme pouzili tabulku pravdivostnych
hodnét. Najprv si povedzme, aké bude mat stipce. Mo67es si pri tom v§imat nizsie uvedent

tabulku.

. V prugch dvoch stlpcoch budi pravdivostné hodnoty vijrokov A, B.

: 7 toho musime vychadzat. Co dalej? Ako sa postupne dopracujeme k nasmu vyroku

(AV B)A (mAAN-B)?

: Potreboval by som tam este stlpce s pravdivostnymi hodnotami vijrokov AN B a = A A —B.

: Vyborne. Do tretieho stlpca mozeme dat p(A Vv B). No na to, aby sme poznali p(—A A ~B),

musime este poznat p(—A) a p(—~B). Preto do §tvrtého stipca napiseme p(—A) a do piateho
p(—B).

: TakZe do dalsieho stlpca uZ mézem napisal p(—A A —B).

: No a z ¢erveného a modrého stipca sa uz priamo dopracujeme k pravdivostnym hodnotém

nasho zadaného vyroku
(AV B)A(mAAN-B).

Potom do posledného stlpca piseme

p((AV B)A (mAN=B)).

p(A) | p(B) | p(AV B) | p(=A) | p(=B) | p(=AAN=B) | p((AV B) A (AN -B))
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U: Tabulka je pripravena, mozeme ju vypliiaf. Za¢nime po¢tom riadkov.

Z: To viem. Budu styri, lebo su styri moznosti kombindcii pravdivostnych hodnot dvoch vyro-

kov A, B.

U: Spravne. Ktoré su to?

Oba vyroky A, B mozu byt pravdivé; do prvého riadku tabulky pisem 1, 1.

Viyrok A je pravdivy, vgrok B nepravdivy; do druhého riadku tabulky pisem 1, 0.

Viyrok A je nepravdivy, vyrok B pravdivy; do tretieho riadku tabulky pisem 0, 1.

e FEste oba vyroky A, B mozu byt nepravdivé; do Stvrtého riadku tabulky pisem 0, 0.

U: Velmi pekne si to zdévodnil. Prvé dva stipce tabulky mame vyplnené. Ani treti stipec
nebude problém doplnit. Ten odpovedé pravdivostnym hodnotdm disjunkcie A V B.

Z: Vyrok AV B je pravdivy vtedy, ked
e je pravdivy vyrok A,
e alebo je pravdivy vyrok B,

e alebo mozu byt pravdivé oba viroky A, B.
Preto v tretom stlpci tabulky pisem pravdivostni hodnotu 1 do prvého, druhého a tretieho
riadku. Do sturtého riadku pisem Q.

p(A) | p(B) | p(AV B) | p(=A) | p(=B) | p(-AA=B) | p((AV B) A (A A -B))
1 | 1 1
1| 0 1
0 | 1 1
0 | 0 0

U: Pokracujme $tvrtym stipcom. Negacia v§roku A mé opacné pravdivostné hodnoty ako
virok A. Preto tam, kde je v prvom stipci pravdivostna hodnota 1, do $tvrtého stipca
napisem 0 a naopak.

Z: Rovnaké to bude s piatym stlpcom, ktory odpovedd pravdivostnym hodnotdm negdcie viroku
B. Tento stlpec bude stvisiet s druhym stlpcom.

U: Teda v nizsie uvedenej tabulke mame vyplnené aj stipce odpovedajice p(—A) a p(-B).
Z nich lahko dostaname dalsi stipec, ktory odpoveda pravdivostnym hodnotéam konjunkcie
- A A —=B. Kedy bude tato konjunkcia pravdiva?

Z: Iba v jedinom pripade. Ked budi pravdivé oba vyroky —A aj =B. CiZe pravdivostni hodnotu
1 pisem len do posledného riadku.
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p(A) | p(B) | p(AV B) | p(=A) | p(=B) | p(=A A =B) | p((AV B) A (-A A —B))
1| 1 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0
0 | 0 0 1 1 1

U: Ostava nam vyplnif uz len posledny stipec. Ten odpovedé pravdivostnym hodnotam nasho

povodného vyroku
(AV B) A (mAN-B).

Ide o konjunkciu dvoch v§rokov AV B a —A A =B. Preto pri jeho vypliani budeme vy-
chédzat z treticho a Siesteho stipca, ktoré odpovedaji p(AV B) a p(=A A —B). V nizsie
uvedenej tabulke st zvyraznené modrou farbou.

N«

. Ano, vidim. KedZe st tieto dva viroky spojené spojkou ,a zdrovern“, k tomu, aby bol vyjrok
pravdivy, musia byt oba vijroky pravdivé. V prvijch troch riadkoch je vyrok ANV B pravdivy
a vyrok ~A N =B nepravdivy. Vo sturtom riadku je to naopak: vyrok AV B je nepravdivy
a vyrok = A N\ ~B pravdivy.

U: CiZe nikdy nie st oba vjroky naraz pravdivé. Preto v poslednom stlpci piSeme pravdivostni
hodnotu 0. Zvyraznili sme to ¢ervenou farbou. Odpovedz teda na poévodnu otazku, ¢i je
vyrok (AV B) A (A A = B) tautoldgiou alebo kontradikciou.

Z: Je to kontradikcia.

p(A) | p(B) | p(AV B) | p(=A) | p(=B) | p(=A A =B) | p((AV B) A (A A =B))
1 1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0

U: Napriek tomu, Ze je tloha vyrieSend, nedam ti eSte pokoj. Sktisme sa zamysliet, ¢o vlastne
nas vyrok (AV B) A (A A =B) hovori.

Z: Netusim.
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U: Preformulujme ho do ,ludskejsej* re¢i. Vyrok
(AV B)A(mAN-B)
je pravdivy vtedy, ked
plati vyrok A alebo vyrok B a zaroven platia naraz obe negacie vyrokov A, B.
Povedané este inac:
Ma platit aspori jeden z virokov A, B a ziroveil

nesmie platit ani vijrok A ani virok B.

Je to mozné?

Z: To teda nie je mozneé.

U: CiZe nas povodny vyrok nikdy neplati, teda je to kontradikcia.

Z: A my sme sa tolko natrdpili s dokazovanim pomocou tabulky ...
Uloha 1: Pomocou tabulky pravdivostniych hodnot zistite, ¢i vyrok
(A = —\A) N (—\A = A)

je tautologiou alebo kontradikciou.
Vysledok: kontradikcia
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Priklad 5: Pomocou tabulky pravdivostnich hodnét zistite, ¢i vyrok
(AV B) A (—A = B)
je tautologiou alebo kontradikciou.

U: Zacnime tym, Ze si zopakujeme, c¢o je to tautolégia a co kontradikcia.
Z: To si pamdtam.
Tautologia je vyrok, ktory je vzdy pravdivy.
Kontradikcia je zase vyrok, ktory je vzdy nepravdivy.

U: Vyborne. Podme teda zistit, ¢i je vyrok (AV B) A (mA = B) vidy pravdivy alebo vzdy
nepravdivy. Zadanie nis nabada, Ze to mdzeme urobit pomocou tabulky pravdivostnych
hodnét. Preto si najprv povedzme, aké bude mat stipce. V&imajme si pri tom nizsie uve-
denu tabulku.

Z: Zacneme pravdivostnymi hodnotami virokov A a B. Tie budi v prvgch dvoch stipcoch.
Dalej vidim, Ze v povodnom vijroku

(AV B)A (~A= B)

vystupugje aj negdcia vyroku A. TakZe do tretieho stipca ddm p(—A).

U: Vyborne. N&s vysledny vyrok
(AV B)A (—A= B)

je konjunkciou vyrokov AV B a A = B. Preto stvrty stipec bude odpovedat p(A V B) a
piaty p(—A = B). No a z tychto dvoch stipcov sa uz priamo dostaneme k pravdivostnym
hodnot4dm nasho zadaného vyroku. Preto do posledného stipca piseme

p((AV B) A (=A = B)).
p(A) | p(B) | p(=A) | p(AV B) | p(-A= B) | p((AV B) A (A = B))

U: Pocet riadkov tabulky odpoveda poc¢tu vsetkych moznych kombinécii pravdivostnych hod-
ndt dvoch vyrokov A, B. Kolko ich je?
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Oba vyroky A, B mozu byt pravdivé; do prvého riadku niZsie uvedenej tabulky pisem 1,
1.

Virok A je pravdivy, vyrok B nepravdivy; do druhého riadku tabulky pisem 1, 0.

Viyrok A je nepravdivy, vyrok B pravdivy; do treticho riadku tabulky pisem 0, 1.

e FEste oba vyroky A, B mozu byt nepravdivé; do Sturtého riadku tabulky pisem 0, 0.

U: Spravne. Dostali sme tak Styri riadky, v ktorjch sme vyplnili prvé dva stipce. Vypliime
este treti stlpec.

Z: To nebude problém. KedZe odpovedd pravdivostnym hodnotdm negdcie vyrokov A, pravdi-
vostné hodnoty v 1iom budi opacné ako pravdivostné hodnoty v prvom stipci.

U: Vyborne.

p(A) | p(B) | p(=A) | p(AV B) | p(~A = B) | p((AV B) A\ (~A = B))
1 1 0
1 0 0
0 1 1
0 0 1

U: Stvrty stipec odpovedajtci p(A v B) dostaneme z prvych dvoch stipcov. KedZe disjunkcia
je pravdiva vtedy, ked je pravdivy aspom jeden z vyrokov A, B, pravdivostni hodnotu
1 piseme do prvych troch riadkov. Do posledného riadku piseme 0, lebo oba vjroky A,
B st nepravdivé. V nizsie uvedenej tabulke st zvyraznené ¢ervenou farbou. Ako to bude
s piatym stlpcom?

Z: Ten sa tyka implikicie - A = B. Implikdcia je pravdivd . ..

U: Radsej povedzme, kedy je implikacia nepravdiva. Je to iba v jedinom pripade. A to vtedy,
ked z pravdy dostaneme nepravdu.

Z: Vo vsetkych ostatnijch pripadoch je implikdcia pravdiva?
U: Ano. Teda implikacia ~A = B je nepravdiva, ked je predpoklad pravdivy: p(—4) = 1 a
zéver je nepravdivy: p(—B) = 0. Ktorému riadku to odpoveda?

Z: Ak dobre pozerdm, tak poslednému. Preto do posledného riadku piateho stlpca pisem 0,
v ostatnych riadkoch bude pravdivostnd hodnota 1.

p(A) | p(B) | p(=A) | p(AV B) | p(~A = B) | p((AV B) A (A = B))
1 | 1 0 1 1
1 | 0 0 1 1
0 | 1 1 1 1
0 | 0 1 0 0
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U: Ostéva nam vyplnif posledny stipec. Ten odpovedéa konjunkcii virokov AV B a A = B,
ktorjch pravdivostné hodnoty st v predchadzajtcich dvoch stipcoch. Kedy je konjunkcia

pravdiva?
Z: Spojka ,a zdrovern“ sama hovori, Ze musia platit oba viroky naraz.
U: Plati to u nas?
Z: V prugjch troch riadkoch dno, no v poslednom nie. Tam si oba vijroky AV B a -A = B
nepravdivé. Teda aj ich konjunkcia je nepravdiva
U: Vyborne. Teda v poslednom stipci mame prvé tri pravdivostné hodnoty 1, posledna je 0.
p(A) | p(B) | p(=A) | p(AV B) | p(~A = B) | p((AV B) A (-A = B))
1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1
0 0 1 0 0 0

U: Odpovedzme na otazku zo zadania, Ci je povodny vyrok tautolégiou alebo kontradikciou.

Z: Hm, ... Vyrok
(AV B)A (~A= B)
nie je vZdy ani pravdivy ani nepravdivy. Teda to nie je ani tautolégia ani kontradikcia.
U: Spravne.

Uloha 1: Pomocou tabulky pravdivostnych hodnot zistite, ¢i vyrok
-(AV B)V (B = —A)

je tautologiou alebo kontradikciou.

Vysledok: nie je to ani tautologia ani kontradikcia




