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Algebraické vyrazy s absolitnou hodnotou
RNDr. Jana Krajéiova, PhD.

U: Naudime sa upravovat také vyrazy, ktoré obsahuji absolitnu hodnotu.
Z: Mohli by sme si najprv zopakovat, ¢o to je absolitna hodnota?

U: Samozrejme.

Z: Viem, Ze napriklad:

13|=3 a |—-3]=3.
Vidy je to cislo kladné.

c

: Pozor, moze to byt aj nula. Teda vysledkom absolttnej hodnoty ITubovolného ¢isla je ¢islo
nazaporné.

. A preco je to tak?

c N

: Absolutna hodnota ¢&isla vyjadruje jeho vzdialenost od nuly na ¢&iselnej osi.

N«

: Aha. Aj ¢islo 3 aj ¢islo —3 su na ciselnej osi od nuly vzdialené tri jednotky diZky.

e
*>—
w —

U: To bola geometricka interpretacia absolutnej hodnoty. No pre nas bude teraz potrebnejsia
definicia absolttnej hodnoty. Skisme zapisat vSeobecne |z| pre fubovolné reélne ¢islo x.
Rozdelme si to na dva pripady:

1. ked je ¢islo x nezaporné,

2. ked je ¢islo x zaporné.
Z: V prvom pripade to bude to iste cislo.
U: Spravne, mdZeme teda napisat:
pre x = 0 je |z| = .
Z: No a v druhom pripade, ked to bude ¢islo zdporné, vysledkom bude ¢islo kladné . ..

U: No nie hocijaké kladné, ale ¢islo k nemu opacné. Mozeme teda napisat, Ze:

pre x < 0 je |z| = —=x.

Z: Ale ved absolitna hodnota nemoZe byt zdpornd a tu mdm napisané, Ze je to —x.




KrAv09-T | | List 2

U: Pozor. Znamienko minus v tomto pripade znamené ¢islo opacné k pévodnému ¢islu. Na-
priklad ¢islo opac¢né k ¢islu —3 je
—(=3) =3.
Teda v konec¢nom désledku je to ¢islo kladné.

Z: Jasné.

Majme realne ¢islo x.
Pre z 2 0 je |z| = =.

Pre z < 0 je |z| = —x.

U: Teraz sa uz venujme vyrazom s absolitnou hodnotou. Podla obtiaznosti ich mozeme roz-
delif na dva pripady:

1. vyrazy s jednou absolitnou hodnotou, napr.

A(x) = |z — 4] + 5,

2. vyrazy s viacerymi absolitnymi hodnotami, napr.

B(z) = |z — 3|+ |z + 1].
Z: A ¢o to vlastne znamend upravit takyto viraz?

U: Budeme ich chciet upravit tak, aby sme sa absolutnej hodnoty zbavili. UkdZeme si to na
tychto dvoch vyrazoch A(x) a B(z). Za¢neme prvym z nich. Vyraz

A(z) = |z — 4] + 5.
Z: Ten md iba jednu absolitnu hodnotu. Co s tym?

U: VyuZijeme definiciu absoltitnej hodnoty. Podla nej musime rozlisovat dva pripady:
1. to, ¢o je v absolutnej hodnote, je nezdporné, ¢ize x — 4 = 0, teda x = 4;

2. to, ¢o je v absolutnej hodnote, je zaporné, c¢ize r — 4 < 0, teda x < 4.

N«

: V 1. pripade sa absolutna hodnota nezaporného vijrazu rovnd tomu istému vyrazu, teda
|z — 4| =z — 4.
V tomto pripade bude vyraz A(x) vyzerat takto:

Alx) =2 —4+5=a+1.
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U: V 2. pripade mame vyjadrit absolitnu hodnotu zaporného vyrazu. Bude tiou vyraz

k nemu opacny, preto
lz—4|=—(r—4)=—z+4.

Vyraz A(z) bude vyzerat takto:
Alz)=—az+4+5=—x+9.

Pokis sa to zhrnut.

. Teda

—x+9 pre ¥ < 4,
r+1 pre x = 4.

Alz) = |z —4|+5 = {

C N

c N

: Teraz nas caka druhy vyraz:

B(z) = |z — 3|+ |z + 1].

: Tu st aZ dve absolitne hodnoty. Ako to mdm teraz rozligit?

: Skor, nez budeme riesif samotna tlohu, povedzme si najprv nie¢o o moznych spdsoboch

jej rieSenia. 1. sposob bude vychadzaf priamo z otézky, ktoru si teraz polozil. Bude logicky
jasny, no trochu zdlhavy. 2. spdsob bude kratsi a prehladnejsi. Ten budeme preferovat aj

v riesenych prikladoch.

: Preco potom nezacneme hned 2. sposobom?

: Myslim si, zZe ho lepsie pochopis po pochopeni 1. spésobu.

OK. Tak podme na to.

e bud su oba vyrazy nezdporné, teda x —3 = 0 a zdroveri x +1 = 0;

: Kazdy z vyrazov v absolutnej hodnote, teda vyrazy x —3 a x4+ 1, moze byt bud nezaporny
(kladny alebo nulovy) alebo zaporny. Kolko mame vSetkych moznosti, ako to skombinovat?
: No, ...

e alebo pruy vyraz je nezdporny a druhy zdporny, teda x — 3 2 0 a zdroven x + 1 < 0;

e alebo prvy vyraz je zaporny a druhy nezaporny, teda x — 3 < 0 a zdroven x +1 2 0;

e alebo su oba vyrazy zaporné, teda x — 3 < 0 a zdroven x + 1 < 0.

To mdme styri moznosti.
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U: Tak ich podme postupne rozdiskutovat. Zacneme 1. moznostou. KedZe si oba vyrazy

N(

nezaporneé:
xr—320 agziroven x+12=>0,

ich absoliitne hodnoty budu tie isté:
lt—3|=2—-3 a |zv+1=z+1
Preto mozeme pisat:

Bx)=lz=3|+|z+1=(z—-3)+(x+1) =2z — 2.

MoéZeme uz ist na 2. mozZnost.

: Nie tak celkom. Este sme nezistili, pre aké x to bude vyhovovat. Na to musime vyriesit

vyssie spominané nerovnice:

r—320 agzdroven x+120.

: To nie je zlozZite:

x =3 azdroven wx = —1,

nakreslim si to na ciselnu os a vidim, Ze obe mnerovnosti platia pre

x = 3.

: Zhrnieme 1. moZnost:

pre x € (3,00) je B(x) = 2x — 2.

v g AN s v X4 . / 4 g / / g s
: Teraz u? koneéne mozZeme ist na 2. moznost. Tu je prvy vyraz nezdporny a druhy zdporni,

teda musi platit:
x—320 azdroven x-+1<0.

To plati prave vtedy, ked
x =3 azdroven x < —1.

Nakreslim si to na diselnid os:
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U: Vidime, Ze obe nerovnosti naraz nemézu platit, teda

N«

x €.

Takze tito moznost vyluc¢ime.

: Pokracujeme 3. moznostou. V tomto pripade je prvy viyraz zdporny a druhy nezdporny,

teda:
x—3<0 azdrovenn x+120.
Odtial dostanem:
x <3 aziroveri x 2= —1.
Obe nerovnosti teda platia pre
x € (—1,3).
—4 -3 -2 -1 0 1 2 4

: V tomto pripade je absolitna hodnota prvého zaporného vyrazu vyraz k nemu opacny.

Absolutna druhého nezaporného vyrazu je ten isty vyraz:
lt—3|=—(z—-3) a |[z+1=x+1
Preto mozeme pisat:

Bx)=lz=3|+|z+1=—(r—-3)+ (z+1) =4.

Zhrn ttto tretiu moznostou.

Pre x € (—1,3) je B(z) = 4.

: Ostéva nam poslednd 4. mozZnost. Tu st oba vyrazy v absolitnych hodnotach zaporné,

preto mozeme pisat:
z—3<0 aziroven z-+1<0.

: To plati prdave vtedy, ked

T <3 azdroven z < —1.
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Z: Po zakresleni na ciselni os vidim, Ze obe merovnosti platia siucasne pre

r < —1.
U: No a absolitne hodnoty oboch zapornych vyrazov buda vyrazy k nim opacné:

lz—3|=—(z—-3) a |z+1]=—(z+1).
Preto mdzeme pisat:
Bx)=|z-3|+|z+1=-(z-3)—(z+1)=—-2+3-z-1=—-2z+2.

Zhrn t(to moZnost.

N(

Pre x € (—o0,—1) je B(z) = —2x + 2.

U: Celé zhrnutie vidime zapisané v ramceku.

—2x + 2 pre x € (—oo, —1),
B(z)=|lz-3|+|z+1] =14 pre z € (—1,3),
2r — 2 pre z € (3,00).

N«

: Teraz by sme si mohli ukdzat to kratsie riesenie.

U: Tak podme na to. Pouzijeme metodu nulovych bodov. Vsimnime si body, kde sa meni
zapis algebraického vyrazu.

Z: To si tie nulové body? Ale preco maju prave taky ndzov: ,nuloveé“?

U: Nulové body st tie, v ktorych sa absolutne hodnoty (nachadzajice sa v al-
gebraickom vyraze) rovnaju nule.

Z: Aha. A zdroveri sa v nich zmend aj zdpis vijrazov.

U: Presne tak. V nasom pripade to st body —1 a 3. Tie ndm celt mnozinu realnych cisel
rozdelia na tri intervaly:
(—o0,—1), (—1,3), (3,00).

Krajné body sme zaradili do oboch moznych intervalov. Ni¢ zlé sme tym neurobili.

N«

: Ale ved na kaZdom intervale bude zdpis vijrazu iny. Mdm to chdpat tak, Ze pre kaZdy nulovy
bod —1 a 3 mozu byt dva rozne zdpisy toho istého vyrazu?

c

: Ano. Délezité je, aby ich hodnoty boli v danom bode rovnaké.

. UZ trochu tusim, preco je to tak. No, Zeby mi to bolo uplne jasné, to sa nedd povedat.

C N

: OK. Vratime sa k tomu po vyrieSeni tlohy.

: Dobre.
: Vieme, Ze na kazdom z tychto troch intervaloch bude dany vyraz vyzerat ina¢. Ale ako
zistime tie zapisy?

C N
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c

C N

N(

c N

N(

N(

: Netusim.

: Zacnime prvym intervalom (—oo, —1). Chceme zistit, ¢i budd hodnoty vyrazov v absolit-
nych hodnotach na danom intervale nezaporné alebo zaporné. Najjednoduchsie to zistime
tak, Ze si zoberieme Iubovolné ¢islo z daného intervalu . . .

...napriklad —2 ...
:...4no, a ur¢ime znamienka hodnot vyrazov z — 3 a x + 1 v tomto bode. Skus to urobit.

Teda:

—2—3= -5, preto v —3 <0, z éoho |xv — 3| = —(x —3).
Dalej

—2+1=—1, preto v+ 1 <0, z ¢oho |x + 1| = —(z + 1).

: Spravne. To vsetko je zapisané v ervenom stlpci tabulky na konci. Vysledny zépis pre
vyraz B(z) je potom nasledovny:

B(z) =z =3|+z+1=—(x—-3)—(z+1) = -2z +2.
V dalsich dvoch intervaloch zrejme postupujem obdobne.
: Presne tak. Z druhého intervalu (—1, 3) zoberieme napriklad ¢islo 1.

Hodnoty vyrazov x — 3 a x + 1 vypocitam ja. TakZe
1—-3= -2, preto x —3 <0, z ¢oho |x — 3| = —(x — 3);

1+1=2, preto x+1>0, z ¢oho |z + 1| =z + 1.
: OK. Vysledny vyraz B(z) potom vyzera takto:

B(z)=lx =3|+ |z + 1] =—(z—-3)+ (x +1) =4.

Je to zapisané v modrom stlpci tabulky.

: Nakoniec z tretieho intervalu mozeme zobrat napriklad ¢islo 4. Hodnoty vyrazov
x—3 ax+1 sitakéto:
4—3 =1, preto , 2 ¢oho ;
441 =05, preto , 2 coho

: Vysledny vyraz
e =3[+]r+1[=(r-3)+(x+1) =

Je to zapisané v zelenom stlpci tabulky.

Vysledok je ten isty. A navyse je to naozaj kratsie riesenie.
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[+ [Cx U] Ly ]
lz=3|| —(x—=3) | —(x—3)
le+1] || —(z+1) x+1
B(x) -2z +2 4

U: Vratme sa eSte k nie iplne zodpovedanej otézke: ,,Preco sa nulové body mozu nachadzat az
v dvoch intervaloch?“ Ukézme si to na nulovom bode —1. Ten patri do intervalu (—oo, —1)
aj do intervalu (—1, 3). Podla tabulky zistujeme, Ze

na intervale (—oo, —1) je vyraz B(z) = —2x + 2,

na intervale (—1,3) je vyraz B(z) = 4.
Skus zistit hodnoty oboch vyrazov v bode —1.

Z: Za premenni x dosadim cislo —1, preto
na intervale (—oo, —1) je B(—1) = =2 (=1)+2=2+2=4.
Na druhom intervale (—1,3) nie je ¢o dosadzovat. Tu sa

B(-1) = 4.

: Co mozes povedat o oboch hodnotéch?

c

SU rovnake.

C N

: Presne tak. A o to ide. Zapisy mozu byt rozne, ale hodnoty musia byt rovnaké.

N<

UZ je to jasne.
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Priklad 1: Upravte nasledujici vyraz tak, aby neobsahoval absolutnu hodnotu:
Clz)=|z -1 —=.

U: Je tu iba jedna absoltitna hodnota. CiZe mame iba jeden bod, v ktorom je absolitna
hodnota rovna nule. Mame teda jeden nulovy bod, a to

NB: 1.
U: Pri jednej absolitnej hodnote nie je potrebné upravovat dany vyraz pomocou nulovych
bodov. Ale, ked ti to viacej vyhovuje, aj tak sa da.

Z: Dokoncim to uz tymto sposobom. Nulovy bod 1 nam rozdeli celi mnoZinu realnych cisel na

dva intervaly:
(=00, 1) a (1,00).

U: Cislo 1 ma$ zahrnuté v oboch intervaloch, ale to nie je na skodu veci. Pokracuj dalej.

Z: Teda z prvého intervalu (—oo, 1) si vezmem napriklad ¢islo —1. Aby som urcil znamienko
vyrazu x — 1, tak dané cislo dosadim don:

—1—1= -2, preto v — 1 <0, z éoho |x — 1| = —(x —1).
U: Ako bude vyzerat vyraz C(z) na tomto intervale?
Z: Skusim:
Clz)=lz-1-z=—-(z-1)—z=—-2+1—2=—-22+1.

U: V tabulke to charakterizuje ¢erveny stlpec. Pokra¢uj druhym intervalom (1, 00). Ten bude
v tabulke zaznaceny v modrom stipci.

Z: 7 neho si vezmem napriklad ¢islo 2. Po dosadeni do vyrazu v absolitnej hodnote dostanem:

2—1=1, preto x —1>0, z ¢oho |z — 1| =z — 1.
U: Ur¢ vyraz C(x) na tomto intervale.

Z: OK. Dostanem:
Cla)=lz—-1-z=2—-1—2=-1.

|z [ (—o0,1) [{1,00) ]
le—1| | —(x—1) | x—1
Clz) | —2z+1] -1

U: V poriadku. Ja by som predsa len bol za to, aby sme si zapisali aj druhy sposob riesenia.
Bez pouzitia nulovych bodov. Je to v podstate to isté, len trochu inac¢ zapisané. Teda
vyuzijeme definiciu absolttnej hodnoty. Podla nej musime rozliSovat dva pripady:

1. to, ¢o je v absolitnej hodnote, je nezdporné, ¢ize r — 1 = 0, teda = = 1;

2. to, Co je v absolutnej hodnote, je zaporné, ¢ize v — 1 < 0, teda = < 1.
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Z: V 1. pripade sa absolitna hodnota nezdporného vijrazu rovnd tomu istému vijrazu, teda
|t — 1] =2 — 1.
V tomto pripade bude vyraz C(x) vyzerat takto:

Clz)=r—1—a2=-1.
U: V 2. pripade mame vyjadrit absolitnu hodnotu zdporného vyrazu. Bude tiou vyraz

k nemu opacny, preto
lz—1=—(r—1)=—-z+1.

Vyraz C(z) bude vyzerat takto:
Clz)=—2+1—2=—-2x+1.

Pokus sa to zhrnut.
Z: Cize
—2r+1 pre x € (—o0,1),
—1 pre x € (1,00).

C(I) = |:[¢— 1| —r = {

Ako si tak porovndavam wvisledky z oboch sposobov riesenia, mie su rovnaké. Lisia sa v
jednom intervale. V prvom rieseni vysiel polouzavrety interval (1,00). V druhom rieseni
vysiel interval otvoreny (1, 00).

U: To je v poriadku. Nulovy bod méze patrit aj do oboch intervalov. Dédlezité je, aby hodnota
oboch vyrazov v danom bode bola rovnaka. Skus to overit.

N«

: OK. Na intervale (—oo, 1) md vyraz C(x) tvar
C(z) = —2x+1.
Preto jeho hodnota v bode 1 je
Cl)=—2-1+1=—-2+1=—1.

Na intervale (1,00) je
preto aj

Sedi to, hodnota je td istd.

Uloha 1: Upravte nasledujici vijraz tak, aby neobsahoval absolitnu hodnotu:
D(z) = |z| — =.

—2x pre x € (—00,0),

Vysledok: D(z) = |z| — 2z =
y (@) =l {O pre x € (0,00)
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Priklad 2: Upravte nasledujici vyraz tak, aby neobsahoval absolutnu hodnotu:

E(z)= |z —3|+ |z +4].
U: Vsimnime si body, kde sa meni zapis algebraického vyrazu.

Z: Zreyme mate na mysli nulové body. Su to

NB: 3 a —4.
U: Ano, st to nulové body vyrazov v absolitnej hodnote. Tie ndm celi mnozinu realnych
¢isel rozdelia na tri intervaly:
(—o0,—4), (—4,3), (3,00).

Z: Na kazdom z tijchto troch intervaloch bude zrejme dany viyraz vyzerat indc.

c

: Zacnime prvym intervalom (—oo, —4). Chceme zistit, ¢i budd hodnoty vyrazov v absolit-
nych hodnotach na tomto intervale nezaporné alebo zaporné. Najjednoduchsie to zistime
tak, Ze si zoberie Iubovolné ¢islo z daného intervalu.

Z: Vezmime napriklad ¢islo —5.
U: Dalej uréime znamienka hodnét vyrazov x — 3 a = + 4 v tomto bode.
Z: Teda:
—5—3= -8, preto v —3 <0, z éoho |v — 3| = —(x —3).
Dalej

—5+4=—1, preto v +4 <0, z ¢oho |x + 4| = — (v +4).
U: Spravne. To vietko je zapisané v cervenom stipci tabulky. Vysledny zapis pre vyraz E(x)
je potom nasledovny:
Ex)=lz-3|+|z+4]=—(x-3)—(z+4)=—2+3—x—4= 20— 1.

: V dalsich dvoch intervaloch zrejme postupujem obdobne.

cC N

: Presne tak. Z druhého intervalu (—4, 3) zoberieme napriklad ¢islo 1.

N«

: Hodnoty vyrazov v — 3 a x + 4 vypocitam ja. TakZe
1—-3= -2, preto x —3 <0, z ¢oho |x — 3| = —(x — 3);

1+4=5, preto t +4 >0, z ¢oho |z + 4| =z + 4.
U: OK. Vysledny vyraz F(z) potom vyzera takto:

E@)=lz-3|+]z+4=—(2—-3)+(z+4)=—2+3+x+4=T.

Je to zapisané v modrom stipci tabulky.

Z: Nakoniec z tretieho intervalu mozeme zobrat napriklad ¢islo 4. Hodnoty vyrazov
xr—3 ax+4 sitakéto:

4—3 =1, preto , 2 ¢oho ;

444 =8, preto , 2 coho
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U: Vysledny vyraz
lt =3|+|z+4=(x—-3)+(r+4)=c—-3+x+4=
Je to zapisané v zelenom stipci tabulky. Vysledok mézeme zapisaf aj takto:

—2x —1 pre z € (—oo, —4),
E(r) =z =3[+ ] +4]= {7 pre z € (—4,3),
2z +1 pre z € (3,00).

|z [ (oo 9] (43 | |
[z =3 || —(z—=3) | ~(z-3)
|z +4| || —(z+4) r+4
E(z) —2r—1 7

Uloha 2: Upravte nasledujici vyraz tak, aby neobsahoval absolutnu hodnotu:
Flx)=2-lx+3|—3-]5—z.
r —21 pre x € (—oo, —3),

Vysledok: F(z) = 2|z + 3| - 3|5 — x| = {5z —9 pre x € (—3,5),
—r+21 pre x € (5,00)
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Priklad 3: Upravte nasledujici vyraz tak, aby neobsahoval absolutnu hodnotu:

C N

G(z) = |2? + 3|2 — 2.

: Mam tu dve absolutne hodnoty, takZe dostanem dva nulové body. Teda body, v ktorych sa

vyrazy v absolutnych hodnotdach rovnaju nule.

: Skts sa chvilu nad tlohou zamysliet. MéZes si tym podstatne zjednodusit riesenie. V prvej

absolitnej hodnote méame iba druhtt mocninu. Kedy mozZe byt ta zaporna?

: No, ...vlastne nikdy. Aj druhd mocnina zo zdporného cisla je kladnd
(napriklad (—2)* = 4).
: No vidi$. Zmenia sa nejako hodnoty vyrazu |z?|, ak v fiom absolitnu hodnotu jednoducho

zrusime?
Vlastne ... ani nie. Naozaj plati:
|2?| = 2%

: Tak sa nas pévodny vyraz zjednodusi a plati:

Gx)= |2} +32—a|=2*+3]2—2|=...

Jasné, tu mame iba jednu absolitnu hodnotu, tym pddom aj jeden nulovy bod.

: Dokonca to jednoducho vyrieSime bez pouzitia nulovych bodov. Staé¢i rozdiskutovat moz-

nosti, kedy

1. vyraz, ktory je v absoltitnej hodnote, je nezédporny, ¢ize 2 — x = 0, z ¢oho 2 2 z, teda
x < 2, resp. x € (—00,2);

2. vyraz, ktory je v absolutnej hodnote, je zaporny, ¢ize 2 — z < 0, z ¢oho 2 < =z, teda
x> 2, resp. v € (2,00).

: V 1. moznosti sa absolitna hodnota neziporného vyrazu rovnd tomu istému vyrazu, teda

|2—x|=2—=x.
V tomto pripade bude vyraz G(x) vyzerat takto:

G(x):x2+3|2—x|:a:2+3(2—m):x2+6—3x::p2—3x~|—6.

: 'V 2. mozZnosti mame vyjadrit absolitnu hodnotu zéporného vyrazu. Bude 1iou vyraz

k nemu opacny, preto
2—z|=—-2—2)=-2+u.

Vyraz G(z) bude vyzerat takto:
Gl)=2*+32—a|=2>+3(-2+2)=2"—-6+32z=2"+32 —6.

Pokis sa to zhrnut.

: Teda

22 —-32x+6  prex € (—o0,2),

G(x) = |2*| +3]2 —z| =
@)=l +3] | {:L‘2+3:E—6 pre x € (2,00).
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Uloha 3: Upravte nasledujici viraz tak, aby neobsahoval absolitnu hodnotu:
H(z) = |(z = 1)*] = 2|1 - a].

-1 pre x € (—oo, 1),

Vysledok: H(z) = |[(x — 1) — 2|1 — z| =
y (@) = Jl=2l | {:1:2—433+3 pre z € (1,00)
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Priklad 4: Upravte nasledujici vyraz tak, aby neobsahoval absolitnu hodnotu:

C N C N

NS N

K(z) =22 + 1| — 4|x + 3| + |2z + 6].

: Su tu tri absolutne hodnoty, tak dostanem tri nulové body.

: No, nie tak rychlo. Skis ten vyraz najprv trochu upravit. Ned4 sa ni¢ vynat z niektorej

absoltutnej hodnoty?

: Hm ...z poslednej cislo 2. Tak dostanem:

K(z) =20+ 1| — 4|z + 3| + |22 + 6| =
120 1] — 4l + 3] + 200 + 3)| =
= |20 4+ 1|—4|x + 3[+2]|z + 3| =
=2z +1|-2jz+3|=...

A uZ tu mdme tu len dve absolutne hodnoty.

: No vidis. Ur¢ nulové body vyrazov v absolutnych hodnotéach.

: Na to musim vyriesit rovnice:

2c+1=0, +3=0.

Tak dostanem:

NB: -3, 1.

: Tie ndm celtt mnozinu redlnych ¢isel rozdelia na tri intervaly:

1 1
(—OO, _3>’ <_3> _§>7 <_§7 OO)

Krajné body sme zaradili do oboch moznych intervalov.

A museli sme?

: Nie, nebolo to nutné, no ani sme tym ni¢ nepokazili.

Teraz zrejme zistime, ako vyzerd dany vyraz na jednotlivych intervaloch.

: Za¢nime prvym intervalom (—oo, —3). Chceme zistit, ¢i buda hodnoty vyrazov v absolut-

nych hodnotach na tomto intervale nezaporné alebo zaporné. Najjednoduchsie to zistime
tak, Ze si zoberieme Iubovolné ¢islo z daného intervalu. Skis to.

Napriklad —4.

: Ano. Dalej uréime znamienka hodnét vyrazov 2z + 1 a 4+ 3 v tomto bode.

Teda:
2. (—=4)+ 1= -7, preto 2z + 1 <0, z ¢oho |20+ 1| = —(2x + 1).
Dalej
—4+3=—1, preto x + 3 <0, z ¢oho |x + 3| = —(z + 3).
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U: Spravne. To vietko je zapisané v ervenom stipci tabulky. Vysledny zapis pre vyraz K (z)
je potom nasledovny:

K(z)=]2z+1] -2/z+3|=—-2x+1) - 2[—(z+3)]=—2x — 1+ 22+ 6 = 5.

Z: V dalsich dvoch intervaloch zrejme postupujem obdobne.
U: Presne tak. Z druhého intervalu (—3, —1) zoberieme napriklad ¢islo —2.
Z: TakZe teraz vypocitam hodnoty vijrazov 2z +1 a x + 3 pre v = —2:

2(=2)+1= -3, preto 2z +1 <0, z oho |2z + 1| = — (22 + 1);

—2+3=1, preto v +3 >0, z ¢oho |x + 3| =z + 3.
U: OK. Vysledny vyraz K(x) potom vyzera takto:

K(x)=]2z+1] -2z +3|=—2z+1)—-2(x+3) = -2 —-1—-2r—3=—4r — 4.

Je to zapisané v modrom stipci tabulky.

Z: Nakoniec z tretieho intervalu mozeme zobrat napriklad ¢islo 1. Hodnoty vijrazov
20+ 1 a x + 3 su takéto:

2-141=3, preto , 2 ¢coho

1+3 =4, preto , 2 ¢coho
U: Vysledny vyraz

20+ 1| = 2|z +3] =2z +1) —2(x + 3) =

Je to zapisané v zelenom stipci tabulky. V¥sledok mézeme zapisat aj takto:

5 pre x € (—oo, —3),
Kx)=_2x+1 -2z +3| =4 —4rv—4 prex€<—3,—%>,
-5 pre z € (—3,00).

e e e RS
2041 | —2z+1) | —(2z+1)
lz+3| || —(z+3) r+3

K(z) 5 —4xr —4

Uloha 4: Upravte nasledujici vyraz tak, aby neobsahoval absolutnu hodnotu:

L(z) =13z — 1|+ 2|z — 1] — |1 — z|.

—4x + 2 pre x € (—oo,%},

Vysledok: L(z) =3z — 1| +2[z — 1| — |1 —z| = { 2« pre x € (3,1),
4 — 2 pre x € (1,00)
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Priklad 5: Upravte nasledujici vyraz tak, aby neobsahoval odmocninu ani absolitnu hodnotu:

C N

NS N

M(z) = Va? — 6z + 9.

: VSimni si vyraz pod odmocninou. Nevie$ nan pouzit nejaky vzorec?

Viem ...a%* — 2ab + b* = (a — b)%. Tak dostanem:

M) =Va?2—6x+9=+/(x—32=...

: Presne tak. Pokracuj.

: Druhd odmocnina a mocnina sa navzdjom rusia, tak dostaneme vyraz:

.=z — 3.

: No, nie tak rychlo. Skis vypocitat hodnotu pévodného aj upraveného vyrazu pre v = 1.

: OK. Povodny vyraz md hodnotu:

M) =VI2—6-1+9=V4=2.

: Teraz upraveny vyraz ...

: TakzZe do x — 3 dosadim za x ¢islo 1 a dostanem:

1-3=-2.

Hm ... tie vysledky su rozne, lisia sa v znamienku.

: Chyba bola vo vete: ,,Druha odmocnina a mocnina sa navzajom rusia, ...“ Oni sa sice

rusia, ale nie tak hladko. KedZe druha odmocnina méze byt len ¢islo nezdporné, musime
vysledok dat do absolutnej hodnoty. Preto mozeme pisat:

M(z)=vVa2 —6z+9=+/(z—3)2=|z 3| =...

To uz je vysledok, nie?

: Mohol by byt, no nasou tlohou je zbavit sa aj absolitnej hodnoty.

OK. Takze urobim diskusiu, ked vyraz v absolitnej hodnote je nezdaporny a ked je zdporny.

: Spravne. Pokracuj.

Uz spominané delenie vyzerd potom takto:
1. to, ¢o je v absolitnej hodnote, je nezdporné, ¢ize x — 3 = 0, teda x = 3;

2. to, co je v absolutnej hodnote, je zdporné, cize x — 3 < 0, teda x < 3.

: Rozober 1. moznost.

: Tu sa absolutna hodnota nezdporného vyrazu rovnd tomu istému vyrazu, teda

M(z) =z —3|=z-3.
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U: V 2. mozZnosti mame vyjadrit absolitnu hodnotu zdporného vyrazu. Bude tou vyraz
k nemu opacny, preto

M(z)=lzr—3|=—(x—3)=—z+3.
Poks sa to zhrnut.
Z: Cize
T —3 x —00, 3
M(z)=|r—-3|=Va2—6x+9= {7 pre @ € (=00, 3),

—x+3 pre x € (3,00).
Uloha 5: Upravte nasledujici viraz tak, aby neobsahoval odmocninu ani absolitnu hodnotu:

N(z) =+v25— 10z + 22.

b—x pre x € (—00,5),

Vysledok: N(z) = |5 —z| =
y (z) =15~ {x -5 pre x € (5, 00)
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Priklad 6: Upravte nasledujici vyraz tak, aby neobsahoval absolitnu hodnotu:

T+ Va2

]

P(x) =

U: Skor, nez bude$ odstrariovat absolitnu hodnotu, pokus sa dany vyraz upravit.

Z: No, ...odmocnina a druhd mocnina sa rusia, teda

vVai?=zx.

U: Nesthlasim. Skus si za x dosadit napriklad ¢islo —3. Podla teba potom plati:
(—3)2 = -3.

Vidis tu nejaky problém?
Z: Druhi odmocnina nesmie byt zaporna.

U: Spravne. Aby sme to zabezpecili, pouzijeme absolttnu hodnotu:
Va? = |z|.

Pokracuj dale;j.

Z: Potom
I

EE

P(z)

U: Este ten zlomok rozdel na dva, zbavis sa tym jednej absolitnej hodnoty.

Z: Tak dostanem vyraz:

==
|z

U: Teraz je uz nacase zbavif sa aj druhej absolutnej hodnoty.

Z: To nebude tazké. Rozdelim to na dva pripady:
1. vyraz v absolutnej hodnote je nezdporny, ¢ize v = 0;
2. vyraz v absolitnej hodnote je zdporny, cize x < 0.
U: Spravne. Co dalej?
Z: V 1. pripade plati
takzZe vysledny viyraz je
x
Pz)=—+1=—-4+1=1+1=2.
x

U: Pokracuj rozobratim 2. pripadu.
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Z: Absolutna hodnota zaporného vyrazu sa rovnd vyrazu k nemu opacnému, teda

x| = —x.
Potom vysledny vyraz je
x
Plz)=—+4+1=—+1=-1+1=
|z —1
U: Zhrn to.
Z: Cize

P(z) = 0 prex e (—o00,0),
2 pre x € (0,00).

U: Zabudli sme na velmi délezita vec. Skis vypocitat hodnotu pévodného vyrazu P(zx) pre
x =0.

Z: Za x dosadim nulu, a dostanem:

0+v02 0

Aha, ...V menovateli som dostal nulu.

U: Presne tak. Vyraz P(x) nema pre x = 0 zmysel.

Z: Zabudli sme uréit podmienky. Mal som zistit, kedy je menovatel
|z| = 0.

To je presne vtedy, ked
x=0.
U: Hlavne, Ze sme ich urcili aspon dodatocne. Teraz zapis spravny vysledok.

Z: Nulu vyhodim z intervalu. Dostanem:
Plz) = 0 pre x € (—00,0),
2 pre x € (0, 00).

U: Teraz je to uz v poriadku.

Uloha 6: Upravte nasledujict vyraz tak, aby neobsahoval ani odmocninu ani absolutnu hod-

notu:
Va2 —4x 4+ 4

Vysledok: Q(z) =1, pre z € R — {2}




