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Operacie s mnohoclenmi
RNDr. Jana Krajéiova, PhD.

U: Na polynémoch A(z) = 62> —z—2, B(x) = 2x+1 a C(x) = 2z — 1 si zopakujeme zakladné
operacie s nimi.

Z: O aké operdcie ide?

U: Budeme hovorit o tychto operaciach s mnohoc¢lenmi:
e scitavanie, napr. A(z) + B(z);
e odcitavanie, napr. A(z) — B(x);
e ndsobenie, napr. B(x) - A(x);

e umocriovanie (predovsetkym druh4 a tretia mocnina), napr. (B(z))?, (B(x))3;

delenie, napr. A(z) : B(x).

U: S¢itavanie a odcitavanie je jednoduché. Sé¢itavat a odéitavat modzeme od seba ¢leny
s rovnakou mocninou.

Z: Tak, ako to zvykneme povedat: ,hrusky s hruskami a jablka s jablkami®. V naSich konkrét-
nych prikladoch tak dostanem:

A(x) + B(x) = (62°—2—-2) + (22+1) = 62 +2—1,
A(r) — B(x) = (62° — 2 —2) — (20 + 1) = 62°—2—2—22—1 = 62°—32—3.

To naozaj nebolo zloZité.

U: Pozor treba davat na znamienka pri odstratiovani zatvoriek pri odé¢itavani.

U: Teraz podme na nasobenie mnohoclenov. Postupujeme systémom kazZdy s kazZdym,
t.j. kazdy jednoclen z prvého polynému vynasobime s kazdym jednoclenom z druhého
polynému, ako nam to ukazuju sipky. V nasom priklade tak dostaneme:

B(z) - A(z) = 2z +1) - (62> — 2 — 2) =

=27 - 622420 - (—x)+21 - (=2)+1- 622 +1- (—2)+1-(=2) =
=122% — 222 — 4o 4+ 622 —x — 2 =
= 122° + 42* — 52 — 2.
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Z: A ¢o ked budem ndsobit tri, alebo viac mnohoclenov?

U: To by vari nemal byt problém. Najprv vynasobis prvé dva, upravi§ a vysledok vynasobis
s dal$im mnohoélenom.

Z: Je jedno v akom poradi to budem ndsobit?

U: Ano. Je jedno, ¢ vynasobis B(z) - A(z) alebo A(z) - B(z), visledok musi vyjst stale ten
isty. Ucene sa tomu hovori, Ze plati komutativny zdkon pre nasobenie polynémov.

U: Niekedy si mozes pracu ulah¢if pouzitim vzorcov.
Z: Vzorce, to by som mal vediet spamdti, ¢o?

U: Ano, no ber to tak, Ze tie ti majt pomdct pri rieSeni tloh, nie aby si mal traumu z toho, ze
ich musi$ vediet spamiiti. Za¢neme prvym vzorcom. Pri nasobeni dvoch dvojélenov lisiacich
sa len znamienkom, t.j. (@ + b)(a — b) mdzes postupovat systémom kazdy s kazdym, alebo
si zapamitat len vysledok, ku ktorému dospejes a ten pouzivat.

Z: No, tento vzorec je este lahky, ten si pamdtdm:

(a+b)-(a—b)=a>—1°.
U: Pokis sa vyuzitim tohto vzorca vynasobit polynémy B(z) - C(z) zadané na zaciatku.
Z: Teda ndsobim
B(z)-C(x) = (22+1) - (2z—1) =
U: Za premennt a zo vzorca dosadime jednoclen 2z a za premennu b jednoclen 1.

Z: Tak dostanem vyraz:
= (22)? - 12 =42" — 1

U: Prejdime na mocniny mnohoclenov. Pre druht a tretiu mocninu dvojélenov budeme
pouzivaf tieto vzorce:
(a+b)? = a® + 2ab + b?,

(a —b)* = a® — 2ab + b,
(a+0b)* = a® + 3a*b + 3ab® + V*,

(a —b)* = a® — 3a®b + 3ab® — V°.

N(

: Tie vzorce pre tretiu mocninu vyzeraju komplikovanejsie. Ako si ich mam zapamdtat?

U: V&imni si, %e v tjchto vzorcoch mocniny premennej a postupne klesaji: a*, a2, al, ¢o je

vlastne a a nakoniec a® = 1. Naopak mocniny premennej b stipajt: pri a® stoji b° = 1,
dalej je tam b, potom b? a nakoniec b3.

Z: Vsetky znamienka vo vzorci (a + b)* st kladné. Vo vzorci (a — b)?® sa zasa striedaju.

U: Pouzime teraz tieto vzorce v nasich konkrétnych prikladoch:
(B(z))* = (22 + 1)? = 42® + 42 + 1,

(B(z))® =2z +1)3 = (22)3 +3- (22)*- 1+ 3 (22) - 12 + 13 = 823 + 1222 + 62 + 1.

N«

. A existuji vzorce aj pre vyssie mocniny?
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U: Ano, o roznésobeni n-tej mocniny (a+b)™ hovori tzv. . No zatial si vystacime
s tymto.

Z: To musi byt riadne komplikované.

U: Vystupuju tam kombina¢né ¢isla, no zatial sa tym nebudeme zaoberat.

N«

. Zatial sme hovorili len o umocriovani dvojclenov. Co ked budeme chciet umocnit viacclen,
napr. trojélen (A(x))3?

c

: Tak to budeme musiet otrocky roznasobit. Mézes to skusit:
(A(2))? = (62° — 2 —2)° = (62> —2 —2) - (62> —x —2) - (62> —1x —2) = - -

Dalej to uz nechdm na teba.

U: Pri upravovani vyrazov mozeme vyuzif aj tieto rovnosti:
(—a—b)* = (a+0b)?

(b—a)® = (a—b)°.
Z: To je jasné hned na prvy pohlad?
U: No, povedzme, Ze na druhy. Tak:

(—a=0)*=(—(a+0)* = ((-1)(a+1)* = (~1)*(a+b)* = (a+0)
No a platnost druhej rovnosti je este jednoduchsie zdovodnitelna:

(b—a)* =b* — 2ba + a* = a* — 2ab + b* = (a — b)*.

Z: Ostdva ndm delenie mnohodclenov. Ako vydelim: A(x) : B(x) = (622 —x —2): (22 +1)?
U: Tomu je tiez venovana samostatna téma. Tu to uz totiz nepojde systémom kazdy s kazdym,
ako to bolo pri nasobeni. Dokonca, kym stcet, st¢in, mocnina i rozdiel polynémov je opit
polyném, pri podiele to tak nemusi byt.
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Priklad 1: Majme polyndmy P(z) = 1,52° —22*+ 723 +42—3 a Q(z) = $2°— /3% +22—10z.
Vypocitagte:

a) P(z) + Q(x);
b) P(z) - Q(x).

Z: Zacnem ulohou a). Ide o scitanie dvoch polynomov. Zdruzim si ¢leny s rovnakou mocninou
a prislusné koeficienty navzdjom scitam.
U: Presnejsie: s¢itame koeficienty pri rovnakej mocnine. Tak to urob.

Z: Teda

9
P(z) + Q(z) = (1,52 — 22* + 72”4+ 42 — 3) + (§x5 — V3% +2? — 10;15) =

9
= (1,5x5 + §x5) — 2zt + <7x3 - \/§x3> + 2%+ (40 — 10z) — 3 =

- <1,5+§) 25— 20t + (7—\/§>x3+x2+(4—10)x—3:
Teraz spocitam prislusné koeficienty. Najprv pri x°: 1,5 + g = 1,5+ 1,5 = 6. Dalej koefi-
cienty pri x°: rozdiel T — \/3 neviem ind¢ upravit, tak to nechdm v tomto tvare. Nakoniec
ddm dohromady koeficienty pri x, teda 4 — 10 = —6. Preto sa predchddzajici vyraz rovnd
vyrazu:

= 62° — 2% + (7 — V3)2® + 2% — 62 — 3.

No a to je uZ vysledok. Dufam, Ze spravny.

U: Teraz uloha b).

Z: Tu budem postupovat uplne rovnako, ibaZe to nebudem scitavat, ale odcitavat. Teda:

9
P(r) — Q(x) = (L 5’ — 22 4 T2® + 4w — 3) - (5335 — V3% 42 — 103:) =

9
=1,52° — 22* 4 7a® + 4z — 3—§x5+\/§$3—x2+10x =

9
= (1,52° — 5955) — 2% + (72® + V32®) — 2 + (4o + 10z) — 3 =
=(1,5— 92 — 22+ (T+V3)2* — 2> + (4 + 10)z — 3 =
= (1,5 —4,5)2° —22* + (T+V3)2®* —2? + 142 — 3 =

= —32° — 22 + (T+ V3)2® — 22+ 142 — 3
U: Spravne.
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Uloha 1: Majme polyndmy P(z) = 2% — 221 + 72 — 2 a Q(z) = 125+ 42° — V22! + 2 + 7.
Vypocitagte:

a) P(z) + Q(x);
b) P(z) — Q).

Vysledok: a §m6+4x5— (2+ \/5) v+ T3+ 2+ 5; b) §x6—4x5+ (\/5— 2) x4+ 72 —x—9
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Priklad 2: Vypocitajte:

N(

N(

a) (—6a —2)(3a — 5);
b) (—6a —2)-3a—5;
¢) —6a —2-3a— 5;

d) —6a—2- (3a —5).

Ved tie styri ulohy sa lisia len zdtvorkami.

: Presne tak. V tejto tlohe si mas natrénovat prioritu operacii a pracu so znamienkami.

Aby si nezabudol, Ze minus krat minus nam dava plus a plus krat minus zasa minus. Zacni
ulohou a).

V tejto ilohe mdm rozndsobit dve zdtvorky. Postupujem systémom kazdy z prvej zdtvorky
s kaZdym z druhej zdatvorky. Najprv vynasobim —6a s 3a, potom —6a s c¢islom 5.

U: Pozor. Pred piitkou je znamienko minus. Nezabudni na to.
Z: OK. Takze —6a vyndsobim s —5. Dalej —2 s 3a a nakoniec —2 s —5.
U: Fajn, napis to.
Z:
(—6a — 2)(3a — 5) = —6a - 3a—6a - (—5)—2-3a—2-(—5H) =
= —18a*+30a — 6a + 10 = —18a* 4 24a + 10.
U: Spravne.
U: Pokracujme tlohou b) (—6a — 2) - 3a — 5.

Tu najprv roznasobim dvojélen (—6a — 2) s jednoclenom 3a a aZ potom od toho odcitam
cislo 5.

U: Dobre. Napis to.
Z
(—6a —2)-3a —5=—6a-3a—2-3a—5=—18a> — 6a — 5.
U: To bolo jednoduché. Uloha c¢) nebude o ni¢ zloZitej$ia. Vypocitaj —6a — 2 - 3a — 5.

. Tu nemdm Ziadne zdtvorky. TakZe najprv vyndsobim —2 s 3a. MozZem pisat:

—6a—2-3a—5=—6a—6a—5=—12a — 5.

: Aj to je spravne.

N«

: Ostava nam poslednd tloha d). Mas vypocitat: —6a — 2 - (3a — 5).

: Nagprv rozndsobim —2 s vyrazom v zdtvorke: —2 - 3a = —6a, —2 - 5 = —10. Teda moZem
pisat:
—6a—2 - (3a—5) = —6a — 6a—10.
: Stop. Spravne si zobral znamienko minus pred c¢islom 2. Preco si ale ignoroval zaporné

znamienko pred pitkou? Musi§ vynasobit: —2 - (—5) = 410, nie —10.
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: Neviem. Casto na to zabudam.

cC N

: Oprav to.
OK.

N(

—6a—2 - (3a—5) = —6a — 6a+10 = —12a + 10.

U: Teraz je to spravne.
Uloha 2: Vypoditajte:
a) (—=3b+4)(0,1b—5);
b) (=3b+4)-0,1b—5;
c) —=3b+4-0,1b—5;
d) —3b+4-(0,1b—5).

Vysledok: a) —0,30% + 15,45 — 20; b) —0,3b>+ 0,4b —5; ¢) —2,6b —5; d) —2,6b — 20.
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Priklad 3: Vyndsobte a upravte:

(a—b+c+d)(a—b—c—d).

N«

: Stvorclen krdt stvorclen. Uf, toho bude dost na rozndsobovanie. TakzZe idem to rozndsobovat
postupne. Najprv a z prvej zatvorky s kazdym clenom z druhej zdtvorky, Potom b z prvej

: Pozor. Nie b, ale —b. Nezabtidaj na znamienka.

c

: OK. TakZe —b z prvej zatvorky s kaZdym élenom z druhej zdtvorky, atd.

C N

: Napis to.
: Teda:

N«

(a—b+c+d(a—b—c—d)=
=a® — ab — ac — ad—ba + b* + be + bd+ca — cb — & — cd+da — db — de — d* =
U: OK. Co dalej?

: Teraz rovnaké cleny zoskupim. Ale najprv odpisem a?, b?, —c* a —d?. Dalej: —ab — ba =
= —2ab, potom —ac+ca = 0, 0 nemusime pisat. Pokracujem: —ad+da = 0, tieZ nepiseme.

Nasleduje bc — cb =0, bd — db =0, —cd — dc = —2cd.

U: Spravne, napis to.

N«

Z: Posledny vyjraz sa rovnd
=a? 4+ b - — d* — 2ab — 2cd.

To by uz mal byt vysledok.
U: Ano, je. No, skiisme si to vyriesit ete raz druhyym spdsobom.
Z: A je to nutné?
U: Nie je, ale nacvicis si nejaké finty, ktoré mozes neskor zuzitkovat. A je to aj elegantnejsie.
Z: No, dobre.
U: Chceme pouzit vzorec (A + B)(A — B) = A? — B2
Z: Ale ako? Ved my mdme Stvorcleny, nie dvojcleny.
U: Ale mo6zeme tam dodat zatvorky takto:

(a=b+c+d)(a—b—c—d)=[a—b)+ (c+d)]-[(a—b)—(c+d)] =
V nagom vzorci (A+ B)(A— B) = A2~ B?bude A = a—b a B = ¢+ d. TakZe dostaneme:
=(a—b)?—(c+d)?=

Z: No a teraz musime pouZit dalsie vzorce: (a —b)? = a® —2ab+b? a (c+d)? = ¢ + 2cd + d?.

U: Spravne, mozeme pisat:

=a®—2ab+ b —( + 2cd + d*) = a® — 2ab + b*—*—2cd—d* =

N«

: No, je pravda, Ze tu netreba tolko sliedit, ¢o s ¢im zIUcit.
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U: Este si poprehadzujme ¢leny a dostaneme:

=a?+ 0> -2 —d%— 2ab — 2cd.

Z: Je to ten isty vysledok.

U: A ¢o si si myslel?

Uloha 3: Vyndsobte a upravte:

Vysledok: 1 + z*

(1+2v2+2%) (1 — 2v2 + 2?).
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Priklad 4: Pren € N a a € R vyndsobte a upravte:

4 C N C N C N« C N C N

NeC N C

N« C

c N C

N«

. Tak ked prvé dva cleny si a™~

: OK. a je vlastne a', teda a - a™~
. Ano.

: Potom a -a™

(a—1D(@" ' +a"*+---+a+a+1).

: To nevyzera dobre. Samé pismenka a tie bodky k tomu . . ..
: Ziaden strach. Vies predsa, ako sa nésobi dvojé¢len s dvojélenom.

: To akoZe zdatvorka so zdtvorkou.
: Ano. A tu to bude to isté, len trochu dlhsie. Kazdy jednoé¢len z prvej zatvorky vynasobis

s kazdym jednoclenom z druhej zatvorky.

. Skusim to.
: Najprv si povedzme, ¢o znamenaja tie bodky.
. Zrejme: a tak dalej.

: V podstate dno. Tak ¢o by tam islo dalej namiesto bodiek?

1 n—4

, a2, tak logicky bude dalej nasledovat a™ =3, a

: OK. Skratka, kazda dal$ia mocnina je o stupen nizsia. Teraz roznasob

(a—1D)(@ ' +a"?+- - +a+a+1).

: Nagprv z prvej zatvorky vezmem a a to vynasobim s kazZdym jednoclenom z druhej zatvorky.

Teda a-a™ t = ..

: Vidis, ze zéklady st rovnaké, takze exponenty len spocitaj.

L= qglt=1 = g". Je to v poriadku?

2 _ gln-2 _ 1+2 3 2

a™t. Tri bodky. a-a* = a'*®> = a3, a-a =a?, a-1 = a. Potom

—1 wvynasobim so vsetkymi c¢lenmi z druhej zatvorky.

: To vlastne zmenis vSetky kladné znamienka na zaporné. Zapis to.
: Teda:
(a—D(@" ' +a" 2+ - +a*+a+1)=
=a-a"'+a-ad"*+---+a-ad+a-ata-l—-a"t—ad"? - —a*—a—1=
B NI e R S T s SN SN S
:an+an—1+”_+a3+a2+a[_an—l_an—2_._‘_a2_a_1:
: Teraz rovnaké mocniny od seba odcitaj.

Od a™ nemdm co odc¢itat. Od a™ ' odéitam a™ 1. Co dalej?

: Tak sktisme si namiesto troch bodiek doplnit zopér ¢lenov. Dostaneme:

R L e e e R A e e e =

: Tak tu od seba skoro vsetko odcitam: a® ' —a" ' =0,a" %2 —-a"2=0,...,a°—a®=0,

a’>—a? =0, a—a=0. Potom upravens vjraz vyzerd takto:

=a" -1
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U: Spravne.
Uloha 4: PreneN q a,b € R vyndsobte a upravte:
(a - b)(anfl + an72b+ anf?’bQ I abn72 + bn71>.

Vysledok: a" — O"
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Priklad 5: Umocnite:

a) (—n)*;
b) (—n —1)3;

¢c) (n=1)* = (=n)* = (-=n —1)°.

: Nepaci sa mi, Ze je tam tak vela zdaporniych znamienok.

: Ziaden strach. Po vyrieseni tloh a), b) tlohu c¢) uz zvladne$ hravo. TakZe podme po-

stupne na to. Za¢neme tlohou a). Tu ide len o to, ¢o urobi tretia mocnina so zdpornym
znamienkom.

. Ak —1 vyndsobim trikrdt, dostanem opdit —1.

: Spréavne. MozZeme teda napisat:

(=n)* = (=n) - (=n) - (—n) = —n.

: Pokra¢ujme tlohou b).
: No, pozndm vzorec (A + B)? aj (A — B)?, ale nepozndm vzorec (—A — B)3. Co s tym?

: Tak si to skiis upravit tak, aby si mohol pouzit vzorec, ktory poznas. Skus vybrat —1 pred

zatvorku. Ale pozor, aby si to spravne zapisal.

: Skusim:

(—n=1°= [+ 1P = (-1)*(n+1)’ = (~1)(n+1)° =

: No a to, ¢o ti vy$lo, mdzeme skratene zapisat takto:

=—(n+1)P°=
A na to uz vzorec poznas:

(A+ B)> = A> + 3A’B + 3AB* + B°.

: TakzZe po poslednej uprave dostanem:

=—M*+3n*+3n+1)=-—n®—3n* - 3n— 1.

: Vidis, Ze si to zvladol.

c

N« C N

: No a na zéaver vyries ulohu c).

: Sndd to po predchddzajicich ilohdch nebude problém.
: Nemal by byf.

. TakzZe:

n—1P%—(-n)—(-n-1>=mn-1>—(—n") = (~(n+1)%) =
=mn—-1%4n*+(n+1)>°*=

VyuZzil som pri tom fakt, Ze minus krat minus je plus.
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U: Spravne. Pokracuj dale;j.
Z: Teraz rozndsobim zdtvorky (n — 1)3 a (n + 1) pomocou vzorcov. Tak dostanem.:
=n® =3 +3n—1+nP+n*+3n* +3n+1=

=3n® + 6n = 3n(n® + 2).

U: Dopracovat sa k spravnemu vysledku nebolo az také tazké.

Uloha 5: Zjednoduste:
(324 7)* — (=32 — 5)* — 4(3x +6).

Vysledok: 0
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Priklad 6: Umocnite:
a) (222 + Lay)*;
b) (202~ jry)”;
¢) (247 — Lay)’;
d) (—222 + Lay)”.

U: Co maju tieto $tyri tlohy spolo¢né?

Z: Tuk, vo vsetkych Styroch dlohdch vystupuji 222 aj %:By Akurat znamienka pred nimi sa
menia.

U: Presne tak. St to vSetky $tyri moZnosti, ako mézu byt umiestnené znamienka + a — pred
dvoma ¢lenmi.

Z: Ako sa tak na to pozerdm, v ilohe a) pouZijem vzorec (a+ b)?, v tlohe ¢) zase (a —b)?. No
¢o s ulohami b) a d)?

U: Neboj sa, pouzijes presne tie isté vzorce, len najprv trochu pouvazujes. Ale podme pekne
zaradom. Za¢nime tlohou a).

Z: Ako som u# povedal, pouZijem vzorec (a+ )2 = a® + 2ab + b®. Za premenni a dosadim
jednoclen 2x*, za premenni b jednoclen %xy. Preto moZem pisat:

1 1 1\
(2:52 + §a:y) = (2:U2)2 +2- 227 3Ty + (§xy) =

1
= 42t + 223y + szyg.

A s tym uZ asi ni¢ viac neurobim. To uzZ bude konecny vysledok.

U: Pokracuj s ulohou b).

Tu ma mdatu tie dve zaporné znamienka.

c N

Vyber zaporné znamienko pred zatvorku. Presnejsie povedané, vyber —1 pred zatvorku.

Z: Dobre. Teda:
1 \? 1 \?
(—2x2 — 5&:3/) = — (2x2 + 5333/) )

U: No, pozor, pozor. To nie je spravne. V tvojom zapise sa druhd mocnina netyka znamienka
minus. No v zadani je to ind¢. Spravne to musime zapisat takto:

(-t = o) < o) -

Skuis pokracovat dalej.
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Z: Takze:

1\ 1\
= (—1)? (2x2 + éxy) = (2x2 + ixy) =

U: Spravne. Teraz si v§imni, Ze to je vlastne zadanie tlohy a).

Z: Vlastne dno. TakZe rovno odpisem vysledok z ilohy a):

1
= da* + 2%y + Zx2y2.

U: Pokracuj tlohou ¢).

Z: Tu pouZijem vzorec (a—b)? = a* —2ab+b*. TakZe oproti ilohe a) sa to zmeni len v jednom
znamienku. Preto moZem pisat:

1 \? 1
(2:172§xy) = 4zt 223y + Zx2y2.

U: No a ostava ndm uz len tloha d).

Z: Aha, tu opit mozem pouZit vzorec (a — b)?. Len prehodim éleny, samozrejme aj so zna-
mienkami. Preto:

1\ /1 !
(2172+2xy> = <2xy2x2) = szyQ — 23y + 4zt
A to je vlastne vysledok zhodny s vysledkom ulohy c). Len si tu poprehadzované éleny.

U: Dobry postreh.

Uloha 6: Zjednoduste:
(227 + 3y® 4+ 5)% + (—22? — 3y® — 5)%

Vysledok: 82* + 2422y3 + 18y5 + 4022 + 60y + 50




