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Najvicsi spoloény delitel’
a
najmensi spolo¢ny nasobok
Mgr. Jana Kralikova
U: V tejto téme sa budeme zaoberat pojmami nasobok a delitel v obore prirodzenych ¢isel.

Viem, Ze obor prirodzenych cisel oznacujeme N.

: Dufam, Ze poznas aj pojmy nésobok a delitel.

NS N

Samozrejme. Delitel je ¢islo, ktorym delim. A pojem nasobok suvisi s ndsobenim, s nd-
sobilkou.

: Sformulujem to presnejsie:

Ak a, b st prirodzené cisla, tak ¢islo a je nasobok cisla b a ¢islo b je delitel
¢isla a prave vtedy, ak existuje také prirodzené cislo k, Ze plati:

c

a=Fk-b.

Cislu a hovorime tiez k-ty nasobok &isla b.

Z: Jasné. Ak napriklad a = 20 a b = 4, tak c¢islo 20 je ndasobkom cisla 4, lebo 20 =5 -4. Tu
je k =5. Cislo 20 je piaty ndsobok ¢isla 4. Cislo 4 je delitel ¢isla 20.

U: Spravne. Pozri sa teraz na symbolicky zapis v ramceku.

b|a

Tento zapis sa ¢ita ,b delz a“, ale vyjadrujeme nim Iubovolnt z nasledujicich moznosti:
e cislo b deli cislo a
e cislo b je delitel ¢isla a
e cislo a je delitelné éislom b
e cislo a je nasobok cisla b
Z: TokzZe vsetky styri formuldcie vyjadruji to iste.

U: Ano. Pouzitie tjchto pojmov si vysktisame na konkrétnych ¢islach.
Rozhodni o pravdivosti nasledujucich vyrokowv:

1. Cislo 60 je delitelné ¢islom 4.
2. Cislo 30 je delitel ¢isla 90.
3. Cislo 100 je ndsobok ¢isla 15.

4. Cislo 5 deli cislo 41.
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Z

Vo vsetkijch pripadoch si pomozem delenim. Ak bude vysledok prirodzené cislo, viyrok je
pravdivy, ak vysledok bude so zvyskom, tak vyrok nie je pravdivy.

1. Viem, %e 60 : 4 = 15, teda 60 = 15 - 4. Cislo 60 je delitelné ¢islom 4.
2. Plati, Ze 90 : 30 = 3, teda 90 = 3 - 30. Cislo 30 je delitel &isla 90.

3. Toto bude delenie so zvyskom. 100 : 15 = 6 zv.10, takZe neexistuje take cislo k € N, aby
k- 15 = 100. Cislo 100 nie je nasobok ¢&isla 15.

4. Pri delent opit dostanem zvysok. 41 : 5 =6 zv.1. TakZe ¢islo 5 nedeli ¢islo 41.

: Spravne.

: Teraz bude tvojou tlohou napisat niekolko prvych nésobkov ¢isel 15 a 25. Mnoziny ich

nasobkov si ozna¢ ni5 a nos.

: To zvladnem:

nis = {15, 30,45, 60, 75,90, 105, 120, 135, 150, 165, ... } ,

nas = {25,50, 75,100, 125, 150, 175, 200, 225, 250, ... } .

: Vedel by si v tychto dvoch mnoZinach najst také ¢islo, ktoré je ndsobkom aj ¢isla 15 aj

¢isla 257

. Ano, napriklad ¢islo 150.
: Dobre. Cislo 150 je spolo¢niy) nasobok cisel 15 a 25.

Kazdé prirodzené cislo, ktoré je nasobkom prirodzeného ¢isla x aj prirodze-
ného ¢isla y nazyvame spoloénym nasobkom cisel x a y.

: Okrem ¢isla 150 je spolocnym nasobkom cisel 15 a 25 aj cislo 75.

: Ano a nielen to. Mnozinu spolo¢nych nasobkov ¢isel 15 a 25 si oznacim 74595 a tvoria ju

¢isla:
nis25 = {75, 150, 225, 300, 375, 450,...}.

: Je ich asi nekonecne vela.
: Je. Najmensi zo spolo¢nych nasobkov dvoch ¢isel sa nazyva najmenst spoloény nasobok

tychto c¢isel. Oznacuje sa napriklad nsnys o5 alebo nsn(15,25).

. V nasom pripade je to cislo 75:

nsn(15,25) = 75.

: V8imni si, ze pomocou tohto najmensieho spolo¢ného nasobku vieme dostat vSetky dalSie.

: Naozaj. Vietky dalsie spolocné ndsobky si ndsobkom toho najmensieho. TakZe staci najst

najmensi spoloényj ndsobok a vsetky dalSie s uZ potom hracka.

: Aby si na$iel najmensi spolo¢ny nasobok dvoch ¢isel mozes postupovat tak ako v predché-

dzajicom priklade — rozpisat si mnoziny niekolkych prvych nésobkov oboch ¢isel a hladat
v nich spoloén hodnotu. To ale moZe byt pre niektoré &isla dost zdlhavé.

N«

: A dd sa postupovat aj inak?
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c N

cC N

cC N

: D4. K najdeniu najmensieho spolo¢ného nasobku mozes vyuzit

je také cislo, ktoré md len dvoch roznych delitelov — jednotku a samého seba.
Napriklad: 2, 3, 5, 7, 11,. ..

: A ktoré prvodisla su delitelmi ¢isel 15 a 257

: Clislo 15 je delitelné prvocislami 3 a 5. A ¢&islo 25 je delitelné len prvocislom 5.

: Dobre. Rozklad tychto ¢isel na stéin prvocisel bude vyzerat takto:

15=3-5 a 25=5"

: A ako mi to pomoze k ziskaniu najmensieho spolocného ndsobka?

: Rozlozim si aj ¢islo 75 na stcin prvocisel:
=35

Vidis$ nejaka suvislost medzi jeho rozkladom a rozkladmi ¢isel 15 a 257

: V jeho rozklade sa nachddzaju prvocisla 3 a b z rozkladu c¢isla 15 a nachadzaji sa tu aj dve

pitky z rozkladu cisla 25.

: Prvociselny rozklad najmensieho spolo¢ného nasobku dvoch ¢isel obsahuje cely prvociselny
rozklad jedného z tychto ¢isel a z druhého ¢isla st este pridané tie prvocisla, ktoré v prvom
rozklade nie st.

: Aha. V nasom pripade je tu cely rozklad c¢isla 15, teda 3-5 a z rozkladu c¢isla 25 je pridand

este jedna pitka, lebo druhd pitka sa v rozklade ¢isla 15 nenachddza.

: Spravne. Pomocou rozkladu na sG¢in prvocisel mozes ziskat najmensi spolo¢ny nasobok
nielen dvoch ¢isel, ale aj viacerych. Postupuje sa rovnako.

. CliZe jeden rozklad by som vzal cely a zo vsetkyjch dalsich rozkladov by som priddval vietky

tie prvocisla, ktoré este nemam.

: Ano. Najmensi spolo¢ny nasobok mé obsahovat najvyssiu mocninu kazdého prvodisla,
ktora sa vyskytuje v niektorom z rozkladov.

: Aha, v nasom priklade:

15=3"-5"  a 25=57
takze 75 =3'.5%

N«

: Prejdeme teraz k pojmu — delitel. Vypis mi vSetky delitele ¢isel 120 a 150. MnozZiny ich
delitelov si ozna¢ dis0 a dis0.

: Vypisem teda vsetky cisla, ktoré bezo zvysku delia cislo 120 a potom 150:

diso = {1,2,3,4,5,6,8,10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120} ,

diso = {1,2,3,5,6, 10, 15, 25, 30, 50, 75, 150} .

Diifam, Ze som na nic nezabudol.
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U: Aby si mal istotu, ze mas vSetky delitele, mozes si ich zapisovat do takejto tabulky:

150
1150
75
50
30
25

10| 15

S O W DN

Vsimni si aké ¢isla st v jednotlivych riadkoch.

N«

: Aha. V kaZdom riadku mdm zapisané€ co s ¢im mi po vyndsobeni dd 150 a je to aj pekne
usporiadané.

c

: Vedel by si teraz najst medzi delitelmi ¢isel 120 a 150 rovnaké ¢isla?

. Ano, je ich dost, napriklad: 1, 2, 10,. ..

: KaZdé také prirodzené cislo, ktoré je delitelom prirodzeného ¢isla x aj priro-
dzeného ¢isla y, nazgvame spoloénym delietlom ¢isel v a y. Ozna¢ si mnoZinu
spolo¢nych delitelov dis0 150 a vypis vSetky jej prvky.

C N

Z: Dobre:

d1207150 - {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} .
U: Budeme teraz urcovat najmensi z tychto spolo¢nych delitelov?
U: Nie. Najmensi by mal byt jasny.

N«

: Vlastne dno. Najmensim spolocngm delitelom kazdyjch dvoch éisel je ¢islo 1.

c

: Nas bude zaujimat najvicsi spolocény delitel. Je to najvicsie ¢islo zo vSetkych spoloc-
nych delitelov. Mézeme ho oznacit N.S D 150 alebo N.SD(120,150).

Z: Tym je cislo 30.

NSD(120,150) = 30.

U: Vies, Ze na urcovanie najvicsieho spolo¢ného delitela mozeme tiez vyuzit rozklad ¢éisel na
sucin prvocisel?

c

: Zabijeme jednou ranou dve muchy?

el

Tak akosi. Skius rozlozit ¢isla 120, 150 a aj ¢islo 30 na sucin prvocisel.
120=4-30=2-2-5-6=2-2-5-2.3,

150=3-50=3-5-10=3-5-2-5.

U: Je dobré, ak si tie prvocisla v sucine usporiadas podla velkosti. Bude to prehladnejsie.

NN

N(

Aha, takzZe este raz:
120=2-2-2-3-5,
150 =2 -3-5-5.
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U: A teraz sa pozrime, aké spolo¢né prvociselné delitele maju nase dve ¢isla.

Z: Spoloénymi prvociselnymi delitelmi pre 120 a 150 si ¢isla 2, 3 a 5.

U: A ich st¢in bude v tomto pripade najvicsi spoloény delitel oboch Cisel.

2-3-5=230.

Z: Mézem rozklad na sicin prvocisel vyuZit aj pre urcenie najvicsieho spolocného delitela
viacerych cisel?

U: Ano, mozes. Najvicsi spolocny delitel viacerych ¢isel je sticin vietkych takych prvocisel,
ktoré sa nachadzaju v kazdom rozklade. Z kazdého takéhoto prvocisla vezmes najvyssiu
spolo¢ni mocninu, ktord sa tam vyskytuje.

Z: Chcelo by to vysvetlit blizsie.

U: Tak ti odportacam pozriet si rieSené priklady. V nich budeme urcovat spolo¢ny nasobok
a spolo¢ny delitel viacerych konkrétnych ¢isel. VSeobecny postup pre dve ¢isla si zhrnieme
o chvilu.

U: Zopakujeme si eSte raz ako sa vytvara najmensi spoloény nasobok a najvicsi spolo¢ny
delitel ¢isel x a y.

Z: Ako to urobime, ked nevieme aké si to cisla?

U: Nech ¢isla z a y maji napriklad takyto rozklad na sicin prvocisel:

T =pi-ps D3 Day
y =D} -p2-ps-pi-ps,
kde p1, p2, p3, ps a ps s navzajom rozne prvocisla.

Z: A ja mdm teraz ndjst ich najmenst spolocny ndsobok a najvicsi spolocny delitel?

U: Sks to.

Z: Tak najprv ndsobok. Vezmem si cely rozklad ¢isla . K nemu priddm z rozkladu ¢isla y jedno
prvocislo pq, lebo zatial ho mdm umocnené len na druhi, ale ¢islo y obsahuje jeho tretiu
mocninu. Prvocislo py nepotrebujem a ani prvocislo ps. Zato vsak potrebujem pridat este
p3, lebo v rozklade ¢isla x mdm len jedno prvocislo ps, ale v rozklade ¢isla y sa medzi sebou
ndsobia aZ tri také prvocisla. No a na zdver musim pridat prvocislo ps, lebo to v rozklade
¢isla x nie je vobec.

U: Vyborne. Ako teda bude vyzerat najmensi spoloény nasobok?

Z: Najmensi spolocny ndsobok cisel x a y je:

nsn(w,y) = pi-pyop3pa 1Pt Ds =} D5 D5 DL Dse
N ~~ d —
cely rozklad cisla x prvocisla doplnené z rozkladu ¢isla y
U: Dobre. Teraz najdi ich najvicsi spoloény delitel.
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N«

: To je lahsie ako ndsobok. Prvocislo py bude v deliteli umocnené na druhi, lebo jeho druhd
mocnina sa nachddza aj v rozklade ¢isla x aj v rozklade c¢isla y. Prvocisla ps, p3 a ps budid
v deliteli umocnené na prvi, lebo to je ich najvyssia spoloénd mocnina. A prvocislo ps
v deliteli nebude, lebo nie je v rozklade ¢isla x. Najvicsi spolocny delitel ¢isel x a vy je:

NSD (z,y) :p? “P2°P3- Pa-

U: Pre najmensi spolo¢ny nasobok si pouzil ¢ervent farbu a pre najvicsieho delitela modri
farbu. Zapisem teraz este raz prvociselny rozklad ¢isel x a y, ale s pouzitim farieb, ktoré si
zvolil. Prvocisla, ktoré si obsiahnuté v ndsobku budu ¢ervené a prvocisla, ktoré su v deliteli
budd modré:

r = p1-pr + P2-P2-P2 - P3-P3 P4,

y = p1r-pPr-pr - P2 P33+ Pa-Psa-Psa - Ps.

. Pekné, ale ¢o s tym?

c N

: Vynésob ¢isla x a y.

N«

: Sucin tychto cisel je:
T -y=p1-p1-Do-Do-Do-D3-D3-Da) (D1 DP1-D1-D2-DsDa-Da-Da-Ds)-

Mam.

U: Dobre. Sacin vSetkych cervenych prvocisel je predsa najmensim spolo¢nym nasobkom
a sucin vsetkych modrych prvocisel je najvicsim spoloénym delitelom.

Z: TakZe dostanem:

x-y=mnsn(z,y)  NSD (z,y).

U: A k tomu som chcel dojst. Sucin najmensieho spoloéného nasobku a najvicsieho
spolocéného delitela dvoch prirodzenich é&isel sa rovna sucinu tychto cisel.

Z: To by som mohol vyuZit v skuske sprdvnosti nejakého prikladu, ¢ mdm dobre vypocitany
najmensi nasobok a najvicsi delitel.

U: Len ti pripomeniem, Ze tento vzorec plati len pre dve ¢isla © a y, pre viac ¢isel nemusi
platit.

120 7
U: Ako by si upravil zlomky 150 a 3 na zakladny tvar?

. 7 120
Z: Zlomok — uZ v zdkladnom tvare je. A v zlomku 150 musim najprv vydelit citatela aj

menovatela rovnakym c¢islom.
U: Ktorym?

12 4
Z: Najprv desiatkou. Dostal by som R a potom este trojkou. Zdakladny tvar je 5

120 12
150 15 5
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C N

C N C N

c N

: Spravne. Kratil si desiatkou a trojkou. Mohol si hned na zacdiatku kratit ¢islom 30.

: PretoZe cislo 30 je najvicsim spolocnym delitelom c¢isla 120 z citatela a c¢isla 150 z meno-

vatela, viak?

: Ano. A vies ¢o majua spolocné slova strodenci, sthvezdie, stiostrovie, stizvuk, stdrznost,

sulad, ...7

: Iba ak to slovicko st na zaciatku kazZdého slova.
: To som aj chcel poc¢ut. Predpona st v tychto slovach vyjadruje, Ze objekty maji nieco

spolo¢né: strodenci maju spolo¢nych rodicov, sthvezdie st hviezdy, ktoré tvoria nejaky
obrazec,. ..

. Stzvuk nastdva, ked spolu ladi viacero zvukov.

: Vyborne. TakZe by si mi mohol vysvetlit aj pojem stdelitelné cisla.

: Mohli by to byt ¢isla, ktoré maji spolocni delitelnost? To mi akosi neznie.
: A Co takto: sudelitelné ¢isla su ¢isla, ktoré maji spoloénych delitelov?

: To je uZ lepsie.

: Tak si to zadefinujeme:

Prirodzené cisla x a y sa nazjvaji sudelitelné prdve vtedy, ak maji asporn
jedného spoloéného delitela vicsieho ako 1. Ak je ich spoloénym delitelom
len cislo 1, hovorime, Ze c¢isla © a y st nesiudelitelné.

: Takze c¢isla 120 a 150 su sudelitelné a ¢isla 7 a 8 su nesudelitelné. Zlomok je v zakladnom

tvare vtedy, ak jeho citatel a menovatel su nesudelitelné ¢isla.

: Sthlasim. Porozmyslaj teraz nad najvac¢sim spoloénym delitelom a najmensim spolo¢nym

nasobkom dvoch nestdelitelnych ¢&isel.

: Podla definicie maju nesidelitelné cisla jediného spolocného delitela a tym je cislo 1. To

bude aj najvicsim spolocnym delitelom.

: Dobre. A ¢o nasobok?

. Ak si urobim rozklady na sicin prvocisel oboch nesiudelitelnyjch cisel, tak v tych rozkladoch

nie je ani jedno spolocné prvocislo. Budem teda musiet vyndsobit cely rozklad prvého c¢isla
s celym rozkladom druhého ¢isla. Najmensim spolocnym ndsobkom nesiudelitelnich c¢isel je
teda ich sucin.

: Spravne.
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Priklad 1: Pomocou rozkladu cisel na sucin prvocisel urcte najmensi spolocny ndsobok a naj-

N«

.....

a) 72 a 96,
b) 20 a 169.

s a) Mam urcit nsn (72,96) a

NSD (72,96). Rozlozim si teda ¢isla 72 a 96 na sicin
72=8-9=2-2.2-3.3,
96=2-48=2:-6-8=2-2-3-2-2.2.

: V oboch rozkladoch si prvocisla usporiadaj podla velkosti a vyuzi aj skrateny zapis pomo-

cou mocnin.

: TakzZe este raz:

72=2°.3%
96 = 2° - 3.

: A teraz pomocou tychto rozkladov ur¢ najmensi spoloény nasobok ¢isel 72 a 96.
: Uf. UZ sa nepamdtdm ako sa to presne robi.

: Kazdé prvocislo sa musi v najmensom spolo¢nom nasobku nachédzat tolkokrat, aka je

jeho vyssia mocnina z oboch rozkladov. Cislo 2 je v prvom rozklade umocnené na tretiu
a v druhom rozklade na piatu, v nasobku bude teda na piatu. Cislo 3 je v prvom rozklade
umocnené na druht a v druhom rozklade na prvu.

: V rozklade bude teda na druhi. Dostanem:

nsn (72,96) = 2° - 3% = 32- 9 = 288.

: Robi sa to aj tak, ze vezmes jeden cely rozklad hociktorého z danych dvoch ¢isel a z druhého

rozkladu pridas do stacinu také prvocisla, ktoré v tom prvom rozklade nie st, ale v druhom
ano. Napriklad:

nsn (72,96) = 23 . 3 : 27 =724 =288.
——— N——
cely rozklad cisla 72 doplnené z rozkladu c¢isla 96

V rozklade ¢isla 72 sa medzi sebou nésobia tri dvojky. V ¢isle 96 sa ale nasobi pit dvojak,
takZe este dve musime pridat. V rozklade ¢isla 72 st dve trojky, v ¢isle 96 je len jedna,
nemusime teda pridavat ziadnu.

. Zapamdtdm si to. S delitelom nemdm problém. PouZijem spoloc¢né prvocisla z oboch roz-

kladov. Spolocné su tri dvojky a jedna trojka.

: Vyborne. V najvii¢som spolo¢nom deliteli sa bude kazdé prvocislo nachadzat ,na tolku,

aka je jeho nizsia mocnina z oboch rozkladov.

: Takze:

NSD (72,96) =2°-3' =83 = 24.

e

Najmensi spoloény nasobok &isel 72 a 96 je 288 a ich najvicési spolo¢ny delitel
je 24.
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: Pre kontrolu spravnosti vypocitaj sticin ¢isel 72 a 96 a porovnaj ho so sti¢inom najmensieho

spolo¢ného nésobka a najvicsieho spolo¢ného delitela.

: Ak som pocital spravne, tak tieto suciny budi rovnaké:

Sucin cisel je:
7296 = 6912,

sucin ndsobka a delitela je:
24 - 288 = 6912.

Priklad sme vypocitali spravne.

N«

C N C

cC N

: b) Cisla s 20 a 169. RozloZim ich na sicin prvocisel:

0=4-5=2-2.-5=22.5,
169 = 13- 13 = 132.

: Dobre. Zacni nidsobkom.

: Takze vezmem cely rozklad cisla 20 a z cisla 169 pridam to, co v rozklade dvadsiatky nie

je. Ale to bude cely rozklad c¢isla 169.

nsn (20, 169) = 22.5 - 13 =20 - 169 = 3380.
cely rozklad cisla 20 cely rozklad ¢isla 169

: A teraz som eSte zvedavy na najvicsi spolo¢ny delitel.

: Delitel bude sucinom spoloc¢nych prvocisel. Ale Ziadne spoloéné prvocisla v rozkladoch ne-

mam. V rozklade ¢isla 20 nie je prvocislo 13 a v rozklade c¢isla 169 nie je ani dvojka ani
pétka. Cisla 20 a 169 nemaji spolocné delitele, takZe nemaji ani najvacsi spolocny delitel.

: To nie je pravda. Cisla 20 a 169 spolo¢ného delitela maji.

. Ale ved Ziadne prvocislo sa nenachddza v oboch rozkladoch.

: To je pravda. Keby si si rozpisal mnoziny vsetkyjch delitelov oboch ¢isel, nielen prvo-

¢iselnych, ktorym cislom by si pravdepodobne zacal?

: Delitelom 1.
: Presne tak. Cislo 1 je jediny spolo¢ny delitel oboch ¢&sel. V prvoéiselnom rozklade sa ale

nenachadza, pretoze to nie je prvocislo.

NSD (20,169) = 1.

. Aha. Cisla 20 a 169 si , kym ¢isla 72 a 96 z prikladu a) boli

Najmensi spolo¢ny nasobok cisel 20 a 169 je ich stéin 3380 a ich najvicsi spo-
lo¢ny delitel je 1.
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Uloha : Pomocou rozkladu cisel na sucin prvocisel urcte najmenst spolocny nasobok a najvicsi
spoloény delitel cisel:

a) 44 a 125,
b) 56 a 264,
c) 88 a 132,

d) 276 a 282.

Vysledok:
a) nsn (44,125) = 5500, NSD (44,125) =1,
b) nsn (56,264) = 1848, NSD (56,264) = 8,
¢) nsn (88,132) = 264, NSD (88,132) = 44,
b) nsn (276,282) = 12972, NSD (276,282) = 6.
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Priklad 2: Urcte najmensi spoloény ndsobok a najvicsi spoloény delitel trojice cisel:

N«

N«

a) 18, 42 a 63,
b) 80, 160 a 320.

:a) Mam urcit nsn (18,42,63) a

NSD (18,42,63). RozloZzim si teda vSetky tri ¢isla na sucin

: Nezabudni hned prvocisla usporiadat, aby si v nich mal lepsi prehlad. VyuZi aj mocninovy

tvar.

: Vykonam.

18=2.9=2-3.3=2.32,
12=6-7=2-3-7,
63=9-7=3-3-7=32.7.

: Rozpisal si to spravne. Ako bude$ pokracovat?

. Zacénem ndsobkom. Ak chcem ndjst najmensi spolocéni ndsobok troch ¢isel, tak si vezmem

rozklad prvého z mich. Potom z druhého a tretieho rozkladu pridam tie prvocisla, ktoré
v rozklade prvého cisla nie si.

: Nemusis si volit len rozklad prvého ¢isla v poradi. MdzZe to byt ktorékolvek ¢islo, najlepsie

to, ktoré ma ,najdlhsi“ rozklad.

: Teraz je to asi jedno. Rozklady su skoro rovnako dlhé. Vezmem predsa len ten prvy rozklad:

nsn (18,42,63) = 232 . 7 P e

Vv vV
rozklad éisla 18 pridané z rozkladu cisla 42 pridané z rozkladu c¢isla 63

Co mdm vlastne dodat z rozkladu ¢isla 637

: Cislo 63 je su¢inom dvoch trojék a jednej sedmicky. Pri vytvarani najmensieho spoloéného

nasobku uz mas aj dve trojky aj jednu sedmicku. Z rozkladu ¢isla 63 uz teda nepotrebujes
pridat nic.

. TakZe este raz:

nsn (18,42,63) =2-3>-7=18-7 = 126.

: Dobre. Teraz najvicsi spolocny delitel.

: PomoZem si tymi istymi rozkladmi na sicin prvocisel, len v nich budem hladat spolocné

prvocisla.

: Nezabudni, Ze hladas také prvocislo, ktoré sa nachadza vo vSetkych troch rozkladoch.

: Uhm. Dvojka to nebude, lebo nie je v rozklade ¢isla 63. Ani sedmicka, lebo td nedeli ¢islo

18. Trojka by to mohla byt.

: Len jedna?

: Vrozklade cisel 18 a 63 su sice dve trojky, ale v rozklade c¢isla 42 je len jedna. Stucin dvoch

s s

trojak je 9 a deviatka nedeli ¢islo 42. TakZe najvicsim spolocngm delitelom bude c¢islo 3:
NSD (18,42,63) = 3.

Najmensi spolo¢ny nasobok déisel 18, 42 a 63 je Cislo 126, ich najvicsi spolo¢ny
delitel je ¢islo 3.
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U: Dobre. Pod na priklad b).

Z b) Postupovat budem rovnako. Cisla 80, 160 a 320 si rozloZim si na sicin prvocisel.

U: A nevidis ni¢? Pozri sa na tie ¢isla lepSie.

Z: Cislo 160 je dvojndsobkom ¢isla 80 a ¢islo 320 je dvojndsobkom ¢isla 160.

U: Cize stvorndsobkom &isla 80. D4 sa to vyuzit?

Z: Myslim, Ze kedze ¢islo 320 je ndsobkom ¢isla 160 aj ¢isla 80 a aj samého seba, tak by mohlo
byt ich najmensim spolocnym ndsobkom.

U: Spravne. A ¢o najvicsi spoloény delitel?

Z: Kedse vietky cisla st delitelné c¢islom 80, tak prdve to bude ich najvicsim spoloénym deli-

telom.
Najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel 80, 160 a 320 je ¢islo 320, ich najvicsi spolo¢ny
delitel je ¢islo 80.

Uloha : Uréte najmenst spoloéng ndsobok a najvicsi spolocny delitel trojice cisel:
a) 86, 129, 215,
b) 178, 356, 534,
c) 10, 20, 30,
d) 100, 101, 102.

Vysledok:
a) nsn (86,129,215) = 1290, NSD (86,129,215) = 43,
b) nsn (178,356,534) = 1068, NSD (178,356,534) = 178,
c) nsn (10,20,30) = 60, NSD (10,20,30) = 10,
b) nsn (100, 101,102) = 1030200, NSD (100,101,102) = 1.
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Priklad 3: Urcte, ¢i su c¢isla siudelitelné alebo mesudelitelné. Ak si siudelitelné, urcte ich

najuicsi spolocny delitel.
a) 78 a 325,
b) 132, 286 a 385.

: Aké ¢isla nazyvame a aké ?

.....

A ak je spolo¢nym delitelom ¢isel len ¢islo 1, tak st nestdelitelné.

: Dobre. Takze otézka, ¢i st ¢isla sudelitelné alebo nestdelitelné, sa zmeni na otazku, ¢i

.....

: Mozem to zistit pomocou rozkladu oboch ¢isel na sicin prvocisel.

a) Rozlozim pekne postupne najprv ¢isla 78 a 325:
78=2-39=2-3-13,
325=5-65=5-5-13.

: Spravne. A ¢o si zistil?

: Cisla 78 a 325 st stidelitelné, pretoze ich spoloény delitel je &islo 13. Cislo 13 je

aj ich najvicésim spoloénym delitelom.

c

N N

:b) Teraz si rozlozim na sucin prvocisel ¢isla 132, 286 a 385. Bude to fuska, st to uz vicsie

¢isla.

: Ak poznas Cisel a ak poznas a mala nasobilku, tak by

to nemal byt problém.

: Ved prave. Cisla 132 a 286 st pdrne, takZe si delitelné dvojkou a ¢islo 385 konci na cislicu

5, takZe je delitelné pitkou. VyuZijem to a potom sa uvidi:
132=2-66=2-6-11=2-2-3-11,

286 = 2 - 143,

38 =5-77T=5-7-11.

Zdd sa, Ze c¢isla 132, 286 a 385 su nesudelitelné, lebo nemaji spolocného delitela vicsieho
ako 1.

: V8etky ¢isla v jednotlivych rozkladoch st prvocisla?

: No, mdm trosku problém s ¢islom 143. Nie je pdrne, nie je delitelné trojkou ani deviatkou,

nie je delitelné ani pitkou. TakZe asi bude prvocislom.

: Preveril si teda zdkladné kritérid delitelnosti. Musis este skusif delitelnost ¢islami, ktoré

nemaju pekné kritérid delitelnosti.

: Myslite 7, 11, 13,. ..

. Ano. Prever ich.

. Sedmicku moZem vylucit, lebo kedZe je sedmickou delitelné cislo 140, tak 143 urcite nie je.

Skusim cislo delit jedendstkou. Hops. 143 : 11 = 13. TakZe doplnim rozklad ¢isla 286:
286 =2-143=2-11-13.
Najvicésim spoloénym delitelom danej trojice &isel je teda &islo 11.
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Uloha : Uréte, & si
a) 165, 728,
b) 111, 360,
Vysledok:
a) nesudelitelné,
b) sudelitelné,

¢isla sudelitelné alebo nestudelitelné:
c) 231, 459,
d) 132, 65.

c) sudelitelné,
d) nesudelitelné.
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Priklad 4: Urcte najuicsi spolocny delitel a najmenst spolocny ndsobok mnohoclenov:
2?2 —1 a 23—+ —1.
U: Rovnakym sposobom ako sa urcuje spolo¢ny delitel pre ¢isla sa méze urcovat aj pre mno-
hocleny.
Z: A to mam tie mnohodéleny rozloZit na sucin prvocisel?

U: Na st¢in prvocisel nie. Ale rozlozif tieto mnohoc¢leny na sté¢in mnohoélenov nizsieho stupna
by si mohol vediet.

Z: Ten prvy mnohoclen je jasny. VyuZijem vzorec A*> — B*> = (A + B) - (A — B).

2 —1=(x+1)-(z—1).
U: Dobre. Druhy mnohoélen mozes na suc¢in rozlozit vyberanim pred zatvorku.

Z: Aha. Z prvgjch dvoch clenov méZem pred zdtvorku vybrat 2. Dostanem:

P tr—1=2*-2-D+zr—-1=--.

U: A teraz vyberieme pred zatvorku vyraz = — 1. Takto:

2o (r—1)+1-(r—1)=(x—1)- (2> +1).

Z: V rozkladoch oboch mnohoclenov sa nachddza vjraz (x — 1), je to ich najvicsi spolocny
delitel.

U: Dobre. Nasobok ziskas tak, ze si napiSes rozklad na stcin jedného z tychto dvoch mnoho-

¢lenov a z druhého rozkladu pridas to, ¢o v prvom nie je.

Z: Uf. Vezmem si rozklad mnohoclena x* — 2* + x — 1, teda (x — 1) - (22 + 1). Z rozkladu
mnohodélena x*> — 1 mi tu chyba zdtvorka (x + 1). TakZe ju priddm k sucinu. Dostanem
(x—1)- (22 +1)- (z+1).

Najvicsim spolo¢nym delitelom oboch mnohoclenov je vyraz x —1, ich najmen-
$im spoloénym nasobkom je vyraz (r — 1) - (z + 1) (z* +1).

U: Vzhladom k tomu, Ze hodnota vyrazu zéavisi od hodnoty premennej, tak musi platit, ze
vyraz, ktory je spoloénym delitelom je nenulovy.

Z: Aha. Teda x — 1 md byt nenulovym vyrazom. To je vtedy, ak x # 1. A ¢o ak sa x =17

U: Ak by si dosadil = 1 do oboch vyrazov, zistil by si, Ze maji nulovt hodnotu. Najvacsi

spolo¢ny delitel sa vtedy neda urcit.

Z: Lebo akékolvek velké prirodzené c¢islo by mohlo byt ich spoloénym delitelom.
Uloha : Urcte najuicsi spolocny delitel a najmensi spolocny ndsobok mnohoclenov:
222 — 4x, 22 —9 a 23 4 322 — 4o — 12.

Vysledok: Najuicsi spolocny delitel je 1,
najmensi spolocny ndsobok je 2x - (x —3) - (x +3) - (x — 2) - (z + 2).
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Priklad 5: Urcte dve cisla, ktorych najvicsi spolocny delitel je 6 a najmensi spoloény ndsobok

c

NS N

je 72.

: Doteraz som sa stretol len s prikladmi, v ktorijch boli dané dve ¢isla a mali sme urcit ich

najvicsi spoloény delitel a najmensi spolocny ndsobok. A teraz je to naopak.

: Najmensi spolo¢ny nasobok aj najviicsi spolo¢ny delitel dvoch ¢isel ziskas pomocou roz-

kladu oboch ¢isel na staéin prvocisel. Vyuzi to.

. Ako mdm vyuzit rozklad cisel, ktoré nepozndm?

: Vyuzi to, ze delitel aj nasobok sme dostali ako suéin prvocisel, ktoré sa nachadzaji v pr-

vociselnych rozkladoch ¢isel, ktoré mas urcit.

: Aha. Nech ¢isla, ktoré hladam su x a y. KedZe delitel 6 sa dd rozloZit na sucin dvojky

a trojky, tak prvocisla 2 a 3 sa musia nachddzat v rozkladoch oboch c¢isel x aj y.

: Spravne. Z rozkladu ¢isla 72 ziskas tiez nejaké prvocisla.
. Cislo T2 je sicin osmicky a deviatky, teda troch dvojdk a dvoch trojdk. Zhrniem, co zatial
mame:
najuicsi spolocny delitel 6=2-3
najmensi spolocny ndsobok 72=8-9=2-2-2-3-3
Teda:
r=2-3-...
y=2-3-...

Okrem jednej dvosky a jednej trogky, ktoré sa nachddzaji v deliteli 6, teda aj v oboch cislach
x ay, mi ndasobok 72 dodal este dve dvojky a jednu trojku. Nastrkam tieto c¢isla do rozkladov
cisel v avy.

- Co d&s kam?

Premyslim si to. Tie dve dvojky musim umiestnit spolu.

: A preco nie jednu k ¢islu = a jednu k ¢islu y?

Keby som ich dal po jednej ku kaZdému z ¢isel x a vy, tak by to znamenalo, Ze ich delitel
by bol 2-3 -2 a to nie je pravda. TakZe tie dve dvojky musim dat spolu napriklad k cislu
x. Trojku mozem dat k x alebo k y.

: Zd4 sa, Ze bude$ mat dve rieSenia.

: Ano. Prvé rieSenie dostanem tak, Ze dve dvojky ddm do rozkladu &isla x a trojku do

rozkladu cisla y:
r=2-3-2-2=24,
y=2-3-3=18.

Hladané ¢isla st 24 a 18.

: Dobre. Ako bude vyzerat druhé riesenie?

: Druhé riesenie dostanem tak, Ze aj dve dvojky aj jednu trojku ddam spolu do rozkladu

napriklad cisla x:

r=2-3.2.2.3="72,

y=2-3=6.

Druhou moZnou dvojicou hladanych é&isel je 72 a 6.
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Uloha 1: Urcte dve éisla, ktorych najuicsi spolocny delitel je 8 a najmensi spolocny ndsobok
je 120.

Vysledok: 24 a 40 alebo 8 a 120.

Uloha 2: Urcte dve cisla, ktorjch najuicsi spolocny delitel je 2 a najmensi spolocny ndsobok
je 180.

Vysledok: 18 a 20 alebo 90 a 4 alebo 36 a 10 alebo 180 a 2.
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Priklad 6: Obdlznikovy pozemok s rozmermi 1820 c¢cm a 1330 cm treba pokryt ¢o najmensim

N« C N

c

poctom rovnakijch Stvorcovych dlazdic. Aké rozmery maji mat dlaZdice a kolko ich bude?

: Aby dlaZdiciek bolo ¢o najmenej, tak musia byt ¢o najvicsie.
: To je rozumna tivaha. Pokracuj.

. Stvorcové dlazdicky musia maf taku velki stranu, aby sa dali bezo zvysku poukladat na

dlZku aj Sirku pozemku.

: Ja to poviem takto: velkost strany dlazdicky musi bezo zvysku delit dizku aj §irku strany

pozemku.

. Tak je to jasné: strana dlaZdicky bude delitelom dizky aj Sirky pozemku. A ak md byt

dlazdicka ¢o najvicsia, tak to bude najvicsi spoloény delitel rozmerov pozemku.

: Spravne. M&s teda urcif najvicsi spolo¢ny delitel ¢isel 1820 a 1330. Pust sa do toho.

: RozloZim si obe cisla na sucin prvocisel:

1820=10-182=2-5-2-91=2-5-2-7-13,
1330 =10-133=2-5-7-19.

: Cisla si rozlozil spravne. Ako z vytvorenych rozkladov ziskas najvicsi spolocny delitel?

. Ndajdem v oboch rozkladoch spolocné prvocisla a vynasobim ich: v oboch rozkladoch sa

nachddzaji prvocisla 2, 5 a este 7. Najvicsi spolocny delitel bude
NSD (1820,1330) =2-5-7=70.

Toto cislo je vlastne rozmer Stvorcovej dlaZdicky v centimetroch.

: Dobre. Kolko takychto dlazdi¢iek potrebujeme?

: Pozemok ma plochu

1820cm - 1330cm = 2 420 600cm?.

Dlazdicka md obsah
70em - 7T0em = 4 900em?.

: Ako sa teda vypocita pocet dlazdiciek, ktoré pokryju pozemok?

Vydelim rozlohu pozemku plochou dlaZdicky:
2420600 : 4900 = 494.

Na vydlazdic¢kovanie pozemku potrebujeme 494 Stvorcovych dlazdiciek so stra-
nou dlhou 70 cm.

Uloha : Obdiznik so stranami 56 cm a 98 cm sa md rozdelit prieckami rovnobeznymi so stra-

nami na najvicsie mozné rovnaké stvorce. Kolko stvorcov vznikne a aké budi ich rozmery?

Vysledok: Vznikne 28 stvorcov, strana stvorca je 14 cm.
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Priklad 7: Z tej istej konecnej zastdvky vychddzaji rano o 5 : 10 autobusy styroch liniek. Pruvy

C N

bude opit na konecnej zastavke o 1 hodinu, druhy o 40 minit, treti o 2 hodiny a Stvrty o 1
hodinu a 20 minit. O ktorej hodine najskor sa na konecnej znova vsetky stretni? Kolkokrdt
sa na konecnej stretni v case od 5 : 00 do 22 : 007

: Skus si rozpisat, v akom c¢ase budi autobusy jednotlivych liniek odchadzat z konecnej

zastavky:.

. Autobus 1. linky bude z konecnej vychddzat kazdu hodinu, teda 5 : 10, 6 : 10, 7 : 10,. ..

Autobus 2. linky tam bude kaZdych 40 mindit, v ¢ase 5 : 10, 5 : 50, 6 : 30, 7 : 10, 7 : 50,. ..
Autobus 3. linky tam bude kazdé 2 hodiny, takZe na hodinkdch bude 5 : 10, 7 : 10, 9 : 10,. ..
No a autobus 4. linky tam bude vZdy o hodinu a 20 minut, teda 5 : 10, 6 : 30, 7 : 50,. ..

: Dobre. Ak by si takto pokracoval v rozpisovani ¢asov, skor ¢i neskor by si prisiel k ¢asu,

ktory sa vyskytne pri vSetkych Styroch autobusoch. Mohlo by to ale byt ¢asovo naroc¢né.
Podme na to inak.

: Ale ako?

: Uprav si najprv doby jazd jednotlivych autobusov tak, aby si ich mal v rovnakych ¢asovych

jednotkach.

: Najvghodnejsie budi asi mintty:

Autobus 1. linky bude z konecnej vychddzat kazdych 60 minit,
Autobus 2. linky tam bude kaZdych 40 minat,

Autobus 3. linky tam bude kaZdych 120 mindit

a a autobus 4. linky tam kaZdych 80 minit.

: M4S urcit, kolko mintt prejde, kym sa na konecnej nestretnt vSetky Styri autobusy.

: Viem, Ze hladdm najblizZsi spolocny cas stretnutia vsetkijch Styroch autobusov. Aha, takze

mdm urcit najmensi spoloény ndsobok cisel 60, 40, 120 a 80.

: Ano. Pouzi rozklad jednotliv§ch ¢isel na saéin prvodisel.

: Dobre:

60=6-10=2-3-2-5=2-2-3-5=2%.3.5,
40=4-10=2-2-2.5=2%.5,
120=2-60=2-2-2-3.-5=2%.3.5,
80=8-10=2-2-2-2.5=2%.5.

: A teraz sa pozrime na to, aké st najvyssie mocniny jednotlivych prvocisel.

: Prvocislo 2 md najvyssiu mocninu — sturti, vo sturtom rozklade,

prvocislo 3 md najvyssiu mocninu prvi, v prvom a tretom rozklade
a prvocislo 5 ma tieZ najvyssiu mocninu prvu, v kaZdom rozklade.

: Najmensi spolo¢ny nasobok bude teda:

nsn (60,40,120,80) = 2*-3' . 5! =16-3 -5 = 240.

Autobusy sa budi na koneénej stretdvat kazdych 240 mindt.

: Mam vypocitat o ktorej hodine to bude najskor. Tych 240 minit si 4 celé hodiny, takZe

ak prvé stretnutie bolo 5 : 10, tak dalsie bude o 4 hodiny. NajblizSie sa teda stretni
v case 9 : 10.
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U: A kolko stretnuti bude pocas celého dna az do 22 : 00?7

Z: Stretnd sa v case 5:10, 9: 10, 13: 10, 17: 10 @ 21 : 10. Teda spolu pditkrdt.
V case od 5 : 00 do 22 : 00 sa autobusy stretni na konecnej zastavke spolu
pitkrat.

Uloha 1: Tri parniky vypldvali na svoje trasy z jedného pristavu v rovnakom case. Pruy sa
vracia do pristavu kaZdy treti den, druhy parnik kaZdy stvrty den a treti parnik kaZdy siesty
den. V kolky den od spoloéného vypldvania sa vietky tri parniky opdt stretni v pristave?

Vysledok: Stretni sa najskor v 12. den od spoloc¢ného vyplavania.

Uloha 2: Elektrotechnickd firma s nepretriitou prevddzkou md 5 druhov pristrojov, ktorjch
chod sa musi pravidelne kontrolovat. Pristroj A sa kontroluje kaZdy druhy deri, pristroj B
kazdy treti der, pristroj C kaZdy sturty den, pristroj D kaZdy piaty den a pristroj E kaZdy
Siesty deni. 1. marca skontroloval kontrolor vsetky pristroje. Ktoré dalsie dni v case od 1.
marca do 30. aprila sa bude kontrolovat vietkych 5 pristrojov naraz? Kolko je takych dni,
Ze sa nemusi kontrolovat ani jeden pristroj?

Vysledok: Vsetkiyjch 5 pristrojov sa bude opit kontrolovat 30. aprila. Dni bez kontroly je 16.
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Priklad 8: Ak wvytvorime dvoj, troj, $tvor, pit alebo Sestclenné skupiny Ziakov, ostane vidy

N<

N C N C

c

N C N

jeden Ziak nezaradeny. Kolko je Ziakov, ak ich pocet je trojciferné c¢islo mensie ako 2007

: Ako by sa zmenila tloha, keby ten jeden nezaraditelny Ziak neprisiel do Skoly?

. Ak by chybal, tak zvysny pocet Ziakov by som wvedel rozdelit do skupin po dvoch, troch,

styroch, piatich alebo aj siestich Ziakoch a mikto by nezvysil.

: Aby si ich vedel rozdelit do dvojic, musi byt ich pocet parny. Aby si vedel vytvorit trojice,

musi byt ich pocet delitelny ¢islom 3. ..

Aha. Hladdm cislo, ktoré je delitelné dvojkou aj trojkou aj Stvorkou aj pitkou aj Sestkou.
Teda ich spolocny ndasobok. Ndajdem najmensi spolocny nasobok cisel 2, 3, 4,5 a 6. Mam
pouZit rozklad na sicin prvocisel?

: Nemusis, nie st to velké ¢isla.

: Tak ako mdm postupovat?

: Najmensi spolo¢ny nasobok pre ¢isla 5 a 6 je 30. Stihlasis?

: Ano. St to cisla , takZe ich nagmensim spolocnym nasobkom je ich sicin.

: Cislo 30 je zaroven nasobkom é&isla 2 aj ¢isla 3. Ostalo ndm urcit najmensi spoloény nasobok

pre cisla 30 a 4.

: To bude cislo 60. Je to najmensi spolocny ndsobok cisel 2, 3, 4, 5 a 6.
: HTadame ale trojciferné ¢islo mensie ako 200.

: Takze by mohlo ist o dvojndsobok a trojndasobok cisla 60. Teda ¢isla 120 a 180.

U: Vyborne. Stale rieSime situaciu, ked ten jeden Ziak nie je v Skole. Kolko je ale ziakov, ak

y4

pride do skoly?
O jedného viac. Ziakov mdze byt 121 alebo 181.

Uloha 1: Urcte najmensi mozny pocet Ziakov, ak pri ich nastiupeni do dvojstupov, trojstupov,

Stvorstupov, pitstupov alebo Seststupov, bude do uplného tvaru vidy jeden Ziak chybat.

Vysledok: Najmensi spolocny nasobok cisel 2, 3, 4, 5 a 6 je 60. KedZe pri nastupovani do

roznych tvarov vZdy jeden chyba, tak ich je 60 — 1 = 59.

Uloha 2: Najdite vsetky prirodzené cisla mensie ako 400, ktoré pri delent cislami 2, 3, 5 alebo

7, ddvaji zvysok 2.

Vysledok: Najmensi spolocny ndsobok c¢isel 3,5 a 7 je 105. Hladané c¢islo ale nie je delitelné

ani jednym z ¢isel 3, 5 a 7, ale ddva pri delent zvysok 2. Ulohe vyhovuji ¢isla 105+2 = 107,
2-10564+2=212 a 3-105+ 2 = 317.




