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Druhy dékazov
Mgr. Jana Kralikova

c

: Co vies o logickej vystavbe matematiky?

No, logika k matike patri, ale td vystavba - to myslite akoZe tehlu k tehle?

cC N

: Ano, len tie tehly sa nazjvaju axidémy, definicie, vety, dokazy.

Aha. Nieco si spominam.

C N

: Zacneme axiémami:
Axiomy (postulaty) si také tvrdenia, ktoré povaZujeme za pravdivé bez do-
kazu. Preto sa im hovori aj zakladné vety.

N(

Tak to je skvelé. Vyslovime vetu a nemusime ju pracne dokazovat.

U: Pojmy a vztahy, ktoré axiémy obsahuji, sa nazyvaju zdkladné (primitivne) pojmy
matematickej tedrie. Tieto pojmy sa nedefinuji, ale pokladaju sa za zavedené, teda tiplne
charakterizované, ststavou axiom.

Z: Uvedieme si nejaky priklad?

U: S axiémami si sa mohol stretnit v rovinnej a priestorovej geometrii alebo aj v tedrii ¢isel.
Napriklad:
e Ak mame dané dva body, tak existuje jedinad priamka, ktora nimi prechadza.
e Vsetky pravé uhly su si rovné.

e Pre kazdé realne ¢islo a plati: a = a.

e Pre kazdé dve redlne ¢isla a, b plati prave jeden z nasledujtcich vztahov: a = b, a < b,
a > b.

Z: TakZe azxiomy su mieco ako zdaklady stavby. PouZivaji pojmy, ktoré su ndm akoZe jasné
hned.
U: Ano. V euklidovskej geometrii s to napriklad pojmy bod, priamka, rovina. . .

Z: Okrem takychto zdkladnich pojmov je ale v matematike aj vela dalsich pojmov.

U: Spravne. Ich zavedenie a vysvetlenie maji na starosti definicie:
Definicia je zavedenie nového matematického poymu, jeho nazvu alebo ozna-
cenia pomocou zakladnych alebo skor definovanych pojmov.

N(

Chcelo by to znova ukadzku.
U: Dobre:

e Kruznica je mnozina vsetkych bodov roviny, ktoré maju od daného pevného bodu kon-
Stantna vzdialenost.

e Kazda rovnica, ktora sa da vyjadrit v tvare ax +0b = 0, kde a, b st lubovolné dané redlne
¢isla, pricom a # 0, sa nazyva linedrna rovnica s nezndmou x.
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: Aha. Definicia kruznice sa opiera o zakladné pojmy bod a rovina. Definicia linedrnej rovnice
vyuziva uz skor zadefinovany pojem rovnice.

: M&s pravdu. Pri definovani nového pojmu sa pouzivaju slovné spojenia: je nazvany, na-
zyva sa, hovort sa mu, ... Podla tychto slov poznas, Ze ide o definiciu. V matematickyjch
vetach sa tieto slovesa nevyskytuja.

N«

C N

. TakZe nasleduju matematické vety.

: Presne tak:
Matematickd veta (teoréma) je také tvrdenie, ktorého platnost sa da dokdzat
pomocou axiom, definicit a uzZ skor dokazanych viet. Uvediem ti zopar prikladov
matematickych viet:

e /2 je iracionélne d&slo.
e Ak je druha mocnina prirodzeného ¢isla n neparne ¢islo, potom aj n je neparne ¢islo.
e Prirodzené ¢islo je delitelné piatimi prdve wvtedy, ak je zakonéené na Cislicu 0 alebo 5.

e Pre kazZdé prirodzené cislo nplati: 1-11+2-2!14+3-31+---+n-nl=(n+1) -1
. SU dost rozmanité.

: Ano. Vsimni si, Ze mozu byt v tvare jednoduchého (elementarneho) vyroku alebo zlozeného
, . 1 7 . . . AV . ) 9 v 9 v
vyroku — implikécie a ekvivalencie. Alebo mozu vyjadrovat vlastnost nekonecne vela ¢isel. . .

: O jednoduchych aj nieco viem.

: To je dobré, zide sa ti to. Matematické vety sa totiz najcastejsie vyskytujua v tvare
alebo

: Implikdcia A = B znamend, Ze z viyroku A vyplyva vyrok B.

: Spravne. Vyrok A sa nazyva predpoklad vety alebo tiez postacujica podmienka pre
platnost vyroku B. No a vyrok B sa nazyva zdver, tvrdenie alebo tiez nutnda pod-
mienka pre platnost vyroku A.

: Ekvivalencia je obojstrannd implikdcia. Aj sa znaci obojstrannou Sipkou A < B.

: Ano. V tomto pripade je vjrok A nutnou aj postadujicou podmienkou pre platnost vjroku
B. A naopak.

: Teda aj vyrok B je nutnou a postacujucou podmienkou platnosti vyroku A.

: Zhrniem to eSte raz v rdmcekoch:

A= DB
A ...postacujica podmienka pre platnost B
B ...nutnd podmienka pre platnost A

A& B
A ...nutnd a postacujica podmienka pre platnost B
B ...nutné a postac¢ujica podmienka pre platnost A
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N«

C N C

: No a s matematickymi vetami stuvisia aj dokazy ich pravdivosti:

Dokaz matematickej vety je logické odvodenie jej platnosti pomocou axiom,
definicit alebo uZ skor dokazanych viet.

: Ukdzali ste mi viac druhov matematickych viet. Znamend to, Ze je aj viacero druhov doka-

z0v?

. Ano. Velakrat tvar vety napoveda aky dokaz je pre tiu vhodny.

: Aké teda pozname dokazy?
: Su to:

dokazy jednoduchych vyrokov (tvrdent): dokaz priamy a dokaz sporom,

dokazy implikacii: dokaz priamy, dokaz nepriamy a dékaz sporom,

dokazy ekvivalencit,
e dokazy rovnosti mnozin

® dokaz matematickou indukciou.

: No teda. Je toho dost.

: Vysvetlime si mechanizmus kazdého typu dokazu.

N«

: Ako prvy si uvedieme dokaz vyroku - priamy:

Pri priamom dokazovani platnosti vyroku V si zostavime konec¢ny retazec implikacii
Vi=WVe=W=Vi=s =V

kde jednotlivé vyroky Vi, Vs, V3... st axiomy alebo uz dokézané tvrdenia. Poslednym
¢lenom retazca je vyrok V', ktory sme mali dokézat.

: KedZe axidmy aj skor dokdzané turdenia st pravdivé, tak aj jednotlivé implikacie Vi = Vs,

Vo = V3, V3 = Vj,... st pravdivé a teda aj posledny vyrok V. musi byt pravdivy.

: Spravne. V ramceku si pozri schému tsudku:

A plati
A= B plati
B plati

Vyrok A v réamceku predstavuje prvy vyrok koneéného retazca implikécii. Implikdcia
A = B predstavuje zostaveny kone¢ny retazec. No a vyrok B predstavuje posledny vyrok
tohto refazca. V nasom pripade je to dokazovany vyrok V.

: Teraz si ukdzeme ako prebieha déokaz vyroku - sporom:

Ak chceme sporom dokazat platnost vyroku V', pomodzeme si jeho negaciou — vyrokom
V.
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Z: Viem, Ze vyrok a jeho negdcia maji opacni . Ak plati vgrok V,
tak jeho negdcia, teda vyrok V' neplati.

U: Spravne. Postupujeme tak, ze predpokladdme, ze vyrok V' plati. Z neho potom odvodzu-
jeme logické dosledky, az kym neddjdeme k tvrdeniu .S, o ktorom vieme, Ze urcite neplati.
Hovorime, Zze sme prisli k sporu.

Z: Spor to je nejaky konflikt. Nieco co neladi.

U: Ano. Tvrdenie S moZe byt v spore napriklad s axiémou alebo s uz dokdzanym tvrdenim
alebo s predpokladmi vety. V ramceku je naznacenéd schéma takéhoto usudku:

A= S plati
S neplati
A’ neplati

A plati

Z: Tok ja si to zhrniem. Implikdcia je pravdivd, jej zaver je nepravdivy. To nastane len v tom
pripade, ak predpoklad je tieZ nepravdivy. Predpoklad je ale negaciou vyroku A. Ak je tdto
negdcia nepravdivd, tak to znamend, Ze povodny vyrok je pravdivy.

U: Dalej si uvedieme dékaz implikdcie - priamy:
V implikacii A = B predpokladame, Zze vyrok A plati. Potom zostavime refazec

A= B, = By=B3=---= B.

Z: Vychddzame teda z predpokladu implikdcie a priamym retazcom sa dopracujeme k zdveru
implikdacie. KedzZe z pravdy sa dd logickym usudzovanim dojst opdt len k pravde, tak aj
tvrdenie B bude pravdive.

U: Spravne. V ramceku je schéma tsudku:

A plati
A= B plati
B plati

U: Dalsi druh dokazu je dékaz implikdcie - nepriamy:
V nom namiesto pravdivosti implikacie A = B dokaZeme pravdivost
. Vies este ako vyzera obmenena implikacia?

Z: Zamenime poradie vyrokov A a B?

U: Tak by si dostal len obratent implikdciu. Obmenend dostanes vtedy, ak nielenze zamenis
poradie vyrokov A a B, ale eSte vytvori$ aj ich negacie.

Z: Tokze:
povodnd implikdcia je: A= B,

obmenend implikdcia je: B = A
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U: Vyborne. Namiesto pévodnej implikacie A = B dokadZzeme jej obmenu B’ = A'.

: A to mozeme?
: Mézeme. Implikidcie A = B a B’ = A’ maja totiz rovnaka pravdivostni hodnotu. Ak
plati jedna z nich, plati aj druha. A naopak.

C N

Implikicia A = B je ekvivalentnd s implikiciu B’ = A'.

Z: A ako dokdzeme platnost obmeny?
U: Priamo alebo sporom. Pozri si eSte ramcek:
A= B
=
B = A

U: A ostal nam este dokaz implikacie - sporom:
V tomto dokaze vyuzijeme to, ze implikdcia A = B a jej negacia maji opacnu pravdivostna
hodnotu. Spomenies si na negaciu implikacie?

: To je jednoduché. Malo by to byt A’ = B'.

U: No nemas pravdu:

N«

ak pévodna implikacia je: A= B,

tak jej negacia je: ANDB.

N«

: Aha. A ako teraz vyuZijem tuto negdaciu implikdcie?
U: Vyjdeme z predpokladu platnosti negacie a priamym dokazovanim pomocou nasledujticeho
retazca implikacii
(ANB)Y=Vi=V,=>V=V,= - =5
ddjdeme k vyroku S, ktory vsak neplati.

Z: Aha, to je ten spor. KedZe z pravdy sa nedd logickym usudzovanim dojst k nepravde, tak
to znamend, Ze predpoklad na zaciatku je nepravdivy.

U: Ano. LenZe ten nepravdivy predpoklad zo zadiatku refazca je negacia nasej implikacie.

Z: UZ mi je to jasné. Negdcia implikdcie je nepravdivd, teda povodnd implikdcia musi byt
pravdivd.

U: Je to tak. V tom spociva dokaz sporom. Pozri si aj ramceky:

(A= B)
&
ANDB

A= B
&
(AABW
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U: Dalsi dokaz v poradi je dokaz ekvivalencie:
Uz si spomenul, Ze ekvivalencia je obostranna implikécia.

Z: Ano. VyuZijeme to nejak?
U: Samozrejme. Ddkaz vyroku v tvare ekvivalencie je totiz rozdeleny do dvoch krokov:

1. Dokézeme platnost implikacie A = B.
2. Dokéazeme platnost implikcie B = A.

Z: A na dokaz implikdcie pouzijeme niektory vyssie uvedeny dokaz.

U: Presne tak. Pozri si schému v ramdéeku:

A< B
A= B
B= A

U: A teraz nieco o dokaze rovnostit mnozin:
Vies ako je definovana rovnost mnozin?

Z: Dve mnoziny sa rovnaju, ak maju rovnaké proky. Ak sa zhoduji vo vsetkiych prvkoch.

U: Presnejsie povedané, dve mnoziny A a B sa rovnaju prave vtedy, ak kazda z nich je
podmnozinou tej druhej mnoziny:

def.
def

A=1EB AcCcB N BCA

Pozor. Nejde o matematicktl vetu v tvare ekvivalencie. Preto je tam zapisané, ze ekviva-
lencia sa chape v zmysle definicie.
Z: A ako to vyuzijem pri dokazovani rovnosti tychto mnozin?

U: Dokaz je opéf rozdeleny do dvoch krokov:
1. Dokazeme, ze A C B, teda zZe kazdy prvok mnoziny A je prvkom aj mnoziny B.
2. Dokéazeme, 7ze B C A, teda ze kazdy prvok mnoziny B je prvkom aj mnoziny A.

Z: Mne dokaz takejto rovnosti predsa len pripomina dokaz ekvivalencie.

U: Ved ekvivalencia nie je ni¢ iné ako rovnocennost. V ramceku je opif zhrnutie zakladnej
myslienky dékazu rovnosti mnozin:

U: Ako posledny uvediem S$pecialny druh dokazov, a to dokaz matematickou indukciow:




JKTc05-T | | List 7

Z: Viem, Ze matematickd indukcia sa pouZiva, ak mdme dokdzat nejaki matematicki vetu
pre vSetky prirodzene cisla alebo pre prirodzené cisla vicsie alebo rovne ako nejaké dané
prirodzen€ cislo.

U: Spravne. Metédou matematickej indukcie sa teda dokazuju vety typu:
Vn e N,n=ng:V(n),

kde V' (n) je dand prirodzenej premennej n.

: Co moze byt tou vijrokovou formou?

C N

: Moze to byt napriklad nejaky vzorec, rovnost alebo nerovnost vyrazov s premennou n . ..

N«

: Mohli by sme si zopakovat princip aj tohto dokazu?

c

: Samozrejme. Dokaz matematickou indukciou spociva v dvoch krokoch:
I.krok:
Dokézeme, Ze veta plati pre n = ny, teda overime platnost tvrdenia:
\%4 (no)

Z: Aha. Prirodzené cislo ng je najmensie také prirodzené cislo, pre ktoré veta md platit.
Dosadenim konkrétnej hodnoty ng za n sa z vyrokovej formy stane vyrok. Overit jeho
pravdivost by som mal zvldadnut.

U: /].krok:
Dokézeme, Ze pre Tubovolné prirodzené ¢islo n plati implikacia
Vin) = V(n+1).
Z: A ¢o tym dosiahneme?

U: Nemodzeme dokazovat platnost tvrdenia V' (n) tak, Ze do neho budeme postupne dosadzovat
vSetky prirodzené cisla.

Z: To je jasné, ved tych cisel je nekonecne vela.

U: Preto sa vyuzije vlastnost implikacie, ze ak predpoklad implikécie je pravdivy a z neho
logickym usudzovanim vyplynie nejaky zaver, tak aj tento zaver implikacie je pravdivy.

Z: TakzZe ak napriklad v prvom kroku dokdZem platnost vijroku pre prirodzené ¢islo n = 1, tak
v druhom kroku z implikdcie
V() = V(2

dokdzem platnost vgroku V (2). Ak plati vgrok V (2), tak pomocou implikdcie
V(e = V(3

dokdzem platnost vgroku V (3). A tak by som mohol pokracovat. LenZe opit by som mal
nekonecne vela implikdcii, ni¢ sa tym nezjednodusi.

U: Nebude$ dokazovaf platnost nekonecne vela implikacii, ale len jednej:

Vin) = V(n+1).
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Z: Mdm teda pracovat so vseobecnymi vyjadreniami?

U: Presne tak. V prvom kroku dokéze$ platnost vyroku pre jedno prvé konkrétne ¢islo a v dru-
hom kroku dokézes, Ze z platnosti vyroku pre nejaké n vyplynie platnost vyroku pre n+ 1.
To je indukcia. V slovniku cudzich slov najdes, medzi inymi vysvetleniami, aj pojem —
vzajomné posobenie. Pozri si eSte schému v rdmdéeku:

V(1) plati
V(n) plati
Vi(n)=V(n+1) plati
V(n+1) plati

N«

: Cize ak predpokladdm, Ze plati V (n) a podari sa mi dokdzat, Ze V (n) = V (n+ 1), tak
tym vlastne dokdzem platnost V (n + 1)?

U: Ano. Este by som poznamenal, Ze vyrok V (n) sa nazyva indukcény predpoklad a virok
V (n + 1) sa nazyva indukcéné tvrdenie.

Z: Aha. Z platnosti predpokladu V (n) vyplynie platnost turdenia V (n + 1).

U: Ddkaz matematickou indukciou je ako buranie muru z dominovych kociek. Ak padne
(plati) prvd kocka (vzorec pre n=1), narazi (implikuje) do druhej kocky (vzorec pre
n=2), td zrazi tretiu kocku (vzorec pre n=3), tretia kocka zrazi Stvrti kocku,
a takto to pokracuje dalej, aZ nejakd n-ta kocka zrazi n + 1 kocku teda (zo
vzorca pre [ubovolné n vyplyva platnost vzorca pre n + 1) a tak dalej ...

Z: Pdn ucitel, videl som padat miriky z domina a ked vietky popadali — tatatatatata — vytvoril
sa z nich ndadherny obrazec. Bolo to super.

U: Tak dafam, Ze si rovnako ocareny aj matematickou indukciou. Princip je rovnaky.

N«

: Vsetky tieto typy dokazov sme si wviedli len teoreticky.

U: Ano. Ale mdzes si pozrief aj riesené priklady. Pomocou nich si precviéis kazdy typ dokazu.
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Priklad 1: Pre kaZdé redlne cislo a plati

Dokdazte toto turdenie priamo.

Z: V priamom dokaze vychddzame z nejakého pravdivého vyroku a odtial sa logickymi odvo-
deniami dostaneme aZ k vyroku, ktory chceme dokdzat.
U: Spravne. M4s vytvorit retazec implikécii

Vi=Vomx VsV =2V,

kde jednotlivé vyroky Vi, Vo, V3... st axiomy alebo uz dokézané tvrdenia. Poslednym
¢lenom retazca je vyrok V', ktory sme mali dokézat.

Z: Nds vyrok V. md tvar

Problém je ale ten, Ze netusim, co je vyrok Vi. Z ¢oho mam vychddzat?

U: Pomozem ti. V praxi velakrat postupujeme naopak. Nevychadza sa z vyroku Vi, ale z vy-
roku V. Upravujeme teda ten vztah, ktory je dany. sa potom
dopracujeme k nejakému pravdivému vztahu. Potom Sipkou 1} naznacCime, Ze sa mohlo
postupovat aj naopak.

Z: Upravovat dany vztah zvlddnem. Je to nerovnica s nezndmou a. Odstranim zlomky na oboch
strandch tak, Ze budem ndsobit menovatelmi:

CL2

a*+1

<2/ (at+1)-2

20> < a* +1

U: Je nasobenie nerovnice ekvivalentnou upravou?

Z: Dvojka je kladné c¢islo a $tvrtd mocnina lubovolného ¢isla navyse zvicsend o 1 je tieZ kladnd.
Nasobil som teda kladnym cislom, co je ekvivalentnou upravou.
U: Dobre. Ako budes pokracovat?

Z: Teraz by som prehodil vsetky cleny na jednu stranu:
20> < at+1 /) — 2d?
0<a*—2a>+1

U: Zatial je to v poriadku. Teraz si treba spomentt na nejaky vzorec.

Z: Jasné. Mam tam rozpisani druhd mocninu rozdielu:
(A— B)? = A* - 2AB + B?,

pricom A = a® a B = 1. PouZijem to:
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cC N

: Je to pravda?

: Samozrejme! Druhd mocnina hocijakého redlneho ¢isla, aj ked je v tvare (a* — 1)2 je nezd-

porna. TakZe tento vyrok je pravdivy.

: Spréavne. A to je presne ten vyrok, ktory mal byt na zaciatku refazca.

. Takze pravdivy vyrok, z ktorého som mal vychddzat by bol

Vi: VaeR: ((1,2—1)220.

Na to by som nebol prisiel.

: Preto sa postupuje od konca. Cely postup si pozri ete raz v raméeku. Sipkou je naznadeny

spravny smer plynutia dokazu.

a? Sl
at+1 =2

a? 1 4
a4+1:§/ (a +1) 2

Nerovnice v jednotlivych riadkoch st si navzajom ekvivalentné, preto sa mozeme vratit aj
od posledného riadku spif k prvému. V ramdeku si eSte pozri, ako by mal dokaz spravne
vyzerat:

0§(a2—1)2 = 0Za*-2d*+1 = 2a2Za*+1 =

2a2 a?
<1 =

=N <
at+1~ at+1

174\

Postact aj ten prvy sposob s naznacenou Sipkou?

Ano.

Uloha : Pre kaZdé redlne ¢isla a,b plati

2 b2
a —2i_ = ab.

Dokazte toto turdenie priamo.
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Priklad 2: Pre kaZdé redlne cislo a plati

C N

Dokazte toto turdenie sporom.

. Ak chceme nejaké tvrdenie dokazovat sporom, potrebujeme najprv jeho negdciu. Potom sa

budeme snazit dokdzat, Ze negovany vyrok je nepravdivy a teda plati povodny vyrok.

: Pekne povedané. Podme teda na vykonanie dokazu.

: Povodny vyrok V- ma tvar:

2
<!

at+ 172

Ak ho chcem znegovat, tak vymenim vSeobecny kvantifikdtor za existencny a symbol nerov-

nosti < zamenim za >:

V:VaeR:

a? 1

V' 3 R: —>—.
GER: T

: Vyborne. Teraz dokaz, ze vyrok V' je nepravdivy.

: A ako to mdm urobit?
: M4&s z neho vyvodzovat nejaké logické désledky, az kym neprides k vyroku, ktory je sporny,

nepravdivy. V praxi to znamené upravovat vyraz alebo riesit rovnicu, ¢i nerovnicu, ktora
je vo vyroku V.

. Riegit tito nerovnicu s nezndmou a zvladnem. Najprv odstranim zlomky na oboch strandch

tak, Ze budem ndsobit menovatelmi:

2 1
a4a+1>§/'(“4+1)'2

202 > a*+1

: Je nasobenie nerovnice ekvivalentnou tpravou?

: Dvogka je kladné cislo a sturtd mocnina hocijakého cisla navyse zvicsend o 1 je tieZ kladnd.

Ndsobil som teda kladnym cislom, co je ekvivalentnou upravou.

: Dobre. Ako budes pokracovat?

: Teraz by som prehodil vsetky cleny na jednu stranu:

202 > at+1 / — 2d?
0>a*—2a>+1

: Zatial je to v poriadku. Teraz si treba spomentt na nejaky vzorec.

: Jasné. Mdam tam rozpisand druhid mocninu rozdielu:

(A— B)? = A* - 2AB + B?,

pricom A = a®> a B = 1. VyuZijem to:
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cC N

cC N

N«

a? 1
: VaeR: <—
V. Vae 1=
je pravdivy.
: V ramceku si este pozri, ako nas dokaz prebiehal:
CL2
>- = 2?>ad+1 = 0>a'-22+1 =
a*+1" 2 ,
= 0> (a*-1)" .. SPOR =
2
= ¢ < 1
at+1 7~ 2
Uloha : Pre kaZdé redlne ¢isla a,b plati
2 1 2
a®+b > ab.

0> (a2)2—2a2—|—1
0> (a2—1>2

: Je to pravda?

: Druhd mocnina cohosi je mensia ako nula. Nie, to nie je pravda!

: Prave si dosiel k sporu. Neexistuje také realne ¢islo a, pre ktoré by (a? — 1)2 malo za-

porni hodnotu. Logické dosledky — to boli tie ekvivalentné tipravy nerovnice — fa doviedli

k spornému tvrdeniu. Ale z pravdy sa loz vyvodif neda.

: Presne tak. Ale ak je vyrok V' nepravdivy, tak je pravdivy vyrok V.

Sporom sme teda dokdzali, Ze vyrok

. Znamend to teda, Ze vyrok V' nie je pravdivy. Len z nepravdy moZem odvodit nepravdu.

: Jasné. Vyrok a jeho negdcia maji opacné pravdivostné hodnoty. Ak V' neplati, tak V platt.

2

Dokazte toto turdenie sporom.
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Priklad 3:
V2 je iraciondlne éislo.

Dokazte toto tvrdenie sporom.
U: Ak chceme dokazovat pravdivost vyroku V sporom, vyjdeme z jeho negacie. Predpokla-
dame, Ze tato negacia plati a snazime sa dokézat, Ze je to v spore so znamymi tvrdeniami.

Z: Ano. Vijrok a jeho negdcia maji opacné pravdivostné hodnoty. Ak negdcia neplati, tak plati
povodny vyrok.
U: Ako teda bude vyzerat negécia nasho vyroku?

Z: Povodny vyrok V. md tvar:
V : V2 je iraciondlne cislo..
Ak ho chcem znegovat, tak namiesto spojenia je pouZijem zdpor nie je:

V' V2 nie je iraciondlne ¢islo..

U: Dobre, ale mdzeme to aj upresnif. Mnozina iracionalnych ¢isel I je podmnozinou mno-
ziny redlnych ¢isel R. Negécia mé zahfiiat vietky ostatné moznosti. Co je teda doplnkom
mnoziny iracionalnych ¢isel, ak zakladnou mnozinou je mnozina realnych cisel?

Z: Predsa mnoZina raciondlnych cisel Q, pretoZe

QUI=R.

U: Spravne. NaSa negéicia moze maf teda tvar:

V' : V/2 je racionélne &slo..

: (i iraciondlne alebo raciondlne, zdd sa mi to jedno. Ako mi to pomoze v dokaze?

c N

: Racionélne ¢isla sa predsa daju vyjadrif v tvare zlomku.

N«

: Mdte pravdu. TakZe existuju také ¢isla a a b, Ze su citatelom a menovatelom zlomku, ktory
md hodnotu \/2.
: To by uréite nestacilo. Musi$ upresnit, aké st to ¢isla.

Ne C

. Asi prirodzené. Tak sa vyhnem nulovému menovatelu.

U: Citatel by mohol byt aj celé &islo, tak by sme tam mali zahrnuté aj zaporné znamienko. Ale
nie je to nutné. Postaci, ak budu ¢isla a a b prirodzené. Predsa to vSak este trosku upresnim.
Kazdy zlomok sa d4 napisaf v zdkladnom tvare, teda tak, aby citatel aj menovatel boli

Z: Aby sa uz nedali dalej krdtit.

U: Ano. Zatial teda mame pripravené toto:

a . L
V2 = 7 kde a, b st nestdelitelné prirodzené cisla.

Umocni vzniknutt rovnost a potom odstran zlomok.
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y4

C N c

N«

N C N € N¢

C N C

N«

Najprv odstranim odmocninu a potom ndsobenim menovatelom odstrdanim zlomok:
a 2
V2=
2 /0
2
a
— /.2
2= /b
2.0 =ad?

: Dobre. Teraz sa pozrieme, ¢o sme to vlastne dostali. Ak a? = 2 - b?, tak to znamen4, ze

¢islo a? je delitelné éislom 2.

. Ano, lebo je druhym ndsobkom ¢isla b.
: Ak je teda ¢islom 2 delitelné ¢islo a2, tak je ¢islom 2 delitelné aj ¢islo a.
: To je pravda. A ako to vyuZijeme?

: Ak je ¢islo a delitelné ¢islom 2, tak existuje také prirodzené ¢islo k, ze

a=2-k.
Toto vyjadrenie si teraz dosadime do vztahu a? = 2 - b? a umocnime:

=20
(2 k) =20
4-K*=2-0*/:2
2. k? = b

: Nezamotali sme sa?

: Vobec nie! Ak b = 2 - k2, tak to znamena, ze ¢islo b? je delitelné ¢islom 2.
: Lebo je druhym ndsobkom &isla k2.

: Ak je teda ¢islom 2 delitelné ¢islo b?, tak je ¢islom 2 delitelné aj ¢islo b.

: No ale pred chvilkou sme si ukdzali, Ze aj ¢islo a je delitelné ¢islom 2. A teraz ndm vyslo,

Ze aj ¢islo b je cislom 2 delitelné.

: Co nam z toho vyplyva?
: Aj a aj b s delitelné cislom 2, takZe si sudelitelné!
: Ale podla predpokladu vety st nestudelitelné. Dosli sme teda k sporu.

: Aha. Dve ¢isla nemozu byt sicasne sudelitelné aj nesiudelitelné. To znamend, Ze znegovaniy

vyrok neplati. Potom ale plati povodné turdenie

V2 je iracionalne cislo.
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U: Spravne. V ramceku si este pozri ako prebiehal cely dokaz:

V2 je racionélne &islo =
= 3Ja,beN, a,b st nestdelitelné &sla : /2
2
a

= 2

= 202=(2k)?* = V=2*= 2|10 =
= a,b susudelitelné ¢isla ... SPOR

= 2|d®> = 2|a = 3JkeN:a=2k =

a
=— =

2|0 =
=

= V2 je iracionélne é&slo.

Uloha : Dokdste sporom nasledujice tvrdenia:
a) V5 je iraciondlne ¢islo,
b) log 2 je iracionalne éislo.
Ndvod: a
b) Nechlog2:3, kdea,bc N = 2=100 = 2=(2-5)
= 20=20.50 = 2b-e—5a

b=

rovnost nastane len v pripade, Ze a = b =0, o je spor s predpokladom, Ze a,b € N.
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Priklad 4: Nasledujicu vetu dokazte priamo:

C N C N C Ne C Ne C N C

N«

Ne C N ©C N

Ne C

Druha mocnina nepdrneho cisla je tieZ nepdrne cislo.

: Pokus sa tuto vetu preformulovaf tak, aby bola v tvare implikacie.

: Skusim to: Ak mdme nepdrne cislo, tak jeho druhd mocnina je tieZ nepdrne ¢islo.
: Celkom dobre. A o ktorom neparnom ¢isle sa vo vete hovori?

: No asi o kaZdom.

: Ano. Ale ako bude§ pracovat s kazdym neparnym &slom?

: Mohol by som si zaviest nejaki premenni, napriklad x a tdto premennd by mi predstavovala

vsetky nepdrne cisla.

: To by si naozaj mohol. Preformuluj teraz nasu vetu tak, aby obsahovala premennu x.
: Ak je x nepdrne cislo, potom x? je tieZ nepdrne ¢islo.

: Ale v matematickej vete musi byt jasné, aky je premennej x.

: Mohol by to byt obor prirodzenyjch cisel.

: Aj ¢islo —3 mozeme povazovat za nepéarne.

: Dobre. TakzZe definicnym oborom bude obor celych cisel a veta md tvar:

Ve € Z: x je nepdrne ¢islo = 2 je nepdrne.

: Sformuloval si to pekne. V ramceku si pozri symbolicky zapis tohto tvrdenia:

VeeZ: 2fx = 2fa2?

Teraz to uz len dokazat.

: Pri priamom dokaze implikdcie mdm zostavit retazec pravdivych implikdcii. Ale ako?
: Vyjdes$ z predpokladu vety. Tym je prva cast vety, teda, Ze x je neparne ¢islo.

. A ako to mdam vyuZit?

: Ak z je neparne ¢islo, potom urcite existuje také celé cislo y, ze x = 2y + 1.

: Jasnée. Dvojnasobok cisla y je parne cislo a ak k parnemu cislu pripocitam jednotku, tak

dostanem nepdrne ¢islo. A ¢o dalej?

: Ak x =2y + 1, tak 22 = (2y + 1)%. Myslim, Ze umocnit dvoj¢len zvlddnes aj sdm.

: Samozrejme:

v? = 2y +1)* = 4% + 4y + 1.

: Vyslo ti parne alebo neparne ¢islo?

: Nepdrne, pretoZe 4y? a 4y si pdrne a ak k ich suctu priddm este jednotku, tak vysledok je

nepdrne cislo.

: M43 pravdu. Stcet 4y? + 4y je parny, lebo ho vieme napisat ako nasobok dvojky:

4y + 4y =2- (2y2+2y).
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Z: Mozem teda dokoncit dokaz:
? =2 (2y° +2y) + 1,
co je meparne cislo. Dokaz je tym vykonany.
U: Dobre. V ramceku si eSte raz pozri retazec implikacii, ktory nas doviedol od predpokladu
k zaveru:

x je neparne ¢islo =

= dJyeZ:x=2y+1 =

= ?=Qu+1)0 =4 +4y+1=2-(2y* +2y) +1,
kde 22 +2y € Z =

= 22 je neparne &islo.

Uloha : Nasledujice vety dokdzte priamo:
a) Sucet dvoch nepdrnych cisel je pdrne cislo,
b)VneN:16 | (n*+4n) = 2|n.

Ndvod:

b) n+4n=n-(n+4), 16|n-(n+4) = TJkeN:n-(n+4)=16k=2-(8k).
Previest tvahu, Ze sucin n - (n+4) je pdrny prdve vtedy, ak oba jeho cinitele su pdrne.
(Cislan an+ 4 si obe sicasne pdrne alebo obe stcasne nepdrne. Ak je ich sucin pdrny,
tak obe musia byt pdrne.)
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Priklad 5: Nasledujicu vetu dokdzte nepriamo:

cC N C

cC N

VneN:5|(n*+1) = 5f{n.

: Ako sa postupuje pri nepriamom dokaze implikacie?
: Vytvorime si a tu potom priamo dokaZeme.

: A ako dostaneme obmenent implikaciu?

: Prehodime poradie a ¢
: Nie. To nestaci. Vytvoris predpokladu aj zaveru a prehodis poradie tychto negacii.
Takto:
povodna implikacia je: A= B,
obmenena implikacia je: B = A
: Aha. Stdle si to pletiem. Vyrok A v nasej implikdcii je, Ze cislo 5 deli vyraz v zdtvorke. Vyrok

B je, Ze ¢islo 5 nedeli prirodzené cislo n. Ich negdcie vytvorim lahko, len sa delitelnost
zamend za nedelitelnost a naopak. Dostanem tak:

povodnd implikdcia: VneN: 5| (71/2 + 1) = 51in,

obmenend implikdcia: vneN: 5|n = 5f(n°+1).

: Spravne. A teraz dokdzeme priamo tuto obmenu. Vyjdes z predpokladu, Ze prirodzené

¢islo n je delitelné ¢islom 5.

: Je teda jeho ndasobkom.

U: Ano. Znamena to, zZe existuje také prirodzené cislo k, ze plati:

Ne C N

c

n = ok.
: Aha. Teraz by som mohol vytvorit n> + 1 a vyuZit pri tom, Ze n = 5k.
: Urob to.
. TakZe:

n=>5k = n’+1=0k)’+1=25k>+1.

: Dobre. Ja to eSte upravim takto:

25k +1 =5 (5k%) + 1.

Je tento vyraz delitelny piatimi?

: Nie, nie je. Ndsobkom piitky je 25k* a dalsi ndsobok pitky je od tohto ¢isla o 5 vicsi. Viraz

25k + 1 je od ndsobku pditky vicsi len o 1, takZe nie je piatimi delitelny.

: Ale to je presne to, ¢o sme cheeli dokézat:

vneN: 5|n = 5¢f(n”+1).

Ostéva uz len pripomenuf, Ze obmenend a povodna implikacia maji rovnaki pravdivostni
hodnotu.
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Z: Ak teda plati obmenend implikdcia, plati aj pévodnd:

VneN: 5| (n*+1) = 5¢n

U: V ramceku si mozes eSte raz pozriet, ako dokaz prebiehal:

VvneN: 5|n = 5f(n*+1)
5/n = JkeN: n=>5k =

= 5t (n*+1).

= n24+1=0k"+1=25k"+1=5-(5k*) +1 =

Uloha : Nasledujice vety dokdZte nepriamo:
a)VneN:3|(n*+1) = 61n,
b)Vn e N:3f(n*+2) = 3|n,
c)VneN:2¢(n*-10) = 2fn.

Navod:
b)3tn = 3FkeN: n=3k+1 V n=23k+2. Rozobrat obe moznosti.
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Priklad 6: Nasledujicu vetu dokdzte sporom:
Pre kazdé celé ¢islo m plati: Ak je m* nepdrne cislo, tak je aj m nepdrne ¢islo.
U: Najprv si zapiSeme nasu vetu pomocou matematickych symbolov:
Vm € Z: m? je neparne ¢islo = m je nepéarne ¢&islo.

Ako sa postupuje pri dokazovani implikéacie sporom?
Z: Vytvorime si jej a ti sa pokiusime dokdzat. Mali by sme ddjst k nejakému spor-
nému tvrdeniu, k nepravde.

U: Dobre. Ako vyzera negacia implikacie?

Z ostane nezmeneny. A md platit sicasne s negdciou
. Takto:
povodna implikdcia je: A= B,
negdcia implikdcie je: ANDB.

U: Spravne. A v nasom pripade?

Z: Predpoklad implikdcie, teda vijrok A je, Ze m? je nepdrne ¢islo. Zdver implikdcie, teda vyrok
B je, Ze m je tiez nepdarne cislo. Ten znegujem.

U: A ¢o ?

Z: Vseobecny kvantifikator ¥ zamenim za existencny 3.
povodna implikdcia: Vm € Z: m? je nepdrne ¢islo = m je nepdrne cislo,

negdcia implikdcie: Im € Z : m? je nepdrne ¢islo A m je pdrne cislo.

U: Dobre. Vsetko sme si pripravili, moZeme zacat so samotnym ddkazom negéacie.
Z: Predpokladdme teda, Ze existuje take pdarne cislo m, Ze jeho druhd mocnina je nepdrne

cislo. Ale ak m je pdrne, tak existuje také cel€ cislo k, Ze

m = 2k.
Druhd mocnina cisla m je
m? = (2k)* = 4k2.
U: Vytvorené cislo zapiseme takto:
4k* =2 (2k7).

Je to parne alebo neparne ¢islo?

Z: Samozrejme, Ze pdrne.

U: Predpokladali sme, Ze existuje také parne celé ¢islo, ze jeho druha mocnina je neparna
a dosli sme k tomu, Ze jeho druh& mocnina je parna.

Z: To je predsa hlipost. Ziadne ¢islo, ani ak ide o druhi mocninu, nemoéze byt pdrnym aj
neparnym naraz.
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U: To je to sporné, nepravdivé tvrdenie, ku ktorému sme chceli dojst. Kedze negécia nasej
vety vedie k sporu, znamena to, zZe nie je pravdiva.

Z: A teda pravdivd je povodnd veta:

Vm € Z: m? je nepdrne ¢islo = m je nepdrne cislo.

U: Dobre. V ramceku si este raz pozri, ako prebiehal dokaz:

=

=

=
=

m? je neparne &islo
m? je nepérne &islo
m? je neparne &islo

m? je nepérne &islo

dm € Z : m? je neparne ¢islo

A\
A\
A\
A\

A m je parne ¢islo =
dkeZ:m=2k =

m? = (2k)° = 4k* =
m*=2-(2k*) =

m? je parne &islo... SPOR

Vm € Z : m? je neparne &islo

= m je neparne cislo

=

Uloha : Nasledujice vety dokdzte sporom:

a) Vm € Z: Ak je m? pdrne Cislo, tak je aj m pdrne ¢islo,
b)¥YneN: 5| (n*+1) = 10¢tn,
c)VneN: 10| (n*+6) = 5fn.
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Priklad 7: Nasledujicu vetu dokdzte matematickou indukciou:
VneN: 3| (n®+23n).
U: Pomocou mame dokézat platnost vyrokovej formy:
V(n): 3| (n®+23n),

pre Tubovolné prirodzené ¢islo n.

Z: Dokaz matematickou indukciou spociva v dvoch krokoch:
I.krok: Za premenni n si dosadime najmensie prirodzené ¢islo, pre ktori md veta platit.
V nasom pripade je to cislo 1.

U: Dosadenim hodnoty 1 za n sa z vyrokovej formy stane vyrok. Overif jeho pravdivost by
pre teba nemal byt problém.

N«

: Jasne:
pre n =1 dostaneme 13 +23 -1 =1+ 23 = 24,
V(1): 3|24 plati
U: Dobre. Bolo to jednoduché, vSak? Mozeme teda prejst na druhy krok dokazu.

Z: ] .krok: DokdZeme, Ze pre lubovolné prirodzené ¢islo n plati implikdcia

Vin) = V(n+1).
U: A ¢o tym vlastne dosiahnes?

Z: Rozumiem tomu tak, Ze v prvom kroku sme dokazali platnost vety pre jedno kon-
krétne ¢islo. A v druhom kroku predpokladidme platnost vety pre nejaké &islo n
a dokaZeme, Ze potom veta plati aj pre cislo n + 1.

U: Teoreticky ti to ide. Podme teda na praktickiu cast.

Z: Najgprv si pripravim a
V(n): 31| (n*+23n) ... indukény predpoklad,
V(n+1): 3| [(n+1)3 +23- (n+1)] ... indukené turdenie.

U: Vyjdeme teraz z vyrazu, ktory je v indukénom tvrdeni:
(n+1)>+23- (n+1).

Noze ho trosku uprav.

Z: Prvi zdtvorku umocnim na tretiu podla vzorca
(A+ B)* = A* + 3A°B + 3AB* + B,

pricom A=n a B=1. A druhi zdtvorku len rozndsobim:

(n+1)° 423 - (n4+1) = n® + 30> + 3n + 1+ 23n + 23
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U: Dobre. Ja zmenim poradie s¢itancov, s¢itam ¢isla 1 a 23 a z niektorych sc¢itancov vyberiem
pred zatvorku c¢islo 3:

nd+23n+3n’+3n+1+23 =
=n34+23n+3n2+3n+24 =
=n®+23n+ 3 (n? 4 3n + 24)

Z: A preco prave takdto uprava?

U: Teraz totiz mozeme na prvé dva sc¢itance vyuzit indukény predpoklad:

3 , 2
n +23n+§- (n +3n+24)J

3|(n°+23n) 3(3-(n2+3n+24)

Z: Aha. Podla indukcéného predpokladu ¢islo 3 deli vijraz n® + 23n. A z tiych dalsich scitancov
sa trojka vybrala pred zdtvorku, takZe ¢islo 3 deli aj vijraz 3 - (n* + 3n + 24).

U: Ano. A ak st dva séitance delitelné ¢islom 3, tak je tymto ¢islom delitelny aj ich stcet.

Z: To ale znamend, Ze ¢islo 3 deli viyraz n® 4+ 23n + 3 - (n® 4+ 3n + 24). Ten sme ale dostali
dpravou vgrazu (n+1)* 4+ 23 - (n+1).

U: A to je to, ¢o sme chceli dokdzat. Vyuzitim indukéného predpokladu sme dokézali platnost
indukéného tvrdenia. Ak plati V'(n), tak plati aj V(n + 1).

Z: V nasom pripade, ak teda 3 | (n® + 23n), tak 3 | [(n+1)3 +23- (n+1)].

U: Dokézali sme pravdivost implikacie. A vdaka prvému kroku mame ¢islo, pre ktoré vyrok

plati urcite.

Z: Ak teda plati pre c¢islo n = 1, tak plati aj pre n = 2. Ak plati pre n = 2, tak plati aj pre
n = 3. A tak dalej.
Pre kazdé prirodzené &islo n plati, ze 3 | (n® + 23n).

Uloha : Nasledujice vety dokdzte matematickou indukciou:
a) VneN: 6| (10" +2),
b) VneN: 3| (n®+ 2n).
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Priklad 8: Nasledujicu vetu dokdzte matematickou indukciou:

VnEN: —— fp oy "
n : — )
1.2 2.3 3.4 n-(n+l) n+l
U: Pomocou mame dokézat platnost vyrokovej formy:
1 1 1 1 n
Vi(n): —
R s R P Tl s I by oy S &

pre Tubovolné prirodzené ¢islo n.

Z: Dokaz matematickou indukciou spociva v dvoch krokoch:
I.krok: Za premenni n si dosadime najmensiu hodnotu, pre ktori md veta platit a zistime,
¢t naozaj plat.

U: A ¢o je tou najmensiou hodnotou?

Z: Najmensie prirodzené cislo je 1. Dosadenim hodnoty 1 za n sa z vyrokovej formy stane
vyrok. Owerit jeho pravdivost by som mal zvlddnut. Dosadim si do lavej aj pravej strany
ndsho tvrdenia hodnotu 1 a zistim, ¢i sa rovnaju:

1 2 1
V(1 =
(1) 1-(1+1) 1+1
. 1 11
S 1-(1+1) 1.2 2
1 1
P:—:—7
1+1 2
L=P = V(1) plati.

U: Dobre. Pre prirodzené ¢islo n = 1 teda tvrdenie V (n) zo zadania tlohy plati. To bola ta
jednoduchsia cast dokazu. Teraz pride t4 krajsia.

Z: [].krok: DokdazZeme, Ze pre lubovolné prirodzené ¢islo n plati implikdcia

Vin) = V(n+1).
U: A ¢o tym vlastne dosiahnes?
Z: Rozumiem tomu tak, Ze v prvom kroku sme dokazali platnost vety pre jedno kon-

krétne cislo. A v druhom kroku ukdZeme, Ze ak veta plati pre nejaké cislo n, tak
potom plati aj pre ¢islo n + 1.

U: Teoreticky ti to ide. Podme teda na praktickia cast.

Z: Najprv si pripravim V(n) a V(n+1):
1 1 1 1 n
Vin) : . _
R o A YR v S pres § Rl
1 1 1 1 1 n+1
V(n+1): + + +

1223 32 T LT ) rir)  nriad
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cC N C

C N

: Dobre. Indukéné tvrdenie si moze$ eSte trosku upravit, aby si vedel, k ¢omu mas dojst.

: Jasné, scitam tie jednotky v poslednom zlomku:

V(n+1) ! + ! + ! + -+ ! + ! ntl
n : —
1.2 2.3 34 n-(n+1) (n+l)-(n+2) n+2

: A teraz sa pokusime dostat od indukéného predpokladu k indukénému tvrdeniu.
: Teda z jednej rovnice dostat druhi.

: Ano. Vsimni si najprv Tavé strany oboch rovnic. Cim sa lisia?

: Na lavej strane indukcného tvrdenia je navyse jeden scitanec.

: Dobre. Pripoc¢itame ho teda k rovnici v indukénom predpoklade. Ale, aby si nemusel

tolko opisovat, tak stucet prvych n séitancov si ozna¢ime ako S — tento stcet je rovnaky
v indukénom predpoklade aj v induk¢énom tvrdeni:

1 1 1
12 23 3a T Ty
5
: MozZeme teda pisat:
n
V(n) : S:nJrl’ 1 1
Vintl): S+ _

(n+1)-(n+2) n+2
1

K rovnici v indukénom predpoklade teraz pripocitam zlomok ———:
preep prip (n+1)-(n+2)

n 1

e Ul o o ey
S+ ! -4 !
(n+1)-(n+2) n+1 (n+1)-(n+2)

: Dobre. Lava strana tejto rovnice je uz rovnaka ako lava strana indukéného tvrdenia. Treba

eSte zistit, ¢i po Uprave pravej strany tejto rovnice sa aj ona bude rovnaf pravej strane
indukéného tvrdenia.

: Aha. Tak budem upravovat uz len pravi stranu. Zlicim tie dva zlomky, ktoré tam mdm, na

spoloéného menovatela:

1 _ n(n+2)+1
S ) (n12) ~ (nt1)-(n+2)

: Teraz roznésob zatvorku v ¢itateli. Menovatela uz neupravuj.
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Z: Dobre:

1

n?4+2n+1

S+

(n+1)-(n+2)

(n+1)-(n+2)

. Tak to tam napisem:

: V citateli pravej strany sme dostali rozklad druhej mocniny vyrazu (n + 1).

1
S+

(n+1)?

(n+1)-(n+2)
S+ !

(n+1)-(n+2)
n+1

(n+1)-(n+2)

n-+2

Na pravej strane som este vykrdtil ¢itatela aj menovatela vyrazom n + 1.

: Tak sa pozrime, ¢o sme to vlastne dostali. Ekvivalentnymi Gpravami sme z rovnice, ktora
predstavovala indukény predpoklad, dostali rovnicu, ktora je indukénym tvrdenim. Z plat-
nosti indukéného predpokladu sme dokazali platnost indukéného tvrdenia. Tym je dokaz
matematickou indukciou hotovy.

: Tvrdenie
1 n 1 . 1 . . n n
1-2 2.3 3-4 n+1

plati teda pre kazdé prirodzené cislo n.

n-(n+1)

Uloha :

Nasledujicu vetu dokazte matematickou indukciou:

: 1)-(2 1
VneN: 12422432 4...q4n2=" (n+ )6(”+ )




