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Objem a povrch zrezaného ihlana a zrezaného
rotaéného kuzZela
RNDr. Marian Macko

: Pocul si uz niekedy o zrezanom rotac¢nom kuzeli?

: 0 som uZ pocul, ale pojem zrezany rotacny kuZel pocujem prvy krdt. Mdte

na mysli nejaké teleso, ktoré vznikne rozrezanim rotacného kuZela?

: Vznik zrezaného rotacného kuzela sa da chapaf aj takto. Rovina rezu rotacného kuzela

musi byt vSak kolmé na

: CliZe Tovina rezu je rovnobeind s rovinou

: Ano. Rezom vzniknt dve telesd, ale iba jedno z nich je zrezany rotaény kuzel. Ktoré z tychto

telies by to malo byt a akym telesom je zvySna cast?

: To je predsa jasné. Hornd cast je mensi rotacny kuZel, lebo jeho podstava je rovnobeind

s podstavou povodného kuZela. Skrdtili sme iba vysku kuZela. Z toho mi vychddza, Ze dolna
cast povodného kuZela je zrezany rotacny kuzel. Ale skor by som povedal, Ze je to valec.

: Preco?
. Pretoze iba valec ma dve podstavy, ktoré su rovnobezZne.

: Ist4 odlisnost tu vSak je. Podstavami valca st zhodné kruhy. Pozri sa eSte raz na obrazok.

Maju podstavy nasho telesa rovnaky polomer?

: Na to som celkom zabudol. KuZel sa smerom nahor zuZuje. Preto md horna podstava

mensi polomer ako dolna podstava.
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U: Rozdielnost medzi rotaénym valcom a zrezanym rotacnym kuzelom sa prejavi aj v plasti.
Ten néas bude zaujimat az pri vyjadrovani povrchu tohto nového telesa. Vratme sa vSak
naspit k pomenovaniu nového telesa. Prec¢o mé kuzel privlastok zrezany, sme uz vysvet-
lili. Ale preco sa zaroven nazyva rotacny? Nemodze vzniknif rotaciou nejakého rovinného
geometrického utvaru?

Z: Viem, Ze rotdciou pravouhlého trojuholnika okolo jednej odvesny vznikne rotacny kuZel. Ak
teraz z tohto trojuholnika uberiem mensi trojuholnik, zostane lichobeznik.

U: Zakladiiami tohto lichobeZnika st polomery podstdv zrezaného rotacéného kuZela.
Ako sme uz povedali, polomery podstav st kolmé na os rotacie. Os rotécie je uréena jednym
ramenom lichobeznika. To ale znamend, Ze zrezaniy rotacni kuZel vznikne rotdaciou
pravouhlého lichobezZnika okolo osi uréenej ramenom lichobeznika, ktoré je kolmé na
zékladne lichobeznika.

N«

: DIZka tohto ramena by mala byt vyskou zrezaného rotaéného kuzela. Mdm pravdu?

U: Samozrejme. Ide zaroven o vzdialenost rovin, v ktorych lezia podstavy zrezaného rota¢ného
kuzela.

N«

: Md aj druhé rameno, ktore nie je kolmé k zdkladniam lichobeznika, nejaky vijznam?

U: Toto rameno nazyvame strana zrezaného rotacéného kuZela. Jeho vyznam je analo-
gicky ako méa prepona pravouhlého trojuholnika, rotaciou ktorého vznikne rota¢ny kuzel.
Pomocou strany zrezaného rotacného kuzela vyjadrime obsah jeho pldsta.

Z: Ako vyzerd plast zrezaného rotacného kuzela?

U: Zatial ti to neprezradim. K odpovedi na tato otédzku sa dostaneme az pri vyjadrovani
’ v 7 v > e . . v . 7 v /7 v >
povrchu zrezaného rotacného kuzela. Zapamiitaj si, ze hranica zrezaného rotacného kuzela
sa sklad4 z dvoch kruhov, ktoré nazyvame podstavy a z plasta zrezaného rotacného
kuZela.

U: Tak ako existuje zrezany rotac¢ny kuzel, existuje aj zrezany ihlan.
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Z: Zrezany ihlan vsak nemoze byt rotacné teleso. Ved tiezZ nepatri medzi rotacné telesd.

U: Preto ho zadefinujeme pomocou rezu. Zrezany thlan vznikne rezom ihlana rovinou
rovnobezZnou s rovinou jeho podstavy.

Z: Cize je to podobné ako zrezany rotacny kuzel. Aj on moéZe vzniknit rezom rotacného kuzela.
Rezom thlana rovinou rovnobeZnou s rovinou podstavy vsak vznikne este jedno teleso. Je
nim opdt ihlan s kratsou telesovou vyskou ako mal povodny ihlan.

U: Mas pravdu. Medzi zrezanym ihlanom a zrezanym rotacnym kuZzelom existuje analdgia.
Preto ta neprekvapi, Ze aj zrezany ihlan méa dve podstavy. Podstavami zrezaného ih-
lana st jeho dve rovnobezné steny, ktorymi s podobné n-uholniky. Ako vyzeraju ostatné
steny zrezaného ihlana?

Z: Kedze strany hornej podstavy st rovnobeiné so zodpovedajicimi stranami dolnej podstavy,
a su navyse kratsie, bo¢nymi stenami s lichobezniky.

U: Zjednotenim bo¢nych stien dostaneme plast zrezaného ihlana. Je ¢astou hranice zre-
zaného ihlana. ZvysSok hranice tvoria podstavy zrezaného ihlana.

Z: Velmi jednoducho sa teda dd vyjadrit povrch zrezaného ihlana. Povrch bude sictom
obsahov jeho dvoch podstdv a obsahu pldsta. Preto plati

S =Sy, + Sp, + Spi-

Nedd sa to vyjadrit aj v inom tvare?

U: Vypocet obsahov podstav zavisi od tvaru n-uholnika, ktory je podstavou. Plastom
je sice zjednotenie lichobeznikov, ale aj vypocet obsahov lichobeznikov je podmieneny
viacerymi faktormi. LichobeZzniky nemusia byt zhodné. To vtedy, ak napriklad kazd4a strana
n-uholnika, ktory je podstavou, ma int dizku. Preto si pamitaj vzorec na vypocet povrchu
zrezaného ihlana v tomto vSeobecnom tvare.

Z: Teraz si uwvedomujem, Ze aj povrch zrezaného rotaéného kuzela sa dd pocitat podla
toho istého vzorca. Ved aj zrezany rotacny kuZel ma dve podstavy a pldst.

U: Mas dobry postreh. Tento vSeobecny vzorec plati tak pre povrch zrezaného ihlana, ako
aj pre povrch zrezaného rota¢ného kuzela. S tym rozdielom, ze podstavami zrezaného
rotacného kuzZela st podobné kruhy, takZze obsahy podstdv vieme vyjadrit.

Z: Obsah kruhu zdvisi iba na jeho polomere r a to podla vzorca

S = 2.




Ma-Te-06-T | | List 4

Z: Dd sa vyjadrit aj obsah pldsta zrezaného rotacného kuZela?
U: Samozrejme. Spomenies si, aky geometricky utvar je ?
Z: Pldstom rotacného kuZela bol kruhovy vysek. Polomerom kruhového viyseku je

a dlzka kruznicového oblika, ktory prishicha kruhovému vyseku je
rovnakd ako obvod podstavy kuzela. Este si pamdtdm, Ze obsah pldsta rotacného kuZela
vypocitam podla vzorca

Sy = 7rs’,

kde r je polomer podstavy rotacného kuZela a s’ je . Preco ste sa
na to pytali?

U: Pretoze s plastom zrezaného rotacného kuzela to bude dost podobné. M4as predstavu, ako
vyzera?

Z: Neviem to pomenovat, ale isti predstavu mdm. Budem vychddzat z kruhového vyseku, ktory
je plastom povodného rotacného kuZela s polomerom podstavy ri. Hornd ¢ast rotacného
kuZela po rozrezani je tieZ rotacny kuZel. Polomer jeho podstavy je teraz ro a mensi kruhovy
vysek pldstom. Ten odoberiem z kruhového vijseku. Pldstom zrezaného rotacného kuZela je
vySrafovany utvar na obrdzku.

27T

U: Tento ttvar nazyvame vysek medzikruzia. To znamené, ze plastom zrezaného rotac-
ného kuZela je vysek medzikruzia.

Z: Ako vypocitame jeho obsah?
U: Jeho obsah zavisi od polomerov podstdv a strany s zrezaného rotacného kuzela. D4 sa

vyjadrit v tvare
Spi = m(r1 +12) s,

kde s je strana zrezaného rota¢ného kuzela.

Z: Je to dost podobné vzorcu pre obsah pldsta rotacného kuZela. Rozdiel je iba v tom, Ze vo
vzorci je teraz sucet polomerov podstav. Asi preto, lebo kuZel md iba jednu podstavu
a zrezany kuZel md dve podstavy.
U: VSeobecny vzorec S = S,, + Sp, + Sp pre povrch zrezaného rotaéného kuzela sa da
nahradif vzorcom
S =7} +ari+7(r+12) s




Ma-Te-06-T | | List 5

Z: Ako vyjadrim objem tychto dvoch zrezanijch telies? Bude vzorec rovnaky pre obe telesd?

U: Ano, aj objem zrezaného ihlana, aj objem zrezaného rotacného kuZela sa da
vyjadrit tym istym vzorcom, ktory méa tvar

V:§<SPI+M+S])2>.

: Nieco jednoduchsie neexistuje?

c N

: Sklamem ta, ale nie. Pokts sa vSak tento vzorec pochopit. Hladaj analdgie s inymi telesami.

N«

: To, Ze vo vzorci je jedna tretina, by som pochopil. Ved aj objemy ihlanov a kuzelov si
vyjadrené tymto sposobom. Dokonca aj vyska v urcovala objem tychto telies. Analdgiu pre
vyraz v zdtvorke viak budem hladat zbytocne.

U: Objem ihlana, respektive rotacného kuzela je dany vzorcom V = %Sp, kde S, je obsah

podstavy. Aj vo vzorci pre objem zrezaného ihlana, respektive zrezaného rota¢ného kuzela,
je tretina vysky nasobena vyrazom, ktory suvisi s obsahmsi podstav.

Z: To dno, ale preco su tam aZ tri scitance?

U: Ziskame ich pri odvadzani vzorca, ktoré nie je trividlne. Je zalozené na myslienke vytvorenia
zrezanych telies. Vedel by si tito myslienku vysvetlit pre zrezany rotacny kuzel?

Z: Od povodnéeho by som odratal objem horného odrezaného ro-
tacného kuzela.

U: Presne tak. Jediny problém by bol v tom, Ze vyraz pre vysledny objem by obsahoval vysky
v1 a vy tychto rotacdnych kuzelov. Ale objem zrezamého rotacného kuzela mé byt
vyjadreny pomocou jeho v§sky v. Musel by si vyuZit podobnost trojuholnikov. Toto
vsak nie je teraz predmetom nasho zaujmu.
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Z: Musim sa teda zmierit s tym, Ze sa ten vzorec musim naucit.

c

: Ni¢ iné ti nezostava. Ved tych vzorcov nemas az tak vela. To, ¢o by si ale mal byt schopny
zvladnut aj bez ucenia, je odvodif vzorec pre objem zrezaného rotacného kuzela

zo vSeobecného vzorca V = g (Spy + \/SpySp, + Spy ). Pokus sa o to.

Chcete, aby som objem vyjadril pomocou polomerov podstav?
: Ano.

Obsahy podstdv, éo si kruhy, vyjadrim zndmym vzorcom S = mr? a dostdvam

Vzg- (WT%—}-\/?TT%'WT%-F?TTS).

V' druhom scitanct vyrazu v zatvorke bude pod odmocninou vyraz
Preto platt

NS N

2,22 7 .
rirs, ktory odmocnim.

V:

2 2
. (7”"1 + mrire + 7T7’2) .

w| e

To by mohol byt vysledok.
U: Pozri sa este raz na vyraz v zatvorke. Co maji vietky s¢itance spolocné?

Z: Aha. Pred zdtvorku moZem wvybratf redlne ¢islo @ a pre objem zrezaného rotacného
kuzela dostdvam

V= % . (1% +riry + r%) .

U: Aj tento vzorec by si si mal zapamétat. Ak ho ale zabudne$, tak ho mozes odvodit tym
istym spésobom, ako si to urobil teraz.
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Priklad 1: Vypocitajte objem a povrch zrezaného rotaéného kuZela, ak si dané polomery
podstdv r1 = 13 cm, r = 6 cm a strana s = 20 cm.
U: Co potrebujes poznaf na vypocet objemu zrezaného rota¢ného kuzela?

Z: Okrem polomerov podstdv, ktoré si zadané, potrebujem poznat aj
. To preto, lebo vzorec pre objem takého telesa ma tvar

V= % : (rf + rire + r%) )

U: Vies vypocitat vysku?
Z: Zatial celkom presne neviem, ale skisim vyuZit osovy rez zrezaného rotaéného kuzela.

U: Ides na to dobre. Vieme, Ze osovym rezom zrezaného rota¢ného kuzela je rovnoramenny
lichobeznik. Aky je stvis medzi jeho rozmermi a rozmermi zrezaného kuzela?

27‘2

A B’

A S B

+
27“1
Z: Priemery podstdv zrezaného rotacného kuZela si vlastne zakladne lichobezZnika a jeho
rameno urcuje stranu tohto telesa. Nezndma viska zrezaného kuZela bude vyskou licho-
beznika.

U: Ulohou teda je vypoéitaf visku rovnoramenného lichobeznika, pricom pozname dizky
vSetkych jeho stran. Da sa to?

N«

. Postup vypoctu si pamdtam. Musim viak vyuZit fintu. Rovnoramenny lichobeznik rozdelim
na dva pravouhlé trojuholniky a medzi nimi bude obdlznik. Tak, ako to je na obrdzku.

A 279 B

AX 2o YN

- B

27“1

U: A odkial budes pocitat vysku?




Ma-Te-06-1 | | List 8

Z: Vyuzijem predsa pravouhly trojuholnik AX A" s pravym uhlom pri vrchole X . Jeho prepona
AA" md dlZku strany zrezaného rotacného kuzela, teda s = 20 cm.

U: Dobre, ale poznas dlzku niektorej odvesny?

Z: DiZku odvesny X A’ nepozndm. To mdm vypocitat. Ale viem najskor vypocitat dizku od-
vesny AX.

U: Ako?

Z: Povedal som, Ze stvoruholnik XY B'A’ je obdlznik. Teda strana XY md dlZku 12 centi-
metrov, tak ako hornd zdkladna lichobeznika. Na usecky AX a'Y B dolnej zdkladne zvysilo
14 centimetrov. Je to rozdiel dolnej a hornej zdkladne. No a z rovnoramennosti licho-

beznika vyplyva, e tisecky AX a Y B si zhodné. Preto md usecka AX dlzku 7 centi-
metrov.

U: Musim uznat, Ze to mas namakané. Na to, ako vypocitas vysku sa uz ani nepytam. Ved
ty zvladnes vypocet vysky aj sam.

Z: Teraz vyuzijem Pytagorovu vetu v pravouhlom trojuholniku AXA’. Preto pre viysku
lichobeznika, co je odvesna tohto trojuholnika, plati

v=|XA| = /5T - [AX].

Po dosadent ciselngych hodnot dostavam

v =202 — 72 = /400 — 49 = V/351.

Dad sa to odmocnit?

U: Iba castocne. Cislo 351 je suc¢inom ¢isel 9 a 39. Vyska ma dizku v = 3v/39 cm. Vypoéitaj
objem zrezaného rotacného kuzela.

Z: Do vztahu
T

V= 3 (’% +rirg + r%)

dosadim ciselné hodnoty a dostdavam

- (13*+13-6 4 67).
Cisla umocnim, scitam a trojky vykrdtim. Viysledok bude

V =283Vv39 - 7.
: Vidim, Ze dnes excelujes. Zostal ti len vypocet povrchu.

c

Teraz to uz bude horsie. Zabudol som totiz vzorec.

cC N

: Ni¢ z povrchu by si nedokazal vypocitat?

N(

Obsahy podstdv by som vedel, lebo su to kruhy. Ale obsah plasta? Netusim.
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U: A pritom je to v tejto tlohe ta jednoduchsia cast. Samozrejme, ak vie§ vzorec
S = mr? + 7y + 7(ry + ro)s.

Vsetko je zadané, stac¢i dosadit.

Z: Po dosadeni dostdvam
S=7-13+7-6*+7-(13+6) - 20.

Vysledok je 585w centimetrov Stvorcovych.

U: Aj napriek malému zavahaniu v zavere rieSenia si zaslizis pochvalu. Chépes a vie$ popisat
suvislosti. To, Ze si zabudol vzorec, nie je tragédia. D4 sa predsa néajst v tabulkéch.
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Priklad 2: Polomery podstdv a vyska zrezaného rotacného kuZela si v pomere

ri:re v = 11:3:15. Vypocitajte objem zrezaného rotacného kuZela, ak jeho povrch je
927 cm?.

Z: Nevyzerd to dobre. Nepozndme ani polomery podstdv, ani vysku zrezaného rotacného kuZela.

uU:

To su tri nezname rozmery, ktoré potrebujeme k vypoctu objemu.

Vieme vSak, v akom pomere st ich dizky. To ndm déva moznost zredukovat pocet nezna-
mych veli¢in. Pomer vyjadruje, Ze polomer jednej podstavy mozno rozdelif na jedenast
rovnakych dielov, kym polomer druhej podstavy iba na tri takéto diely.

. Pochopil som. DIzZku jedného dielu oznacime ako xr a pre rozmery zrezan€ho

rotacného kuZela mdme
ry = 1lx, ro = 3z, v = 15x.

Potrebujeme urcit hodnotu nezndmej x.

: Na to vyuZijeme zadany povrch zrezaného rotacného kuZela. Ako sa vypodcita?

: Vzorec na vypocet povrchu je

S = mr? + 7y 4+ w(ry + 1ro)s.

Nepozndme véak stranu s zrezaného kuzela.

: Tak ju vyjadrime. Pozri sa na osovy rez zrezaného rotac¢ného kuzela. Co by sa dalo
vyuzit?
A B’
()
A 3 B
X

Jasné! Rezom je rovnoramenny lichobeznik. Mdm wvyjadrené diZky jeho zdkladni
a vysku. Potrebujem vypocitat dizku ramena AA' rovnoramenného lichobeinika. To je
vlastne strana zrezaného kuZela. Ale ako to urobim? Ni¢ mi nenapadd.

: Poradim ti. VyuZi pravouhly trojuholnik AX A’.
: Priznam sa, Ze zatial mi nedochddza. Mam vypocitat nejaky uhol? Ako? Ved pozndm iba

jednu odvesnu dizky 15z .

: Dobre teda. Zostroj si v§sku B'Y na zakladiiu AB lichobeznika aj z bodu B’. Aka dizku
ma usecka XY7?
A/ 6.%' B/
s 15z
X 6
/7] r Y B

2556
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Z: Jasné! Je takd istd, ako hornd zdkladria. Plati teda |XY| = 6x. Zvysné dve casti AX a
Y B zdkladne st rovnako dihé. KedZe celd usecka md dizku 22z, tak usecka AX md dlZku
8.

U: Teraz uz vies vypocitat dlzku strany AA’?

Z: Staci, ked pre pravouhly trojuholnik AX A’ zapisem Pytagorovu vetu. Pozndm dizky
odvesien. Pre preponu s = |AA’| preto plati

s = /v + |[AX |2 = \/(152)2 + (8z)2.
Vyrazy pod odmocninou umocnim a scitam

s = 122512 + 6412 = V2892

a po odmocneni dostavam vysledok s = 17x.

U: Vratme sa teraz k vzorcu pre povrch zrezaného rotacného kuzela. Povedali sme, Ze ndm
poslizi na vypocet dlzky x.

Z: Do vzorca
S =mr? +7mrs +7w(ry +ro)s

dosadim ziskané vyjadrenia a zadani hodnotu povrchu. TakZe mam rovnicu
927 =7 (11z)? + - (32)* + 7 (11z + 3z) - 17x.
Po umocnent, vyndsobeni a scitani dostavam
927 = 3682°T.
Rovnicu moZem vydelit ¢islom 368w, preto dostdvam rovnicu

1
2=,
4

1 p
Jej riesenim je v = 3" DIZkou usecky moZe byt iba kladné cislo.
U: Vieme teda vyjadrif aj rozmery zrezaného rota¢ného kuzela v centimetroch
11 3 15
= 27 T2_27 v = 2

Mozes vypocitat jeho objem.
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Z: PouZijem vzorec na vijpocet objemu zrezaného rotacného kuZela v tvare
™, .
2 2
V = 3 (7‘1+r1r2+r2).

Po dosadeni ciselngch hodnot dostavam

15
W'j.(g 33 9) 15m 163 8157

V=
4 4+4

=

2 =~ 4z

* centimetrov kubickych.

U: Objem zrezaného rotacného kuzela je
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Priklad 3: Vypocitajte povrch zrezaného pravidelného stvorbokého ihlana, ak si dané dizky
hran jeho podstdv a; = 16 cm, as = 10 cm a telesovd vyska v = 4 cm.

Z: Vypocitat obsahy podstdv zrezaného ihlana nebude problém. Horsie to bude s obsahmi jeho
bocnych stien.

U: Mas pravdu v tom, ze povrch zrezaného ihlana je dany stictom obsahov jeho stien.
Preco vidis problém v bo¢nych stenach a v podstavach nie?

Z: su predsa Stvorce a diZky hrdn oboch podstdav poznam zo zadania ulohy. Boc-
nymi stenami su lichobezniky, ale vzorec na vypocet jeho obsahu mi nic nehovort.

U: Vidim, Ze ti budem musiet pomdct. Zrezany stvorboky ihlan je pravidelny, preto vSetky jeho
boc¢né hrany maji rovnakt dlzku. Boéngmi stenami st teda zhodné rovnoramenné
lichobezniky. Ich obsahy vypocitas podla vzorca

(a+c)-w

S = 5 ,

kde a a ¢ st zakladne lichobeznika a w jeho vyska. Nieco z toho by si mal poznat.

N«

. Pozndm predsa zdkladne lichobeznika, lebo zdkladnami su dve rovnobezné hrany podstdv
zrezaného ihlana. Ich diZky si v zadant ilohy. Nepozndm vsak vysku w lichobeznika.

c

: Kde by si ju v rovnoramennom lichobezniku B;C;C3Bs zostrojil?

: No predsa ako kolmicu na stranu B1Cy z vrchola Bs, alebo Cs.

c N

: Neda sa vyska lichobeznika zostrojit aj zo stredu Y kratsej zédkladne?

N«

: To dno. Pita vysky bude opdt v strede X, ale dolnej zdkladne.

Aq




Ma-Te-06-3 List 14
| |

U: Body X a Y vytvoria so stredmi S; a Sy podstav zaujimavy rovinny geometricky utvar.
Vies aky?

Z: Zase to bude lichobeznik, navyse pravouhly. To preto, lebo rameno S155 je telesovd vyska
zrezaneho ihlana. Tad je kolmd na jeho podstavy, preto je kolma aj na zdkladne pravouh-
lého lichobezZnika.

U: V tomto pravouhlom lichobezniku pozname dlzky jeho zakladni a vysku. Vypocitat dlzku
zvy$ného ramena by nemal byt problém.

Sa Y
v v w
a
S A X

Z: Pravouhly lichobeznik si rozdelim na obdZnik a pravouhly trojuholnik XY Z s pravym uhlom
pri vrchole Z. Zakladne lichobeznika maji poloviéné dlzky ako hrany podstdv. Preto
platt

|91 X| =8 cm, |SY]|=05cm.

Usecka S1Z je rovnako dlhd ako tsecka S,Y, preto md tsecka X Z dlZku 3 centimetre.

U: Odvesna Y Z pravouhlého trojuholnika mé velkost 4 centimetrov, tak ako telesova vyska
v zrezaného ihlana. MoZes vypocitat dlzku prepony.

Z: Tda md velkost 5 centimetrov, lebo je to klasicky pravouhly trojuholnik so stranami 3, 4 a 5
centimetrov, teda
w =5 cm.

U: Mame vSetky ¢iselné hodnoty na to, aby sme vypocitali povrch zrezaného ihlana. Vzorec
ma tvar

S =S5+ S5+ Sy

Z: Vypocet uZ zvldadnem aj sam. Obsah dolnej podstavy, ktorou je Stvorec so stranou
a; = 16 cm je S| = a? = 256. Analogicky vyjadrim aj obsah S, = 100 hornej podstavy
s hranou dizky 10 centimetrov. Pldst tvoria Styri rovnoramenné lichobezniky, preto obsah
plasta vyjadrim v tvare

(CLl + ag)w

Spl:4'5lich:4' 9

=2 (a1 +az) - w.
Po dosadent ciselngch hodnot dostavam

Sy =2- (16 + 10) - 5 = 260.

U: Scitanim obsahov podstdv a obsahu plasta dostaneme vysledok 616 cm?. To je celkovy
povrch zadaného zrezaného ihlana.
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r
Priklad 4: Vyjadrite povrch a objem rotacného zrezaného kuZela s polomermi podstdv r, —

. 2r
a vyskou v = —.
3
Z: To mdm riesit bez ciselnych hodnot?
U: A je v tom problém? Ved namiesto ¢isel budes pracovat s . Tam, kde by si
2r

napisal ¢islo, napriklad 5, v tejto lohe napises vyraz 3

Z: Budem sa s tym musiet zmierit. Vzhladom na to, ¢o mdm zadané, zacal by som objemom.
V podstate to aZ také narocné nebude. Staci, ak do vzorca
T
V = lg . (Tf + riry + r?)

dosadim vyjadrenia zo zadania ulohy a dostdvam

2r
3 (2,7 (C>2
V 3 (r +r 2—1— 5 .

Zlomok v zdtvorke umocnim a zloZeny zlomok pred zdtvorkou zjednodusim. Preto viem

objem vyjadrit v tvare
27r r2 72
V=" (=4 —.
9 <r o 4)

U: Rozbehol si sa dobre. Co urobis dalej?

: Ved som tesne pred cielom. Cleny v zdtvorke upravim na spoloéného menovatela, co je
cislo styri. Nakoniec c¢isla vykratim dvomi a zlomky vyndsobim. Tymito upravami pre objem
dostdvam

N«

v 2r (47“2 +2r2 + r2> Trrs

9 4

U: Tvoj vykon bol excelentny. Vidis! Najskor si sa obaval a nakoniec si si to
pri vyjadrovani ani neuvedomoval. Odpovedou na prvi ¢ast tlohy je: objem zadaného
zrezaného rotacného kuzela sa dé vyjadrit v tvare

v 7777‘3.
18

U: Ako to bude s jeho povrchom?
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Z: Vzorec na vipocet povrchu zrezaného rotacého kuZela md tvar
S =51+ 52+ Sy,

kde prvé dva séitance vyjadruji obsah podstdv a posledny scitanec je obsah pldsta. Obsahy
podstdv vypocitam velmi jednoducho. PouZijem vzorec S = mr? pre obsah kruhu. Preto

plati
2 m\?
51:7'('7", 52:71'(5) :W'Z.

: Horsie to bude s obsahom pldsta S, = m - (11 + r2) - s.

cC N

: Preco?

: Nepozndm stranu s zrezaného rotacného kuZela.

c N

: Strana sa da vyjadrit zo zadanych tdajov. Vyuzi osovy rez zrezaného kuzela.

N«

: Viem, Ze osovym rezom je rovnoramenny lichobeznik, v ktorom pozndm zdkladne
a vysku. Netusim vsak, ako vypocitam dlZku ramena, co je strana s.

c

: V rovnoramennom lichobezniku si zostroj vysky z vrcholov kratsej zakladne na dlhsiu
zakladnu. To by ti malo pomdct. Uvedom si, aké geometrické utvary ziskas.

A’ r B’

~

2r

Z: Ziskam dva pravouhlé trojuholniky a obdlznik. Asi vyuZijem pravouhly trojuholnik X BB/,
lebo strana s je jeho preponou. Ale aki dizku md odvesna X B?

U: Tak istt ako tisecka AY . Kedze AB je priemer dolnej podstavy a |Y X| = r, lebo Y X B’ A’
je obdlznik, tak na tsecky AY a X B zostava dlzka r. Preto ma tisecka X B dlzku g

N«

: No!? Prizndvam, Ze som na tento vysledok mohol prist aj sdim. Pre stranu s potom na
zaklade Pytagorovej vety dostavam

SO RO

Zlomky upravim na spolocného menovatela, séitam a vysledny zlomok odmocnim. Mam

V/167«2497»2 x/25r2 5r
S = _—_— = —,
36 36 6




Ma-Te-06-4 | List 17

U: Teraz su uz vsetky potrebné vyjadrenia zndme. Pre povrch dostavame

7\ 2 r. or
S=nmr’+m- <—) +r-(r+<) —.
2 ( 2> 6
Z: Mézem pokracovat ja? Zlomok umocnim a cleny v zdtvorke séitam. Potom scitam tri zlomky
tak, Ze ich upravim na spolocného menovatela, co je cislo 4. Nakoniec c¢isla v zlomku

vykratim. Pri tychto dpravdach mam
r? 3r or 4mr? + 7r? + 5nr? B 10mr?  5mr?

B— 2 . —— - — e — pr—
S=mnr"+mw 4—|—7T 5 6 1 1 5

U: Povrch daného zrezaného rotaéného kuzela sa da vyjadrit v tvare




Ma-Te-06-5 | List 18

Priklad 5: Zrezany pravidelny $tvorboky ihlan md objem 70 cm?®, vysku v = 6 cm a ob-

2

sah dolnej podstavy o 15 cm?® vdcst ako obsah hornej podstavy. Vypocitajte obsah hornej

podstavy.

: Vzorec pre objem zrezaného ihlana by nemal byt problém.

: Objem vypocitam podla vzorca

V:E'<S1+\/E+52>-

3

Pozndam objem, vysku, obsah Sy podstavy mdm vypocitat. Nepozndm vsak obsah dolnej
podstavy.

: Ale podla zadania tlohy vies, ako sivisi s neznamym obsahom Ss.

: Aha! Je o 15 centimetrov Stvorcovych vicsi. Zapisem si teda rovnost

Sl :SQ+15

Dosadim do vzorca pre objem a dostdvam

6
7025'(15+52+\/(15+52)~52+S2>.

Toto mdam riesit? Nevyzerd to dobre.

: Uznavam, ¢isla st trochu vicsie. Ale druh rovnice by ti mal byf zndmy. Budeme riesit

S, sa totiz vyskytuje aj vo vyraze pod odmocninou. Vyrazy
v rovnici najskor zjednodus. Potom si pripomenieme, ako riesit iracionalnu rovnicu.

. Zlomok pred zdtvorkou na pravej strane da cislo dva a v zdtvorke scitam nezndme Ss.

Rovnicu potom vydelim dvomi a dostdavam

35 =25 4+ 15+ /(52 + 15) - S,.

Na pravej strane rovnice ponechdm vyraz s odmocninou. Vietky ostatné ¢leny dam na lavi

stranu rovnice a mdm
20 — 255 = /(S5 + 15) - Ss.

N«

: Postup riesenia iracionalnych rovnic je zalozeny na odstraneni odmocnin. Dosiahneme

to umocnenim vyrazov na oboch stranach rovnice. Nezabudni vsak, ze vyraz 20 — 2S5 na
lTavej strane rovnice umoctiujeme ako

: Dobre, Ze ste to pripomenuli. Na lavi stranu rovnice by som bol napisal vijraz 20? — (252)2.

: Takze teraz to urob spravne. Umocnujeme dvojclen.
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Z: Radsej pouZijem zdtvorky a mdm

2
(20 — 25,)* = (\/SS + 1552> :

Na lavej strane vyuZijem vzorec (a + b)* = a® + 2ab + b* a vo vyraze na pravej strane sa
odmocnina s mocninou rusia. Preto dostavam

400 — 805, + 457 = Sz + 155,.

U: Mame s neznamou Ss. ktort upravime na tvar

355 — 955, + 400 = 0.

Z: Ani som si to neuvedomoval. MoZem si obsah nahradit nezndmou x ?
U: Myslim si, Ze to nepotrebujes. Ved zapisy zvladnes aj s premennou S,. Pamiitas si
?

Z: No?! Nejako mi to vypadlo. Viete, uZ dlhsi ¢as berieme iba geometriu.

U: Tak ti ho pripomeniem. Korene kvadratickej rovnice vypocitas podla vzorca

—b+Vb? — 4dac

2a

T12 =

U: Dufam, zZe koeficienty uz ur¢is sam.

Z: V tom nemdm problém. Do vzorca dosadim hodnoty koeficientov a = 3, b= —95, ¢ =400
a dostavam

S

9%+ \/(—95)2 —4-3-400 954 ,/9025 — 4800 95 + /4225
B 2-3 B 6 B 6 '
U: Cislo 4225, ktoré je pod odmocninou sa nazjva

Z: Spominam si. Urcuje pocet riesent kvadratickej rovnice. Teraz je diskriminant kladny, preto
dostaneme dve riesenia kvadratickej rovnice, a to riesenie

95 + 65 80
S = = —
2 6 3
a riesenie 95 — 65
Sy = = =5.

Zaujimave. Ulohe vyhovuji aZ dva rozne zrezané ihlany?
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U: Nie tak celkom. Na nieco si zabudol. Umocnovanie nie je

N«

. Musime urobit skagku spravnosti, alebo sa pozrieme na podmienky v rovnici

20 — 25, = 1/ S2 + 155,

pred jej umocnovanim.

. Vravite podmienky? Skisim. Viem, Ze vyraz pod odmocninou musi nadobidat neza-

porné hodnoty. Teda
S35+ 158, = 0.

Ale to urcite plati, ved obsah je kladné c¢islo. Plati teda

S2 4155, > 0.

: A ¢o vyraz na lavej strane rovnice?

: Jasné. Ved odmocnina na pravej strane dd iba kladné cisla, teda aj vijraz na lavej strane

.....

20 — 252 > 0.

CiZe obsah druhej podstavy musi byt mensi ako c¢islo desat,

SQ < 10.

80
Mam dojem, Ze riesenie 3 tejto podmienke nevyhovuje.

: M4§ pravdu. RieSenim tlohy je iba obsah S5 = 5 cm?.




Ma-Te-06-6 List 21
| |

Priklad 6: Pouvrch zrezaného rotacného kuzela so stranou s = 13 cm je S = 5107 cm?. Uréte
polomery podstav, ak ich rozdiel je 10 cm.

Z: Pre povrch zrezaného kuZela plati
S=mr?+mrs+m-(ri+r9)-s.
Po dosadeni zadangych hodnot dostavam
510m = 77} + 7ry + 7 (r1 +12) - 13,
Rovnicu vydelim redlnym cislom © a mam

510 = 7% + 73 + (11 +19) - 13.

U: To je jedna rovnica pre nezname polomery podstéav zrezaného kuzela. Podla zadania tlohy
vSak vieme, ze r; — ro = 10. Preto plati

7’1:104»7’2‘

Z: Dosadim to do mojej rovnice. Ziskam rovnicu
510 = (10 + 75)* 4+ 12 + (10 4 7o + 73) - 13.
Vyrazy na pravej strane rovnice umocnim respektive rozndasobim a dostdvam

510 = 100 + 2075 + 73 + 75 + 130 + 267.

uU: s meznamou ry upravime na anulovany tvar

r3 + 23ry — 140 = 0.

Z: Kvadratickd rovnica? Budete mi musiet pripomenit jej
U: Korene kvadratickej rovnice az? + bx + ¢ = 0 vypocitas podla vzorca

—b 4+ Vb? — 4ac

2a

./11172 =

Dufam, Ze koeficienty vies urcit.
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Z: V nasom pripade a =1, b =23 a ¢ = —140. Dosadim do vzorca a dostdvam

—23 £ /232 — 4-1-(—140)
o = 2.1 .

Radsej to rozdelim na dva pripady. Po umocneni a vyndsobeni c¢isel pod odmocninou pre
prvy koren kvadratickej rovnice dostdavam

234629560 23441089 -23+33

] 9 9 9 J.

Druhy koren vypocitam analogicky. Znamienko plus pred odmocninou vo vyraze v citatels

sa vsak zmeni na minus. Preto to skratim a mam

—23-33
5 =

Ty = —28.

Moze byt toto c¢islo riesenim?
U: Rozmyslas spravne. Cislo —28 nie je riesenim tlohy. To preto, lebo polomer podstavy musi
byt vyjadreny kladngm redlnym ¢islom.

Z: Zatial teda viem, Ze polomer hornej podstavy je ro = 5 cm. Polomer dolnej podstavy je
o desat centimetrov vicsi, teda ri = 15 cm.




