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Objem a povrch gule
RNDr. Marian Macko

: Gulu a gulovii plochu méZeme definovat ako analdgie istych rovinnych geometrickych

atvarov.

: Mdte na mysli kruznicu a kruh?

: Ano. Gula je priestorovou analégiou kruhu. Cim je dany v rovine jednoznac¢ne kruh?
: Stact zadat stred S kruhu a polomer r kruhu.

: Spomenies si na definiciu kruhu?

. Pokusitm sa o to. Kruhom nazyvame mmnoZinu vsetkych bodov v rovine, ktoré maju od

daného bodu S vzdialenost mensiu alebo rovni polomeru r.

: Treba eSte uviest, ze spominany bod S je stredom kruhu. Definiciu pojmu gula vytvoris

velmi jednoducho. Staci, ak v definicii kruhu nahradis slovné spojenie v rovine spojenim
v priestore.

: To znamend, Ze gulu mdm chdpat ako mnozinu vSetkych bodov v priestore, ktoré

maji od daného bodu S vzdialenost mensSiu alebo rovnii kladnému realnemu
¢islu r.

: Presne tak. Bod S nazyvame stred gule a kladné realne cislo r predstavuje polomer

gule.

. Ak by sme zobrali iba body, ktorych vzdialenost od stredu gule by bola rovnd polomeru gule,

tak by sme dostali povrch gqule?

: Nie. Je to hranica gule, ktort nazgvame gulovd plocha.

: Aha! To je ako kruznica, ktord ohranicuje kruh.

: Mas pravdu. Navyse to stvisi aj s povrchom gule. Obsah gulovej plochy vyjadruje

povrch gule.

N«

: Gulu méZeme definovat aj ako rotacné teleso. Mas predstavu, rotaciou akého rovinného

geometrického utvaru vznikne gula s polomerom 77

: Zobral by som kruh s polomerom r. Os rotacie by vSak musela prechddzat stredom S

kruhu.
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: 180°

U: Kruh by sme otocili okolo osi o uhol 180 stuptov.

Z: Mozno by stacilo zobrat polkruh, ale musel by sa otocit o 360 stupriov.

U: V tomto pripade by os rotacie musela obsahovat priemer polkruhu.

o)
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U: Predstav si teraz, Ze by sme zostrojili rez gule rovinou kolmou na os rotacie. Co by sme
dostali?

Z: Boli by to kruznice s roznym polomerom. V dvoch krajnych pripadoch by sme dostali iba
jeden bod.

U: Pozor! Gula je teleso. Patria jej aj vonutorné body. Rezom buda preto kruhy, nie kruznice.
To, o roznosti ich polomerov si uviedol spravne. Kedy bude rezom gule kruh s najvacsim
polomerom?

Z: Najvicsi polomer kruhu dostanem, ak rovina rezu bude obsahovat stred gule.
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: Kruznica, ktora ohranicuje tento najvacsi kruh sa nazyva rovnik gule.

: Ale, to je ako v geografii, ked zoberiem globus Zeme.

: Aj pomenovanie pre kruznice ohranicujice ostatné kruhy, ktoré st rezmi gule rovinami

kolmymi na os rotécie, je identické s poznatkami z geografie.

. Mdte na mysli rovnobezky?

: Ano. Presnejsie by bolo, keby sme rovnobezky charakterizovali ako kruznice, ktoré st

prienikom gulovej plochy a roviny kolmej na os rotdcie gule. Spominand gulova
plocha je pritom hranicou gule.

V geografii sme rozprdavali aj o poludnikoch Zeme. Viem, Ze Zem nie je presnd gula, ale
existuje nieco podobné aj na quli?

: Iste si spominas, ze poludniky Zeme vymedzuji casové pasma. Tento pojem sa samoz-

rejme da definovat aj na guli. Poludnikom gule nazyvame prienik gulovej plochy
s rovinou, ktora obsahuje os rotacie kruhu, otocenim okolo ktorej gula vznikla.

Budi to teda kruinice?

: Tak ako rovnobezky, aj poludniky st kruznice. Rozdiel je ale v tom, ze vSetky poludniky

maju rovnaky polomer. Vsetky poludniky sa navyse pretinaji v dvoch spolo¢nych bodoch.

: Aha! Madte pravdu. Je to dost analogické s geografiou. Tymito bodmi siu severny a juiny

pol Zeme.

: Pomenoval si ich spravne. Pozri sa este raz na obrazok. Jednym z poludnikov je aj kruznica

ohranic¢ujica kruh, rotaciou ktorého gula vznikla.
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Z: Ako vypocitame objem gule?

U: Objem gule vypoc¢itame podla vzorca
V =—mrd,

kedZe gulu charakterizuje iba jej polomer r.

Z: Ako sa na to prislo?

U: Jednym zo sposobov ako odvodit vzorec na vypocet objemu gule, je pouzit Cavalieriho
princip.

Z: To pocujem prvy krat. Mohli by ste ho vysvetlit?

U: Podla Cavalieritho principu, ak existuje takd rovina, ze kazda rovina s nou rovnobezna
pretne dve telesd v rovinnych geometrickych ttvaroch s rovnakym obsahom, tak tieto
telesd maju rovnaky objem.

Z: Co to znamend v nasom pripade? Ktoré druhé teleso mdte na mysli?

U: Vytvorime ho. Ale tak, aby sme splnili predpoklady Cavalieriho principu. V tom ti vSak
musim pomdct. Nie je to jednoduché zalezitost. Predstav si Stvorec so stranou 2r, kde r
je polomer gule. Uhlopriecky rozdelia Stvorec na Styri ¢asti. Dve z nich nechame rotovat
okolo vyznacenej osi na obrazku. Su to tie, ktoré sme vyfarbili.
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Z: Tak na to by som sdm neprisiel.

U: Dolezitejsia bude dalsia ¢ast rieSenia. Musime sa najskor presvedcit, ¢i existuje takd rovina,
7e kazda rovina s mnou rovnobeznd pretne gulu a nové teleso v rovinngych utvaroch
s rovnakym obsahom. Tusis, akd by to mala byt rovina?

Z: Vyskisal by som rovinu kolmu na os rotacie gule a os rotdcie toho druhého telesa.

U: M4as pravdu. Vyskasajme teda rovinu, ktorej vzdialenost od stredu gule je x. Tak4 ista
bude aj vzdialenost roviny od priesec¢nika uhlopriecok v rotujicom Stvorci. Aké rovinné
utvary vzniknu ako prieniky?

lo lo
L /_t_\ 777777777777 L L
x x
S

Z: Na guli by to mal byt kruh. V pripade druhého telesa netusim, c¢o bude prienikom.

U: Dana rovina pretne utvar, rotaciou ktorého druhé teleso vzniklo, v dvoch tseckach. Po
akych drahach okolo osi otacania sa pohybuju najvzdialenejsie body tychto tseciek?

Z: Jasné! Ved ich vzdialenost od osi otdcania je vidy r. Pohybuji sa po kruznici s polomerom
r. Aj ostatné body tiychto useciek sa pohybuju po kruzniciach, ale s mensimi polomermi.
Uz to mdm. Prienikom bude medzikruzie. Ale aky bude polomer wniutornej kruznice
medzikruzia?




Ma-Te-05-T | | List 6

U: Tak sa pozrime na obrazok este raz. Uhlopriecka Stvorca zviera s tiseckou, ktora je prie-
nikom $tvorca a uvazovanej roviny, uhol 45 stuptniov. Vzdialenost roviny od priesecnika
uhlopriecok je x. Vznikol pravouhly trojuholnik, ktorého jeden vnutorny uhol mé velkost
45 stupiiov a jedna odvesna dizku x. Tusis, aka dlha je druha odvesna?

Z: Teraz u? dno. Md tie? diZku rovnii x.

U: Preco?

Z: No ved trojuholnik je navyse rovnoramenny a pravouhly. Treti uhol md tieZ velkost
45 stupriov.

U: Polomer vonkajsej kruznice medzikruzia je r a polomer vnitornej kruznice medzikruzia je
x. Ako vypocitas obsah medzikruzia?

Z: Ako rozdiel obsahov kruhov. Od obsahu kruhu ohraniceného vonkajsou kruznicou od-
ratam obsah vnutorného kruhu. Preto plati

S = 7mr? — ma’.
U: Vratme sa k obsahu kruhu, ktory je prienikom danej roviny a gule. Vie§ vyjadrif jeho

obsah?

Z: Ale nepozndm jeho polomer y.
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U: Ned4 sa vyjadrif pomocou polomeru r gule a vzdialenosti x stredu gule od roviny?

Z: Aha! V pravouhlom trojuholniku sa dd vyuZit Pytagorova veta. Preponou pravouhlého
trojuholnika je polomer r gule. Preto plati

Y =r? —2?

U: Obsah kruhu s polomerom y, ktory je prienikom gule s uvazovanou rovinou vyjadrime,
v tvare
S=mny*=n-(r*—2*) =nar? — ma?

Z: Ale to je to ist€ ako pre medzikruzie.

U: KedZe obsahy st rovnaké a telesd maju rovnaké vysky, splnili sme predpoklady Cavalieriho
principu. Objem gule bude taky isty ako objem telesa, ktoré vznikne rotaciou casti nami
uvazovaného Stvorca.

U: Podme vyjadrit objem telesa, ktoré vznikne rotaciou dvoch ¢asti nami uvazovaného stvorca
so stranou 2r, kde r je polomer gule. Mas predstavu ako teleso vyzera?

Z: Mdm dojem, Ze je komplikovanejsie ako gula. Ale netusim, co za teleso to je.

U: Co vznikne rotéciou §tvorca so stranou 2r by si vsak mal vediet.

Z: To je lahké. Rotdciou celého $tvorca vznikne . Jeho vyska bude v, = 2r
a polomer podstavy rotacného valca bude r, = 7.

U: KedZe nerotuje cely $tvorec, tak nieco v tom valci bude chybat. Kazdy bod nami rotujiceho

Utvaru sa predsa pri otacani okolo osi pohybuje po kruznici. Polomery kruznic mozu byt
pre rozne body rozne. Aké teleso by vytvorili body dvoch nevyfarbenych pravouhlych
trojuholnikov v Stvorci?
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Z: Jasné! Vo wvalci budi vyvitané dva rotacné kuzele so spoloénym wvrcholom. To preto,
lebo rotdciou pravouhlého nevyfarbeného trojuholnika okolo odvesny vznikne rotacny kuzel.
Ved vysledné teleso bude vyzerat ako presypacie hodiny.

U: Pekne si to pomenoval. Kazdy z tychto dvoch kuzelov ma podstavu s polomerom 7, = r
a pre telesovi vysku plati v, = r. Teraz uz nebude problém vyjadrit objem presypacich
hodin.

Z: Teraz je to uz lahké. Objem vypocitam ako rozdiel objemu rotac¢ného valca a dvojnd-
sobku objemu jedného rotaéného kuZela. Preto plati

V=V,-2V.
U: Pripomenmeniem ti, Ze objem rotacného valea vypocitag podla vzorca V, = mr?v,. Pre

objem rotacného kuzela plati vzorec V), = gm’,%vk.
Z: Po dosadeni hodnot za polomery podstav a vysky dostavam

2 3

1 2
V = mrjv, =2 garjug = mr® - (2r) = S er = 2mr® — S,
U: Oba cleny upravime na zlomky so spoloénym menovatelom. Je to ¢islo tri. Objem sa da
preto upravit na tvar
6 2 4
V=—-nrd— Zard =~
3 3 3
Na zéaklade Cavalieriho principu sa preto aj objem gule da vyjadrit v tvare

4
V= gm“?’.

Z: Dost komplikované odvodenie. Mdam to vediet?

U: Pri rieSeni tloh vyuzijes iba vzorec pre objem gule. V odvadzani si vSak mal moZnost vidiet
spojitost medzi objemami roznych telies. Pripomenul si si aj ostatné rotacné telesa.
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Z: Este mi prezradte, ako vypocitam povrch gule.

U: Povrch gule vypocitas podla vzorca
S = dmr?.

Je to ako, keby gulovii plochu, ktora je hranicou gule, tvorili $tyri kruhy s polomerom 7.
Obsah jedného kruhu je totiz wr?2.

Z: Aj tento vzorec budeme odvddzat?

sa d4 odvodit, napriklad vyuzitim integralneho poctu. Ale o integraloch, ktoré k tomu
potrebujes, asi zatial nemas vedomosti. Treba povedat, Ze aj vzorec pre objem gule sa da
odvodit vyuzitim integralneho poctu.
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Priklad 1: Kocke s hranou dizky a je vpisand gula. Kolko percent objemu kocky predstavuje

c
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objem gule?

: M4s predstavu o tom, ako vyzera gula vpisana do ?

: Nemala by vycnievat nad kocku. Mala by sa teda dotykat stien kocky.
: 'V ktorych bodoch?
: Gula sa dotyka steny kocky v strede steny. Dotykovym bodom je priesecnik uhlopriecok

stvorca, ktory je stenou kocky.

H G
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: Ktory bod kocky je stredom gule vpisanej do kocky?

: Vzhladom na to, Ze kocka a gula su symetrické telesd, stredom gule bude stred kocky.

: Co je stred kocky? Skis tento bod $pecifikovat presnejsie.

s Stred kocky ziskam ako priesecnik telesovych uhlopriecok kocky. Bude to stred uhlopriecky

BH.

: Zostava nam urcit polomer gule, ktord je do kocky vpisand. Poznas stred gule a vies,

v ktorych bodoch sa gula dotyka stien kocky.

: Polomerom gule bude polovica dizky hrany kocky. Preto plati

a
r=—.
2

: KedZe tlohou je vypocitat, kolko percent objemu kocky je objem gule, potrebujeme vyjadrit

objemy tychto telies. Zacni objemom kocky.

: Kocka md hranu dlZky a, preto jej objem vypocitam podla zndmeho vzorca

‘/}s,‘ - aS'

a
: Polomer gule je r = 3 Ako vieme, objem gule vypocitame podla vzorca

4 .
V, = —mr’.
g Sﬂ-

Dosad za polomer gule a vyjadri objem pomocou dizky hrany kocky.
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Z: Po dosadeni dostdvam

V—de A0y S T

3 3 3 8 6

2

Zlomok som umocnil a potom som zlomky vykrdtil.

U: Objemy oboch telies si vyjadril pomocou dizky hrany kocky. Ako zisti§ kolko percent
objemu kocky predstavuje objem gule?

N«

: Pouzijem trojclenku. Objem kocky V. = a® predstavuje sto percent. Pocet percent, ktoré
prislichaji objemu gule V, = ?/, oznacim ako nezndmu x.

U: M4s pravdu. Cim je objem gule mensi ako objem kocky, tym menej percent z objemu

kocky predstavuje. Medzi percentami a objemami je priama timera. Ako sa to d4 zapisat?

Z: Pomer objemov must byt rovnaky, ako je pomer percent, ktoré im odpovedaji. Preto plati

3

™a
T 6
100 a3’

U: Vypocitat nezndmu x by pre teba nemal byt problém.
Z: Rovnicu vyndsobim stomi a dostavam

7T(l3

_ 6

Upravim zloZeny zlomok a vyraz a® vykrdtim. Pocet percent bude vyjadreny &iselngym viy-
razom
L 100="" 100
6 ad 6

U: Priblizna hodnota tohto vysledku je asi 52 percent.

Z: Zaujimave. Objem gule predstavuje priblizne polovicu objemu kocky.

Uloha : Kocke s hranou dliZky a je opisand qula. Kolko percent objemu kocky predstavuje
objem opisanej gule?

Vysledok: 272 percent
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Priklad 2: Gula a kocka maji rovnaky povrch. Uréte pomer ich objemov.

c

Ne C N

: Nemam rdd ulohy, v ktorych nie si zadané éiselné idaje. Potom neviem, ¢o mdm robit.

: Skuis analyzovat postupne kazd informéciu v zadani tilohy. K ¢omu sltzi informécia z prvej

vety zadania?

. Gula a kocka maju mat rovnaky povrch. Ale stale neviem, k comu ma to dovedie.

: Nemaj obavu. V procese rieSenia sa to ukaze. Mas predsa porovnat povrchy dvoch telies.

Tak ich vyjadri!

. Toto nie je problém. s hranou diZky a vypocitam podla vzorca S, = 6a’

a pouvrch gule viem vyjadrit pomocou jej polomeru r. Pre povrch gule plati vzorec S, = 4mr?.

: A v ¢om vidis problém pre dalsie rieSenie?

: Keby som poznal povrch kocky, tak si vypocitam polomer gule. Povrchy siu rovnakeé, preto

ich dam do rovnosti.

: No vidi8! V poslednej vete si povedal myslienku dalsieho rieSenia. Rovnica, ktoru ziskas,

nam poslizi na vyjadrenie dizky hrany kocky pomocou polomeru gule alebo naopak.

: Aha! CiZe v takychto lohdch mdm jeden rozmer vyjadrif pomocou druhého?

- Ano. Urob to.

: Porovnanim povrchov ziskam rovnicu

6a’® = 4rr?.

Vyjadrim si dizku hrany a kocky. Rovnicu vydelim ¢islom 6 a odmocnim. Ziskam vztah

G_MQ—?T r

: Po odstraneni odmocniny z ¢isla 3 v menovateli zlomku sa dizka hrany kocky dé vyjadrit

VAl
v tvare a =

- r. Toto vyjadrenie vyuzijes pre objem kocky.

: Tretia mocnina realneho cisla x je skrateny zapis x

sa dd vyjadrit v tvare V), = a®. Po dosadeni za hranu a kocky dostdvam

— 3
Vk:a?’:(%W") .

Ako to upravim?
3 = g-2-2. To isté vyuZijeme pri tiprave

vyrazu, ktory vyjadruje objem kocky a dostavame

A/ 61 VAl A/ 61 2w -6 4
= V— Yt — e — = — . 7,

Vi 3 3 3 9

Aky je objem gule s polomerom r, to by si mal vediet.
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: Pre objem gule s polomerom r plati vzorec
4
Vy = —7r3.
73

U: Zostava nam posledné c¢ast rieSenia tilohy. Vypocitat pomer objemov kocky a gule.

Z: Objemy ddm do pomeru a dosadim ich vyjadrenia. Pre pomer objemov dostdvam

Vi 9
v, 4 s
3

Po vykrdteni ¢isel a vijrazu 3 bude pomer objemov vyjadreny v tvare

Vk vV 6m

V, 6

V6
Pomer objemov je vyjadreny v tvare T

U: Z vypoctu je zrejmé, ze pomer objemov kocky a gule za danych podmienok nezavisi od
¢iselnych hodno6t hrany a kocky a polomeru r gule. Dolezité ale je, aby povrchy tychto
telies boli rovnaké. Tak, ako je to povedané v zadani tlohy.
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Priklad 3: Tri kovové gulocky s polomermi 3 cm, 4 cm a 5 cm sme roztavili a zliali do jednej
gule. Aky ma povrch?

U: Na akej myslienke zalozime riesenie tilohy?

Z: No, ked mdm vypocitat povrch novej qule, tak asi zrdatam povrchy dangch troch qulocok.

U: Co sa, z hladiska fyziky, v procese tavenia a zliatia kovovych gulécok zachova? Povrch
alebo hmota?

Z: Mala by sa zachovat hmota.

U: Hmotu charakterizuje hmotnost, a td4 ako vieme z fyziky stvisi s objemom. V takychto
procesoch tavenia a liatia sa zachovava objem.

Z: Jasné! Madte pravdu. Novd gula bude mat objem, ktory je suctom objemouv danych kovovyjch
gulocok. Preto plati
V=Vi+V+V,
kde V' je objem novej gule.
U: Vies$ vyjadrit objemy kovovych gulock a objem gule, ktora z nich vznikla?
Z: Vzorec pre objem gule je predsa

4 .
V = —mrd.
3

U: Ozna¢ symbolom r polomer gule, ktord vznikla zliatim a polomery kovovych gulocok
predsa poznés.

Z: Polomery su dané v zadant ulohy. Pre objemy preto dostdvam

4 4 4 4
§7r7’3 = gﬂri’ + g?ﬂ“g’ + §7T7"§.

) . 4 .
Z: Vo vyrazoch na lavej a pravej strane sa v kazZdom ¢lene nachddza viraz —m. Preto rovnicu
3

predelim tymto vyrazom. Polomer gule bude vyjadreny v tvare

=0 s 4l
U: Dosad zname hodnoty polomerov guldcok a vypocitaj r.

Z: Po dosadeni dostdvam
rd =3+ 4% 4 5%

Cisla na pravej strane rovnosti umocnim, séitam a mdm

r® =27+ 64 + 125 = 216.
U: Polomer gule je uréeny treftou odmocninou z ¢isla 216, ¢o je ¢islo 6:

r=+v/216 = 6 cm.

Vypocitat povrch novovytvorenej gule uz nebude pre teba problémom.
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Z: Povrch gule vypocitam podla vzorca
S = 4mr®.

Vipoéet je velmi jednoduchy. Za polomer dosadim c¢iselni hodnotu 6, umocnim a éisla
vyndsobim. Dostdvam
S =dr-6° = 4m - 36 = 1447.
U: Povrch novovytvorenej gule je 1441 centimetrov Stvorcovych.
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Priklad 4: Do rovnostranného kuZela s priemerom podstavy d je vpisand gula. Vyjadrite
objem a povrch gule.
Z: Mohli by ste mi vysvetlit, aky je to rovnostranny kuzel?

uU: rovnostranného je rovnostranny trojuholnik. Strana s kuzela je
rovnako dlhéa ako priemer podstavy.

: Aha! Priemerom podstavy kuZela je strana AB rovnostranného trojuholnika.

C N

: M&S predstavu, aky geometricky ttvar bude stredovym rezom gule vpisanej do kuzela?
: Mal by to byt kruh.

: Mézes ho charakterizovat presnejsie?

Ne C N

: Do kuZela mdm vpisat gulu. Pozeram sa na to ako na situdciu v rovine. V osovom reze
kuZela sa to prejavi tak, Ze vpiSem kruh do rovnostranného trojuholnika ABV .

U: Ktory bod bude stredom vpisanej gule?

Z: Stredom gule bude priesecnik vysok trojuholnika ABV , ktory je osovym rezom kuZela.

U: V tomto pripade mas pravdu. Vieme, zZe stred kruznice vpisanej do trojuholnika zostrojime
ako priesecnik osi vnutornych whlov trojuholnika. V rovnostrannom trojuholniku je
os vnutorného uhla totozna s vyskou, ale aj taznicou na dant stranu. Tato vlastnost vSak
vo vSeobecnosti neplati.
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: Vedel by si urcit polomer vpisanej gule?

: Neviem, aku cast vysky na stranu rovnostranného trojuholnika mdm zobrat.

: Este raz ti pripomeniem, Ze vyska na dani stranu rovnostranného trojuholnika je totozna

s taZnicou na tato stranu. Priesecnik vySok je aj taZiskom rovnostranného trojuholnika.

. Tak, teraz je to u? jasné. Tazisko rozdeluje taznicu na dve casti, ktorych dizky si v pomere

2 : 1. Polomer vpisanej kruznice, a teda aj gule, bude jedna tretina taznice.

: To znamen4, ze polomer gule bude tretinou vysky rovnostranného trojuholnika. Vysku

vypocitas z pravouhlého trojuholnika BSV s pravym uhlom pri vrchole S.

: Prepona md dlzku |VB| = d a odvesna SB md polovicni velkost. To preto, lebo tisecka

SB predstavuje a dany je priemer podstavy d. Na vypocet vysky
SV wvyuzZijem Pytagorovu vetu

Zlomok umocnim a c¢leny na pravej strane upravim na spoloéného menovatela, co je ¢islo 4.
Po odcitani clenov na pravej strane dostavam
, d* 4d*—d*  3d?

e

: Pre vysku kuzela po odmocneni dostavame

V3d

v = ——.
2

N«

uU:

: Aky bude polomer gule?

: Povedali sme, Ze je tretinou vysky. Preto plati

Po dosadent vyjadrenia pre vysku kuZela dostdvam

_
B

Tg

Vyjadrit objem a povrch gule uz nebude problém. Ako vypocitame objem gule?
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Z: Objem vypocitame podla vzorca
4
V = —mrs.
3 g
Za polomer gule dosadim odvoden€ vyjadrenie, vyraz umocnim a ¢isla vykratim. Pre objem
gule dostavam

V=37 3 216 54

4 <\/§d>3 4r 3VBE 3rd?
3 T3 B '

U: Zvladas to v pohode. Dufam, Ze takto lahko zvladnes aj vyjadrenie povrchu gule.

Z: Vzorec na vypocet povrchu gule ma tvar
S = 47Tr§.

Dosadim vyjadrenie polomeru gule, umocnim a cisla vykrdtim. Pre povrch gule dostdvam

2
V3d 3d2  7wd?
S—dr. [ V20) —yp. 28 T
m ( 6 T36 T 3

U: Za predvedené vypocty fa mozem iba pochvalit.
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Priklad 5: Do rovnostranného valca je vpisand gula a kuZel. Podstava kuZela je totoZnd
s podstavou wvalca, vrchol kuZela je v strede druhej podstavy valca. Urcte pomer objemov
tychto troch telies.

U: Vychodiskom tlohy je rovnostranny valec. Ako by si ho charakterizoval?

Z: Ak je valec rovnostranny, tak priemer jeho podstavy by mal byt rovnaky ako strana

valca.
U: Navyse vieme, ze v kazdom je strana valca rovnaka ako vyska. Plati teda
Uy = 27%.
je stvorec, ktorého stranou je priemer podstavy valca.

|0

\

|

I

\

\

\

} Uy =27,
\

\

\

1

Ty | Ty
\
Z: Vyjadrim si podla vzorca
.2,
Vi = vy,

Vyska valca je dvojnasobkom polomeru jeho podstavy, preto plati

2 2 (9, ) — 903
V, =mriv, = wr; - (2r,) = 277},

U: Aj objemy zvysnych dvoch telies vyjadrime pomocou polomeru r, podstavy valca. Mas
predstavu, aky bude polomer gule vpisanej do rovnostranného valca?

Z: V osovom reze valca sa gula zobrazi ako kruh vpisany do Stvorca so stranou 2r,. Polomer
gule bude rovnaky ako polomer podstavy valca. To preto, lebo je polovicou strany Stvorca.
Preto platt

Tg = Ty.
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U: Mo6zeme teda vyjadrit aj objem gule.
Z: Objem gule vypocitam podla vzorca

4
Vo = gTHZ

Za polomer gule dosadim polomer podstavy valca a dostavam

4
V, = —mrd.
g SWTU

U: Do valca je vpisany aj . Zadanie ulohy popisuje akym sposobom.

o

Vg =y

T'k="Ty
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Podstava kuZela je totoind s podstavou valca. Polomery podstdv si preto rovnaké a plati
T = Ty.
KedZe vrchol kuZela je v strede druhej podstavy valca, vysky tyjchto telies budi tieZ rovnaké

Vi = Uy = 27,.

: Ni¢ nebrani tomu, aby si vyjadril . Difam, ze vzorec pre objem poznas.

: Je to podobné objemu valca s rovnakymi rozmermi. Objem kuZela je viak tretinou objemu

takéhoto valca. Preto plati

1 1 2
Vi = gﬁr'ivk = gm’g - (2ry,) = gm"fj.

N«

N«

N(

: NasSou tlohou je vypocitat pomer objemow tychto troch telies.

: Ako to zapisem, ked pomer je zlomok, a do zlomku vyuZijem objemy iba dvoch telies?

: Pomer mozes zapisat aj v riadku, v tvare V, : Vj : V;, tak ako zapisujes napriklad pomer

velkosti vntutornych uhlov trojuholnika

a:f:y=1:3:2.

: Aha! Zapisem to teda takto a dosadim vyjadrenia objemov. Pre pomer objemouv plati

4 2
Vi Vg V=23 §7TTS : §7TTS'

To je vysledok? Nevyzerd to pekne.

: Pomery sa daji kratif alebo rozsirovaf. Tak ako zlomky. Pomer 12 : 18 : 6 kratenim

¢islom 6 upravime na tvar 2 : 3 : 1. Pozri sa na vyrazy v pomere objemov danych troch
telies. Maju tieto vyrazy nieco spolo¢né?

: Vo vyjadreni objemu kaZdého telesa sa vyskytuje vijraz wre. Vykrdtim ho a dostdvam

4 2
Vet Vi Vie=2:-1: 2.
R T

: Tento pomer rozsirime tromi, aby sme odstranili zlomky. Preto dostavame

ViV Vp=6:4:2=3:2:1.

Pri poslednej uprave pomeru sme pouzili kratenie dvomi.

.....
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Priklad 6: Kocke s hranou a = 4 cm opiseme a vpiSeme gulu. Vypocitajte rozdiel objemov

N«

tychto guli.

: Uvedom si, od ¢oho zévisi objem gule.

Vzorec na vypocet objemu gule md tvar

4
V= 371'7“3,

kde r je polomer gule. To znamend, Ze objem qule zdvisi iba od jej polomeru.

: Aby si tlohu vyriesil, potrebujes vypocitat polomer gule vpisanej do a polo-

mer gule kocke opisanej. Zatnime vpisanou gulou. Mas predstavu, kde ma stred a ¢o
znamena, ze je vpisana do kocky?

kocky je jej stred. Gula je tieZ . Preto stredom gule
vpisanej do kocky bude stred kocky. Vpisand gula by sa mala dotykat povrchu kocky.

: Nie povrchu, ale hranice kocky, teda jej stien. Ak vyuzije§ symetriu, tak Tahko urdis,

v ktorom bode sa gula dotyka stien kocky.
Vo vrcholoch kocky?

: Nie. Pozri sa na to radsej z hladiska rovinnej analdgie. Zober si Stvorec a kruh vpisany do

stvorca. V ktorych bodoch sa kruh dotyka stran stvorca?

To je jednoduché. Dotykovymi bodmi kruhu siu stredy stran Stvorca.

: No vidig! Kocka a gula su priestorovymi analégiami Stvorca a kruhu. Akurit namiesto

strany Stvorca musi$ teraz zobrat stenu kocky.

: Jasné. Gula vpisand do kocky sa jej bude dotykat v stredoch stien kocky.

H G

AT
F /#T+A

s R

D _/__/_ C

l:)///
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: Polomer tejto gule je preto dany vzdialenostou stredu kocky a stredu ktorejkolvek steny.

To preto, lebo stred kocky je stredom vpisanej gule. Vies urcit velkost polomeru?

: Bude to polovica hrany kocky, cize plati

rv:2:2cm.
2

: Vypocitaj objem gule vpisanej do kocky.

: Do vzorca na vypocet objemu gule dosadim za polomer gule hodnotu dva a dostdvam

cC N C

N

N«

: Pozrime sa teraz na stred a polomer gule kocke opisanej.

: Stred bude ten 1sty, lebo telesd su stredovo sumerné.

: A ¢o polomer? Ktorymi bodmi kocky prechadza gula? Opét si pomoZ rovinnou analégiou,

Stvorec a kruh stvorcu opisany.

: Teraz ste mi naSepkali aZ prilis. Gula opisand kocke bude prechddzat vetkymi vrcholmi

kocky. Ved aj kruh opisany Stvorcu obsahuje vrcholy $tvorca.

: Aky bude polomer tejto gule?

. Ak stred kocky je stredom gule a hranica gule prechddza vrcholmi kocky, tak polomer gule

bude polovicou telesovej uhlopriecky EC. Stred gule S je totiz aj stredom tejto uhlopriecky.

H G

A a B

: Na vypocet dlzky telesovej uhloprie¢ky EC vyuzi pravouhly trojuholnik EAC s pravym

uhlom pri vrchole A.

. Nepozndm viak dizku odvesny AC. Moment ... Ved usecka AC je preponou v dalsom

pravouhlom trojuholniku. Je nim trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole B. Najskor
si teda vypocitam dizku tsecky AC z trojuholnika ABC. Odvesny tohto trojuholnika magji
dlZku 4 centimetre, lebo st hranami kocky. Pre trojuholnik plati Pytagorova veta v tvare

|AC| = Va? + a?.

Po dosadent ciselnej hodnoty dostdvam

|AC| = V42 + 42 = \/16 + 16 = V/32.
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uU:

Vidim, ze zvladnes aj vypocet telesovej uhlopriecky kocky. V trojuholniku FAC uz poznas
dlzky oboch odvesien.

: Aj v tomto trojuholniku vyuZijem Pytagorovu vetu, teraz v tvare

|EC| = \/]AE[ + |ACP.

Dosadim ciselné hodnoty a dostdvam

BC| = [+ (V32) = VI6§ 82 = V8.

N«

: Cislo 48 sa da zapisat ako stéin dvoch ¢&isel, ¢isla 16 a &sla 3. Preto pre dizku telesovej

uhlopriecky kocky po ¢iastoc¢nom odmocneni dostavame
|EC| = V16 -3 =16 - V3 = 4V/3.

Dlzka telesovej uhlopriecky kocky je vizdy nasobkom éisla v/3 a dlzky hrany kocky.

: Polomer gule opisanej kocke bude polovicou tohto vysledku. Preto plati

ro = 2v/3 cm.

: Mozes vypocitat objem tejto gule.

: Pre objem tejto gule plati

4 4
V, = gm“g =37 (2v/3)3.

Ako mdm druhid odmocninu z ¢isla tri umocnit na tretiu?

: Tretia mocnina je vlastne stic¢inom dvoch ¢lenov. Jeden je zaklad tretej mocniny

a druhy ¢len je jeho druhou mocninou. Vsimni si, Ze druhd mocnina a druh& odmocnina
sa navzajom zrusia. Pre objem gule po tychto vypoctoch plati:

Vo= g (2VB) - (2vB) = or - (4-3)- (2V5)

Pokrac¢uj v dalsich vypoctoch.

. Trojky vykrdtim a zvysné c¢isla mi staci vyndsobit. Preto objem gule opisanej kocke je

V, = 32V/3r.

: A sme krocik od vysledku tlohy. Mame vypodcitat rozdiel objemow gule, ktora je kocke

opisand a gule do kocky vpisanej.

: Ved to uz mie je problém. Odéitam c¢iselné hodnoty objemov, ktoré sme vypocitali a dostdvam

2
AV:VO—VU:32\/§7T—3T7T.

Da sa to este rozumne upravit?
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U: Vysledok méze byt zapisany v tvare jedného zlomku. Jeho menovatelom je ¢islo 3. V ¢itateli
zlomku sa dé vybrat pred zatvorku redlne ¢islo 327. To znamenad, Ze vysledok moze byt
zapisany aj takymto tvarom

C3-32vBr—32r  327(3vV3-1)

AV = cm”.
3 3
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Priklad 7: Do kuZela, ktorého strana zviera s rovinou podstavy uhol @ = 60°, je vpisani gula

s objemom % cm?®. Vypodcitajte objem kuZela.

U: Kde bude uhol 60 stupnov, ak sa pozrieme na , ktorym je

C N

N«

trojuholnik ABV'?

. Je to uhol VAB, lebo usecka AV je a usecka AB priemerom jeho podstavy.
: Aky bude trojuholnik ABV'?
: Aha! Aj usecka BV je stranou kuZela, preto aj uhol V BA md velkost 60 stupriov. Ale aj uhol

pri vrchole V' bude mat ti isti velkost, lebo siucet velkosti vniutornich uhlov trojuholnika je
180 stupriov. To znamend, Ze trojuholnik ABV je rovnostranny.

: Tento poznatok ndm dava moznost vyjadrit vztah medzi rozmermi rota¢ného kuzefa.

: Priemer podstavy rotacného kuZela je rovnaky ako jeho strana s. Preto plati

s = 2ry.

: Z pravouhlého trojuholnika ASV mozes vyjadrit vysku rotacného kuzela tiez pomocou

polomeru podstavy kuzela.
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Z: Vyuzijem Pytagorovu vetu v tvare

§? = rﬁ + Ui.

Za stranu s kuZela dosadim vyjadrenie s = 2r, a zo ziskaného vztahu vyjadrim viyjsku
kuzela. Preto dostdvam

2 2 2

(2rg)* = ri; + vy,
2 _ .2, 2
dry =1 + vy

Odéitam druhi mocninu polomeru podstavy kuZela a odmocnim

Vg = \/47“]3 — r,% = \/37“2 = \/gm

U: Dobre. Rozmery rotacného kuzela sme vyjadrili. Vies, ako s tymito rozmermi stivisi polomer
gule, ktora je do kuzela vpisana?

Z: Vobec netusim. Mohli by ste mi poradit?

U: Rezom gule je kruh vpisany do rovnostranného trojuholnika, ktory je

. Rez gule obsahuje jej stred. Vies urcit, ktory bod trojuholnika je stredom
gule?

N«

: Stredom gule by mal byt priesecnik vysSok trojuholnika, lebo trojuholnik je rovnostranny.

: Spravne. Priesecnik vysSok je zaroven stredom kruhu vpisaného do rovnostranného troj-
uholnika. A akt dlzku bude mat polomer gule?

c

Tretinu vysky?

cC N

: Preco si to myslis?

N(

Tipol som st.

c

: V podstate si sa trafil. Zdovodnime to tym, Ze v rovnostrannom trojuholniku je vyska na
stranu zaroveni faZnicou. Priese¢nik vysok je teda aj faZiskom trojuholnika. Ako vieme,
taZisko rozdeluje taznicu na dve ¢asti, ktorych dizky s v istom pomere. Vies, v akom st
pomere?

Z: Uz si spominam. Cast taznice prislichajica k strane je tretinou dlzky faznice. Druhd
cast je dvakrdt dlhsia.
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U: Vyska rotacného kuZela sa d& vyjadrit ako trojnasobok polomeru gule do kuzela vpisanej.
Plati
v = 3ry.

U: K tomu, aby sme urcili rozmery rota¢ného kuzela, potrebujeme vycislif polomer gule.
Potom budeme vediet vypocitat aj . Vieme urcit polomer gule?

Z: Zo zadania ulohy pozndme objem gule. Vzorec na vypocet objemu gule md tvar

4 3
Vy = 3™
Po dosadent ciselnej hodnoty za objem dostavam

4
3 _
r, =

il
3 6

Cislo m vykrdtim a rovnicu vyndsobim cislom 3. Zdrover ju vydelim cislom 4. Pre tretiu
mocninu polomeru gule dostavam

1
U: Polomer gule bude r, = 5 om, lebo tretia odmocnina z ¢isla jedna osmina je ¢islo jedna
polovica. Moze$ vyjadrit rozmery rotacného kuzela.

Z: Povedali sme, Ze vyska kuZela je trojndsobkom polomeru gule, preto plati

3
v = — cm.
2

Potrebujem este polomer podstavy kuZela.

U: Na zadiatku nasho rieSenia sme vysku kuzela vyjadrili pomocou polomeru podstavy kuzela.
Odvodili sme vztah
V = \/§T k-

Vysku uz poznas, vyjadri polomer.

Z: Pre polomer dostdavam
1 1 3
T, — —Vp. — —— « —.
k 73 k 732
Treba to este upravit?

U: Bolo by to vhodné. Cislo tri v éitateli druhého zlomku napiSeme v tvare (v/3)2. Potom
zlomky vykratime a pre polomer podstavy kuzela dostavame

SRR S S P

“ /32 V3 2 2

Moézes vypocitat objem rotacného kuzela.
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Z: Vyuzijem vzorec na vypocet objemu kuZela v tvare

1
Vi = g’/TT‘Z’Uk.

Po dosadent ciselnych hodnot ziskané zlomky umocnim, vykratim a vyndsobim. Pre objem
kuzela takto dostdavam

3
U: Objem rota¢ného kuzela je teda g centimetrov kubickych.




