Ma-Te-07-T | | List 1

N«

Objem a povrch cCasti gule
RNDr. Marian Macko

: Urcite si si v8imol strechy na roznych historickych budovach. Aky maja tvar?

: Niektoré strechy su rovné, iné tvarovo dost komplikované. Na veZickdch niektorych hradov

a zdmkov maju strechy tvar rotacného kuzela. Videl som dokonca aj rovni strechu, ale
v strede strecha pripominala polovicu gule.

: Strecha v kazdom z tvojich pripadov predstavuje iba ¢ast hranice telies, ktoré si vymenoval.

V poslednom tebou uvedenom priklade to v8ak moze byt iba ¢éat gule. Vznikne rezom
uréitou rovinou a nazyvame ju gulovy odsek.

: Predpokladdam, Ze aj druhd cast gule, ktord takto vznikne, je gulovy odsek.

: Mas pravdu. Rezom gule vzniknt dva gulové odseky. Hranica kazdého gulového odseku sa

sklad4 z podstavy gulového odseku a z gulového vrchlika.

: Gulovy vrchlik mdm chdpaf ako plast gulového odseku?

: Pochopil si spravne. Strechy, o ktorych bola re¢ na zadiatku, mozu mat teda aj tvar

gulového vrchlika.

: Co potrebujem poznat, aby som vypocital objem a povrch gulového odseku?

: Okrem , 7z ktorej gulovy odsek vznikol, dané teleso ur¢uju aj polomer

podstavy a vyska gulového odseku.

: To, Ze podstavou je kruh je mi jasné. Jeho polomer je vZdy mensi alebo rovny polomeru

gule. MozZete mi ale vysvetlit, kde nameriam vysku gulového odseku?

: Pozri sa na obrazok. Priamka urcené stredom S gule a stredom O podstavy gulového

odseku je kolma na rovinu podstavy. Tato priamka pretne gulovy vrchlik v bode P.
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Z: Uz to mdm. Bod P md zo vsetkych bodov vrchlika najvicsiu vzdialenost od podstavy, preto
suvist s vyskou.

U: Ano. Vzdialenost bodu P od bodu O uréuje vsku gulového odseku. Obrazok nam

zaroven naznacuje, ze medzi spomenutymi tromi veli¢inami je urcity suvis. Staci poznat

dve z nich. Tretiu veli¢inu potom vieme vypocitat.

N«

. Akoze staci zadat napriklad vijsku v a r a viem vypocitat polomer podstavy p
gulového odseku? Mohol by som sice vyuZit pravouhly trojuholnik SOA, s pravym uhlom
pri vrchole O, ale nepozndm diZku strany SO.

U: Len sa pozri na obrazok lepsie. Polomerom gule nie je iba tisecka SA.

Z: Mdte pravdu. Aj tsecka SP predstavuje polomer r gule. DlZku usecky SO preto vyjadrim

v tvare |SO| =1 — v a pre polomer gule r na zdklade Pytagorovej vety dostavam

r? = (r —v)?+p°

U: Tento vzfah ndm umoziiuje vypocitat ktorukolvek z troch veli¢in. Predpokladom je, Ze
pozname zvysné dve. Vyjadri teda polomer p.

Z: Je to jednoduchd zdleZitost. Odrdtam vyraz (r —v)* a odmocnim. Pre polomer p dostdvam

vyjadrenie
p=12—(r—o)

U: Ak si pochopil stvislosti medzi veli¢inami charakterizujicimi gulovy odsek, tak sa nebudes
¢udovat, ze objem gulového odseku sa da vyjadrit v tvare

alebo v tvare

V = m?- (r— E) )
3

Z: Toto chapem. Zalezi predsa na tom, ktoré dve veliciny su zadané. Tak, ako sme to pred
chvilou analyzovali. V kaZdom pripade viak musim poznat vysku v gulového odseku.
Neezistuje jednoduchsie vyjadrenie objemu? Ved tieto vzorce sa nikdy nenaucim.

U: Prizndm sa ti, Ze ani ja si niekedy neviem spomenif, aky maju tvar. Prezradim ti vSak,

ako si pamétam vzorec, ktory som uviedol ako druhy v poradi. Roznasob vyraz na pravej

strane a kazdy z dvoch ¢lenov, ktoré dostanes sa pokus interpretovat geometricky. Objemy
ktorych telies tieto ¢leny vyjadruju?

Z: Dobre, vyrazy rozndsobim a mdm

Jasné! Clen mv*r vyjadruje objem s polomerom podstavy v a vyskou r.
Ale ¢o vyjadruje druhy clen ...?¢
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U: Predstav si, ze tiez objem valca. Akurat, ze vyraz 3 upravis na tvar v

2. —. Teraz uz
, e 3
dafam vies urcit rozmery valca.

Z: Dobrd finta. Tento valec md polomer podstavy v a vyskou je tretina vysky v gulového
odseku.

U: Teda objem gulového odseku sa d& chapat ako rozdiel objemov dvoch rota¢nych valcov,

ktorych rozmery sme pred chvilou popisali.

Z: Predpokladdm, Ze aj pri povrchu bude stuvislost s povrchom nejakého ndm uZ zndmeho
telesa. Tusim, Ze bude sic¢tom obsahu podstavy a obsahu plasta

S = Sp + Spl-
KedzZe podstavou je kruh, tak jej obsah je S, = wp*. S obsahom pldsta mi viak budete

. 2 A %
musiet pomoct.

U: Vzorec pre obsah pldsta, ¢ize obsah gulového vrchlika je pomerne jednoduchy,

Sy = 2mrv.

Z: Ved je to s polomerom podstavy r a vyskou v. Vidite, mal
som pravdu.

U: Ako si sa mal moznost presved¢it, objem a povrch gulového odseku sa da spojit s objemom
a povrchom rota¢nych valcov.

Z: Napadlo mi, Ze aj v rovine existuje odsek, ale kruhovy. Mdm chdpat qulovy odsek ako
jeho priestorovi analogiu?

odsek vysek

U: Rozmyslas spravnym smerom.

Z: TakZe musi existovat aj gulovy vysek, lebo s kruhovym vysekom v rovine som sa uZ
stretol.
U: Nema nahodou kruhovy vysek stvis aj s kruhovym odsekom?
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Z: Viastne mdte pravdu. Ved je to zjednotenie kruhového odseku a rovnoramenného trojuhol-
nika, ktorého zakladnou je usecka ohranicujica odsek a hlavnym vrcholom je stred kruhu.

U: No vidis! Na podobnom principe je zaloZend aj definicia gulového vyseku. Gulovy visek
je zjednotenim gulového odseku a rotacného kuzela, ktory mé s gulovym odsekom
spolo¢nt podstavu. Vrcholom rota¢ného kuzela je stred gule.

Z: Tuakze s povrchom by nemal byt problém. Musim scitat obsah gulového vrchlika a o)-
sah plasta rotacncho kuzela. Vetko vlastne uz pozndm. To prvé sa dd vyjadrit v tvare
2mrv, kde v je polomer gule a v vyska gulového odseku. Pokial si dobre spominam, obsah
plasta rotacného kuzela vypocitam podla vzorca

Spi = TS,

kde r je polomer podstavy a s strana kuZela.
U: Ma&s pravdu, ale na nasom obrazku st tieto rozmery oznacené inymi symbolmi. Pozri sa
eSte raz na obrazok.
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Z: To som si neuvedomil. Polomer podstavy rotacného kuZela je teraz p a stranou je polomer
gule r. Preto povrch gulového vyseku vyjadrim v tvare

S =2mrv+ mpr.

U: Objem tohto telesa bude su¢tom objemu gulového odseku a
Rozmery poznas, vyjadri teda objem gulového vyseku.

Z: Pouzijem zndame vzorce pre objem tiychto telies a dostdvam

7p?

3

V:lv-(3p2+v2)+

6 '(T_U>a

lebo vyska kuzela je rozdielom polomeru gule a vysky gulového odseku.

U: Vzorce si pouzil spravne, dokonca aj vysku kuzela si zdévodnil excelentne. Prezradim ti,
7e po vykonani vietkych tiprav bude mat vzorec pre objem gulového viseku tvar

2
V = Zmri.
3

U: Pozrime sa eSte na to, aké telesd dostaneme, ak gulu prerezeme dvomi rovnobeznymi
rovinami. Vzdialenosti tychto rovin od stredu S gule st mensie ako polomer r gule.

Z: Ved to bude to isté ako pri jednej rovine. Dostaneme dva gulové odseky.

U: Zabudol si na prostrednu ¢ast gule. Okrem dvoch gulovych odsekov dostaneme aj gulovi
vrstvu. Je to teda Cast gule ohranicena dvomi rovnobezZnymsi podstavami. Polomery
podstav st vzdy mensie alebo rovné polomeru gule. Mozu byt rovnaké, ale nemdze sa tak
stat v jednom pripade. Ak polomer jednej podstavy je rovnaky ako polomer gule.

Z: Trochu to pripomina zrezany rotacny kuZel. Rozdiel viak vidim v pldstoch tyjchto dvoch
telies. je vysek medzikruzia. Ak funguje analdgia,
tak plastom gulovej vrstvy by mal byt gulovy pas.
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U: Vyborne! Ako vidim, zédkladné pojmy zvladas uz aj sam. Budes prekvapeny, ale obsah
gulového pasu vypocitas podla rovnakého vzorca ako obsah vrchlika, teda

Spi = 270,

pricom v je vyska gulovej vrstvy. Ako ju urcis?

Vijska v telesdch, ktoré maji dve rovnobeiné podstavy je dand vzdialenostou rovin
tychto podstav. Tak by to malo byt aj pre vysku gulovej vrstvy.

N(

U: M4S pravdu. Této vyska v gulovej vrstvy a polomery rq a 7o jej podstav umoziuji vyjadrit
objem v tvare
T
V= /F . (37'% + 315 +7}2) .
Dolezitejsie nez naucenie sa vzorca bude pre teba jeho vyuzitie pri rieseni tloh. Snaz sa
pochopit stuvislosti medzi zadanymi veli¢inami a tymi, ktoré potrebujes na dosadenie do

vzorca. Zadany totizto moze byt napriklad polomer gule, z ktorej gulova vrstva vznikla.
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Priklad 1: Urcte povrch a objem gulového odseku, ak polomer gule je 5 cm a polomer rezu
3 cm.

U: Vzorec na vypocet objemu gulového odseku ti nasepkam. Ma tvar

V:7TU2-<7”—§>.

Potrebujes najskor urcit vysku odseku.

Z: Ked si zndzornim stredovy rez gule, z ktorej vznikd qulovy odsek, tak ziskam pravouhly
trojuholnik SOA s pravym uhlom pri vrchole O. Prepona SA md dizku 5 centimetrov,

lebo je to polomer gule. Ti isti diZku md aj isecka SP. Vypocitam si preto najskor dizku
usecky SO. Pre vysku v gulového odseku potom plati

v=r—1[50|.

U: M4s pravdu. Pre jednoduchsi zapis si oznaé¢ dlzku tsecky SO symbolom z.

Z: Pre nezndmu x na zdklade Pytagorovej vety z pravouhlého trojuholnika SOA plati
x =12 — 07

lebo odvesna OA je polomerom podstavy odseku. Po dosadeni c¢iselnych hodnot dostdvam

r=vhH2—-32=25—-9=14.
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c

: Aké bude teda vyska gulového odseku?

Nodo... Aha, ved som to uz povedal. Jeden centimeter, lebo v =1 — 1.

C N

: Dosad do vzorca a vypocitaj objem gulového odseku.

N<

Po dosadeni dostavam

1 14 14
V:7T~12'(5—§>:7T'€:37TCH13.

U: Povrch gulového odseku vyjadrime podla vzorca

S = 7o® + 2mrv.

N«

: Tento vzorec pozndam. Pruy ¢len vyjadruje obsah podstavy a druhy clen obsah vrchlika.
Teraz to uZ bude hracka. Staci dosadit zadané hodnoty o = 3 cm, r = 5 cm a vypocitani
vysku v =1 cm a mdm

S=7n-34+2r-5-1= 197 cm®.

14
U: Objem gulového odseku je ?ﬂ centimetrov kubickych a jeho povrch je 197 centimetrov

stvorcovych.
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Priklad 2: Urcte objem a obsah podstavy gulového odseku, ak jeho vijska je 8 cm a obsah jeho
vrchlika je 208w cm?.

Z: Vzorec na vypocet objemu gulového odseku potrebujem pripomeniit.

V=mt(r-2),
e T 3

kde r je polomer gule a v vyska gulového odseku.

U: Objem vypocitas podla vzorca

Z: Nepozndm vsak
U: Vypoditas ho zo zadaného obsahu gulového vrchlika.
Z: Aha! Pouzijem vzorec Sy = 2mrv, odkial pre polomer r dostdvam
_ Sn
2mv’

Dosadim ciselni hodnotu, zlomok vykrdtim a mdm

208
r = T 13 cm.
27 - 8

U: Mozes vypocitat objem gulového odseku.

Z: Do vami spomenutého vzorca dosadim hodnoty r =13 cm a v =8 cm a dostdvam

V:7r-82-(13—§) :647T~%:19847T.

3

U: Zatial ti to ide Sikovne. Dokézes vypocitat aj obsah podstavy?

N«

: Podstavou je kruh s polomerom o, preto sa dd obsah vyjadrit v tvare S, = wo*. Ale pri
vypocte polomeru o podstavy potrebujem poradit.
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U: Pozri sa na obrazok, na ktorom je . Na vypocty vyuzi pravouhly troj-
uholnik SC'A s pravym uhlom pri vrchole C.

Z: Prepona SA md dizku polomeru gule, teda 13 centimetrov. Polomerom gule je aj usecka
SP. Kedze vysku v gulového odseku uz pozndm, viem aj dizku usecky SC. Vyjadrim ju ako
rozdiel polomeru gule a vysky gulového odseku. Dostdvam

r=|SC|=r—v=13-8=5.

U: Vypocitaj eSte polomer ¢ podstavy gulového odseku. Je nim odvesna AC' v pravouhlom
trojuholniku AC'S.

Z: Prepona AS md dlZku 13 centimetrov a odvesna SC je dlhd 5 centimetrov. PouZijem
Pytagorovu vetu
0? =% — o

a mam

0=1132—52= /169 — 25 = V144 = 12.

U: Aky je potom obsah podstavy?

Z: Pre obsah podstavy potom mdm

S, =mo* =m-12% = 1447.

1984
U: Objem gulového odseku je " centimetrov kubickych a obsah podstavy 1447 centimet-

rov Stvorcovych.
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Priklad 3: Urcte objem gulovej vrstvy, ak si dané polomery podstdvr; = 11,2 cm, ro = 3,2 cm
a polomer gule r = 13 cm. Stred gule nelezi vo vnitri vrstvy.

U: Vzorec na vypocet objemu gulovej vrstvy ti prezradim. M4 vyjadrenie

V= % . (37'? + 37“3 + ”UQ) )

Z: Pozerdm, Ze najskor budem musiet vypocitat visku v. Ale naco je v zadani polomer gule,
ked ho do vzorca pre objem nepotrebujem?

U: Vyuzijes ho pri vypocte vysky. Pozri sa na obrazok, na ktorom je
Priemery podstav sme vyznacili rovnobezne a podla zadania tak, aby stred gule nebol vo
vnutri gulového pasu. Ktora tsecka urcuje vysku?

Z: Vyskou je napriklad usecka O10,. Ale netusim ako ju vypocitam. VyuZijem lichobeznik
01A1A5,057

U: Nie, nemas pravdu. Vystacime si s dvoma pravouhlym:i trojuholnikmi. Najskor vyuzi-
jeme trojuholnik SO;A; s pravym uhlom pri vrchole O;. Vypodcitame dizku tsecky x.

Z: Mozem pokracovat ja? Potom by som z trojuholnika SA,Os vypocital dizku strany SOs.
DlZka tejto strany je sictom hladanej visky a dsecky x.
U: Dobre. Plan mame, podme ho realizovat.

Z: Pre strany pravouhlého trojuholnika SO, A, plati Pytagorova veta v tvare

r? = 7’% + 22,

Vyjadrim si x, dosadim ciseln€ hodnoty a mdm

= /72 —r? = /132 — 11,22 = /43,56 = 6,6.
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U: Vypocet vysky v gulovej vrstvy zaénem za teba sam. Pre pravouhly trojuholnik SO;A,
zapisem Pytagorovu vetu v tvare

r? =713+ (v + )%
Po dosadeni ¢iselnych hodnot tak dostavame
132 = 3,22 + (v +6,6)°.

Pokracuj.

Z: Cisla umocnim, odcitam a obe strany rovnice odmocnim. To méZem, lebo dizky useciek si
kladné redine ¢isla. Cize mdm

1/ 158,76 = v + 6,6.

Po urcent odmocniny a odcitant cisel pre vysku dostavam
v=12,6—-6,6=06 cm.
U: Dobre, mas vSetky potrebné hodnoty. Vypocitaj objem gulovej vrstvy.
Z: Do vzorca pre objem dosadim hodnoty r1 = 11,2, ro = 3,2 a v = 6. Dostavam

V:%-(3-11,22+3-3,22+62).

Cisla umocnim, vyndsobim a sc¢itam. Vysledok bude

V = 443,047 cm?.

U: Objem gulovej vrstvy je 443,047 centimetrov kubickych.
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Priklad 4: V akej vyske md byt rozdelend polgula rezom rovnobeZnym s podstavou, ak oba
diely maji mat rovnaky povrch?

MoZem si tipnut?

cC N

: Vyskusaj.
Zda sa mi, Ze to bude v polovici vysky polgule.

: Si o tom presvedceny? Ako by si to zdovodnil?

NS N

Povrchy musia byt predsa podla zadania rovnaké. Vychdadza mi to tak, Ze jedna aj druhd
cast by mali mat rovnaky povrch. Alebo nie?

c

: Tak sa o tom presvedéime vypoc¢tom. Polomer polgule ozna¢me symbolom 7 a vzdialenost
roviny rezu od podstavy ako neznamu v. Aké telesa vzniknu rezom polgule?

Z: Hornd cast bude gulovy odsek a dolnd cast gulova vrstva.

P
w
) 4 B
[/
r
It iA
S T

U: Vies vyjadrit povrch gulovej vrstvy?
Z: Staci scitat obsahy podstdv a obsah pldsta, ktory vyjadrim v tvare 2wrv. Potrebujem vsak
zistit polomer o hornej podstavy gulovej vrstvy.

U: Staci, ak vyjadri§ jeho druhti mocninu. Neskor uvidi§ preco. VyuZi na to pravouhly
trojuholnik SOB s pravym uhlom pri vrchole O.

Z: Jasné! Na zaklade Pytagorovej vety dostdvam

U: Obsahy podstav by si mal vediet vyjadrit. Obsah plasta gulovej vrstvy vypocitas podla
vzorca S, = 2mrv. Vyjadri cely povrch.

Z: Do vzorca pre povrch dosadim wvyjadrenie pre polomer o, zatvorku rozndsobim a cleny
s¢itam. Pre povrch gulovej vrstvy dostanem

S = 27r? — w? + 2mro.
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S:Sl—i—Sg—i—Spl:7T7“2—|—7r92+27r7“v:

—ari4 (r2 — v2) + 27ty = 2712 — o + 27w

N«

N«

N«

: Vyborne! Na vyjadrenie povrchu horného gulového odseku potrebujes poznat jeho vysku

w. Pozri sa este raz na obrazok. Co ti napada?

: Vysky gulovej vrstvy a gulového odseku dagi celyj polomer r gule. Preto plati

w=r—mo.

: Vzorec na vypocet povrchu gulového odseku je

S = 10* + 2rrw.

Dosad ziskané vyjadrenia a vyraz uprav.

. Upravy budi analogické vpravdm pri povrchu gulovej vrstvy. Teraz viak musim dosadit

vyjadrenie aj za polomer o aj za vysku w. Vysledok bude v tvare

S = 3mr? — m? — 27110,

S'=mo*+2mrw=m- (r* —v?) + 21 (r —v) =

= mr? — w2 + 2712 — 27rv = 372 — ot — 2mrw

: Posledny vypocet urobim sam. Povrchy tychto dvoch telies maji byt rovnaké. Ziskame

preto rovnicu
2mr? — v + 2nrv = 3mr? — m? — 27rw.

Jej upravou dostaneme rovnicu
drrv =

a pre vysku v mame

V= —.

: To ste aké upravy prvej rovnice urobili?

: VSimni si eSte raz, ze ¢leny vyznacené ¢ervenou farbou sa zrusia. K rovnici zaroven pripo-

¢itame vyraz 2wrv. ZvySok by si mal pochopit.

: Teraz uz hej. Vidim, Ze som sa sekol. Rezat musime nie v polovici, ale v Stvrtine polo-

meru gule.
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Priklad 5: Rovina rezu rozdeli povrch gule v pomere 2 : 3. Urcte, v akom pomere deli jej

N« N«

C N C

N«

N«

objem.

: Aké telesd vzniknu rezom rovinou?

: Rovina rozdeli gulu na dva gulové odseky, ktoré maji spoloéni podstavu.

: Pomer 2 : 3 zo zadania tlohy suvisi iba s obsahmi guloviych vrchlikov, ktoré tvoria plast

tychto gulovych odsekov. Co potrebujes poznaf na vypocet obsahu gulového vrchlika?

. KedZe vzorec md tvar S, = 2mrv, potrebujem poznat polomer gule a vysku gulového vr-

chlika. Polomer r bude pre oba gulové odseky rovnaky, lebo vznikli z tej istej gule. Vysky
vsak nebudi rovnake.

: Preco?
: Ak by boli vysky rovnaké, tak by sa povrchy rovnali. My vsak vieme, Ze si v pomere 2 : 3.
: Ozna¢me teda vysku mensieho gulového odseku symbolom v. Dokéazes vyjadrit vysku

druhého odseku? Vyuzi na to obrazok, na ktorom je

2r — v+

. Vysky oboch gulovych odsekov tvoria priemer 2r gule. Preto vysSka druhého odseku

bude vyjadrena 2r —v.

: Mozes teda vyjadrit obsah oboch gulovych vrchlikov.

: Mensi gulovy vrchlik md obsah S; = 27rv a pre obsah vicsieho vrchlika plati

Sy =271 - (2r —v). Co s tym? Ved ni¢ nepozndm.

: Jednu informéciu predsa len mas. Vies aky je pomer tychto obsahov. Zostav preto ,

ktora ti d& moznost vyjadrit vysku v pomocou polomeru r gule. Bude$ mat iba jednu
, pomocou ktorej vyjadris pomer objemov. Ale zacni najskér pomerom obsahov.
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- 2
Z: Podla zadania je tento pomer rovny cislu 3" Dostavam takto

2mro 2

orr - (2r—v) 3
Vyraz 2mr vykrdtim a v rovnici odstranim zlomky. Preto madam
3v=2-(2r —v).

Rozndsobim pravi stranu
3v=4r —2v

a mdm
4r

v=—=20,_8r.
5

U: Mozeme vyjadrit pomer objemov tychto dvoch gulovych odsekov. Mensi z nich mé objem
v

.....

Vi =mo?- (’r' —3) V ¢om sa bude lisit vyjadrenie objemu vicsieho odseku?

Z: V ¢om? Pockajte, musim sa zorientovat. Aha! Polomer gule je ten isty, akurdt vysku v
teraz zamenim za vysku 2r — v. Ostatné by to malo byt to isté. Teda

o —
V2:7r(27"—v)2-<7"— r3 v).

U: Vysku vicésieho odseku ozna¢me symbolom v'. Ako sa d& vyjadrif pomocou polomeru r
gule?

Z: Povedali sme, Ze sicet vijsok oboch odsekov predstavuje priemer gule. Preto pre viyjsku v’
plati
v =2r—v=2r—0,8r=12r.

U: Vyjadrenie objemu vicSieho odseku sa zjednodusi, ak pouzijes vysku «’. Urob to.

Z: Pre objem dostavam

U: Pri vypocte pomeru objemov urobime niekolko tprav. Sleduj v ramceku. Najskor vy-
kratime ¢islo 7, zlomky v ¢itateli a menovateli zlozeného zlomku upravime na spolo¢ného
menovatela. Je nim ¢islo tri. Dosadime vyjadrenie v = 0,87 za vysSku v, vyjadrenie v’ = 1,2r
za vysku v’ a opif upravime zlozeny zlomok. Po krateni dostavame vysledok 44 : 81.
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™ <T B %) v2(3r — v)
m(v')? - (r - %) (v)2(3r — ')

(0,87)*(3r —0.8r)  0,64r*-24r 44

(1.2r)°(Br —12r)  144r%-18r 81
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Priklad 6: V akej vzdialenosti od stredu danej gule je umiestneny bodovy zdroj svetla, ak su

nim osvetlené prdave 3 povrchu gule?

U: Vsetky veli¢iny v rieSeni tlohy budeme vyjadrovat pomocou polomeru r gule. Teda aj
hladant vzdialenost bodového zdroja svetla od stredu gule. Vyplyva to z toho, Ze je dand
. To znamena, Ze je dany jej polomer r. Mas predstavu, ¢o z gule bude osvetlené?

Mala by to byt blizsia cast gule.

C N

: Ako by si ju ohranicil?

N(

V' krajnyjch polohdch sa svetelné lice dotykajua gule.

c

: Mas pravdu. Dotykové body vsetkych takychto lucov tak vytvaraja kruznicu, ktorej polo-
mer popisuje osvetlenit plochu. Tusis, ¢o to bude? Pozri na obrazok.

Z: Ak to md byt cast povrchu gule, tak mi napadd iba gulovy vrchlik.

u.v je tsecka OT polomerom podstavy gulového odseku, ktorého plastom
je spomenuty gulovy vrchlik. Vyskou vrchlika je tsecka OP. Akt dlzku mé tsecka ST?

Z: Tito usecka je polomerom gule, teda |ST| = r.

U: Dobre. Podme najskor vyuzit tie tri osminy povrchu gule zo zadania tlohy. Potom sa
k obrazku vratime. Pokus sa vyjadrif obsah gulového vrchlika s vyuzitim spomenutej
informécie. Vzorec pre povrch gule by nemal byt problém.

Z: vypocitam podla vzorca S, = 4mwr?. Gulovy vrchlik predstavuje tri osminy,
preto plati
3 3 3 .
Sp[ - gSg == g . 47TT2 = §7T7’2.

Na ¢éo nam to bude?
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U: Povrch gulového vrchlika vieme vyjadrit aj vzorcom S, = 27rv, kde v je jeho vyska. Ak
tieto vyjadrenia porovname, tak mozeme vysku vyjadrif pomocou polomeru gule, teda iba
pomocou zadanej premennej. Urob to.

N«

: Porovnanim obsahov ziskam rovnicu

3
2 = 2,
T™rv 271'7“

Rovnicu vydelim vyrazom 2mwr a mdm

U: NasSou tlohou je vypodcitat vzdialenost svetelného zdroja od stredu gule. Vratme sa teda
naspif k obrazku. Zatial sme vyjadrili dlZky tychto tseciek:

3
IST| =7, |OP]=v="".
4
Akd dizku ma tsecka SO?
T
.
s fLlo > B
Y
d

Z: To je jednoduché. Jej dizka je predsa rozdielom polomeru gule a vijsky vrchlika, teda

3r r
SOl=r—v=r——=-.
1SO|=r—v=r 1 1

U: Ozna¢me dlzku tise¢ky SB, ktord mame vyjadrif, symbolom d. Na jej uréenie vyuZijeme
napriklad podobnost trojuholnikov. V tom ti poradim. Trojuholniky SOT a ST B tvoria
dvojicu podobnych trojuholnikov.

Z: Mozete vysvetlit, preco st podobné?
U: Suvisi to s vnutornymi uhlami trojuholnikov. Podobné trojuholniky maja rovnaké odpo-

vedajuce si uhly. Vyjadruje to veta (uu) o podobnosti.

Z: Uz som si spomenul. Nase trojuholniky maju uhol pri vrchole S spolocny a v kaZdom z nich
je jeden uhol pravy. Zacinam chdpat. Na vyjadrenie dizky d chcete vyuZit pomer strdn
tychto podobnych trojuholnikov.
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U: Dokézal by si ho zapisat?

Z: Zoberiem iba tie strany, ktoré pozndm, preto dostdvam

|SB| _ |ST|
|IST|  |SO|

Radsej st do rovnice dosadim ich vyjadrenia a mdm

d _r
ro T
4
Vzdialenost d vyjadrim v tvare
d = 4r.

Svetelny zdroj ma byt umiestnenyj vo vzdialenosti 4r od stredu gule.

U: Vypocet tsecky d sa da zvladnut aj vyuzitim Euklidovej vety o odvesne v pravouhlom
trojuholniku ST B. Odvesnou je usecka r, preponou vzdialenost d a tisekom prilahlym
odvesne tsecka SO. Preto plati

IST|? = |SB| - SO

Toto vyjadrenie je aj pri podobnosti trojuholnikov. Vyhodou riesenia pomocou Euklidovej
vety je jeho skratenie. Nemusis zdovodnovat podobnost trojuholnikov.
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Priklad 7: 7 akej visky vidi letec povrch Zeme s rozlohou 63 7007 km?? Polomer zeme je

c N C

C N

r =6 370 km.

: M4&s predstavu akym geometrickym ttvarom je ¢ast povrchu Zeme, ktoru vidi letec?

Mala by to byt bliZsia cast povrchu Zeme.

: Ako by si ju ohranicil?

V' kragnych polohdch by to boli dotycnice ku guli.

: M&s pravdu. Dotykové body vsetkych takychto dotycnic vytvaraji kruznicu, ktorej polo-

mer popisuje vident plochu. Tusis, ¢o to bude? Pozri na obrazok.

. Ak to md byt ¢ast povrchu gule, tak mi napadd iba gulovy vrchlik.

'V je tsecka OT polomerom podstavy gulového odseku, ktorého plastom

je spomenuty gulovy vrchlik. Vyskou vrchlika je tsecka OP. Akt dlzku mé tsecka ST?

: Tdto usecka je polomerom gule, teda |ST| = 6 370 km.

: Dobre. Podme najskor vyuZzit rozlohu Zeme, ktoru vidi letec. Vzorec na vypocet obsahu

gulového vrchlika by nemal byt problém.

: Pourch gulového vrchlika viem vyjadrit vzorcom S, = 2mrv, kde v je jeho vyska. Pre vysku

dostavam
_ O
2rr
Po dosadeni hodnoty za polomer mam
63 7007

v = ——+—— =15 km.
2m -6 370




Ma-Te-07-7 List 22
| |

U: Nasou tlohou je vypocitat vysku, v akej je letec nad zemskym povrchom. Vratme sa teda

C N

naspit k obrazku. Aka dizku ma tdsecka SO?

. To je jednoduché. Jej dizka je predsa rozdielom polomeru gule a vysky vrchlika, teda

SOl =r—v=6370—5=06 365.

: Oznac¢me dlzku tsecky PV, ktortt mame vyjadrit, symbolom /. Jej velkost budeme poznat,

ak uréime dlzku tsecky SV.

. Mdte pravdu. Od dlzky usecky SV potom odrdtame polomer Zeme a dostaneme vysku h.

Ako viak vypocitame dizku dsecky SV 2 V obrdzku vidim pravouhly trojuholnik STV .
Pouzijeme Pytagorovu vetu?

: To by sme museli poznaf dizku odvesny TV. V pravouhljch trojuholnikoch platia aj

Euklidove vety. My vyuzijeme Fuklidovu vetu o odvesne. Pamitas sa na jej formulaciu?

Nechcem vds sklamat, ale Euklidovu vetu mi budete musiet pripomenit.

: D& sa vyjadrit vzorcom

a> =c, - c
kde a je odvesna pravouhlého trojuholnika, ¢ je prepona a ¢, oznacuje usek prepony
prilahly k odvesne a. Pozri sa eSte raz pozorne na obrazok a potom zapis Euklidovu
vetu pre trojuholnik STV

. Odvesnou, ktorej dizku pozndm, je tsecka ST. Je to polomer gule. Usekom prepony prilah-

lym k tejto odvesne je tsecka SO dizky 6365 a tisecka SV je preponou tohto pravouhlého
trojuholnika. Preto dostdvam

2 = [SO|-|SV].

Teraz to u? nebude tazké. Pre dizku tsecky SV mdm

r? 63702
ISO| 6365

ISV| = — 6 374,9686.
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U: Ako vysoko nad zemskym povrchom je teda letec?

Z: Od vysledku, ktory som dostal ako posledny odrdtam polomer Zeme 6 370 km. Letec je vo
vyske priblizne piatich kilometrov.




