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Vyuzitie postupnosti

Mgr. Jana Kralikova

U: Povieme si na ¢o je ndm dobra a . Budeme hovorit
napriklad o radioaktivnej premene, o mnozeni baktérii, o geometrickych tlohach, o vol-
nom pade, dalej o prirastku a ubytku obyvatelstva, o opotrebovani strojov, o financ¢ne;j
matematike . ..

Z: To posledné ma zaujalo. Financie si peniazky, viak? Budeme ich prepocitavat? Vyrdbat?
Miriat?

U: Musim ta sklamat, ni¢ z toho. Budeme len sledovat ako ti peniazky mézu pribudat.

Z: Aj to je mieco. Difam, Ze budi pribidat rychlo.

U: To sa este uvidi. Predstav si takato situaciu. Za tuspesnt maturitu ti tvoji pribuzni —
rodic¢ia, babky, tetky — daji urc¢iti finanéntt odmenu. Spolu sa ti nazbiera hodnota ag. Jej
vysku nebudem konkretizovat. Tato sumu sa rozhodnes vloZit do niektorého penazného
ustavu, aby sa dalej zhodnocovala.

Z: Myslite, aby sa mi tam zvicsila, viak?

U: Ano. Ak by si si tie peniazky stréil doma do panéuchy, tak po ¢ase z tej pancuchy vyberies
len tolko, kolko si do nej stréil.

Z: Len v tom lepsom pripade. Ak ti pancuchu totiz objavi méj mladsi brat, tak v nej vela
neostane.

U: Lenze ak peniaze ulozis v banke, tak ti za urcité ¢asové obdobie, pocas ktorého bude banka
disponovat s tvojimi peniazkami, daju urcéity finanény obnos. Hovori sa tomu, Ze ,,peniaze
robia peniaze“.

Z: Uz rozumiem. Ked som sa narodil, rodicia mi zaloZili vkladnd kniZku. Ani neviem na aky
drok. Musim doma preverit, ako sa mi tie peniazky zhodnotili.

U: Pouzil si slovo trok. Takze nie¢o o tom vies. Upresnime si pojmy, ktoré budeme pouzivat:

- istina - je finanéna (perniaznad) ciastka, ktort mé klient v peniaZznom tstave na
svojom ucte (konte) v istom okamihu. Ide bud o vloZené ciastky — vklady, ked
klient je vkladatelom alebo o poZicky — uwvery, ked klient je dlznikom finan¢ného
ustavu.

- 4rok - je ¢iastka, ktora by mal finanény tstav pripisat k istine na tcet klienta (vkla-
datela alebo dlznika) po dohodnutom ¢asovom obdobi. V skuto¢nosti sa na ucet klienta
nepripisuje cely trok, ale zdaneny, pretoze tieto iroky sa zdanuja danou z prijmu. Dan
predstavuje v stucasnosti 19% z troku.

Z: To je nespravodlivé.
U: S tym ni¢ nenarobis. Davaj pozor, vysvetlim ti dalSie pojmy:

- urokova miera alebo tiez urokova sadzba je pocet percent. Udava, kolko percent
z istiny tvori drok.

- drokovacie obdobie - je ¢asové obdobie. Najcastejsie je to rok, polrok, stvrfrok,
mesiac ... Po jeho uplynuti sa pripisuje urok k istine.




JKPo07-T | | List 2

Z: Teraz si uvedomujem, Ze ked som hovoril o vkladnej kniZke na nejaky rok, tak som to
nepovedal spravne. Mal som povedat, Ze mdm vkladni kniZku s nejakou urokovou mierou.

U: Ano. Cudia si to dost pletd. Spravne je teda — vkladné knizka s trojpercentnou trokovou
mierou za dané arokovacie obdobie a nie — vkladna knizka s trojpercentnym trokom.

Z: Dobre teda. Dam svoju istinu ay do banky. Tam sa mi k nej budi pripocitavat iroky. Kedy
budem bohaty?

U: Musi ti byt jasné, Ze to zalezi od vysky istiny, od vysky tirokovej miery, od dizky trokovacej
doby a aj od druhu trokovania (tiro¢enia).

Z: A to je zasa ¢o? Aké druhy drokovania mozu byt?

U: Mbze ist o jednoduché drokovanie alebo zloZené urokovanie.

Z: Vysvetlite mi to?

U: Samozrejme. Nie je to tazké:

- jednoduché urokovanie - v iom sa vypocitavaju uroky za celé urokovacie obdobie
z tej istej hodnoty istiny. Jednoduché trokovanie sa pouziva vtedy, ak trokovacia
doba je mensia alebo rovna trokovaciemu obdobiu.

- zlozZené urokovanie - v nom sa za prvé urokovacie obdobie vypocitaju troky z pocia-
to¢nej istiny jednoduchym trokovanim. Urok sa pripie k istine a v dalsom trokovacom
obdobi sa Groé¢i uz nova istina. Hovorime, zZe sa zapocitavaja ,,aroky z urokov*. Zlo-

.....

obdobie.
Z: Uf. Som z toho hotovy. Vsetko sa mi pletie. MozZno ddm prednost tej puncoche.

U: Tak este trosku vydrz. Vlozil si svoju istinu ay do banky. Aktuédlna trokova miera nech je
p%. Nechas tam peniazky uloZené pocas n trokovacich obdobi. Iste by si chcel vediet, ak
sumu bude$ maf na Gc¢te po uplynuti tohto obdobia, ak sa ti vklad bude tro¢it zlozenym
urokovanim.

Z: PravdaZe, to predsa zaujima kaZdého, kto sa rozhodne uprednostnit banku pred pancuchou.
Kolko to bude?

U: Nech to bude a,,. Vyjadri, ako tato hodnota zavisi od hodndt ag, p a n.

: Vobec netusim ako to mdam urobit.

: Vyjadri si vzorcom, ako sa zmeni istina po prvom urokovacom obdobi. Oznaé si tato
hodnotu a;. Podobne si vyjadri hodnotu istiny po skonc¢eni druhého trokovacieho obdobia.
To bude as. A tak dalej. Snad v tom najdes nejaki zékonitost. Dan z prijmu teraz nemusis
brat do tvahy.

C N

N«

: Takze po prvom trokovacom obdobi sa mi k istine ao pripocita velkost troku. To je p%
z ag. Novd istina bude mat hodnotu:

p p
(1,1:(1/04'1700'(10:@0'(1"—@).

U: Dobre. Po druhom trokovacom obdobi sa budu troky pocitat uz z tejto novej istiny.
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N«

: Vyjadrim si, kolko mi to hodi.

G (*+150)
T N S R
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: Vyjadri si hodnotu ay; pomocou ayg.

: Dobre. » » »
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: Vyborne. Rovnakym spdsobom vyjadri este velkost istiny po trefom trokovacom obdobi.
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: Vedel by si teraz rovno povedat vSeobecny vzorec vyjadrujuci velkost istiny po uplynuti n
urokovacich obdobi?

: Ano. Pekne vidiet, ako narastd mocnina zdtvoiek. TakZe velkost istiny ag sa po n tdroko-
vacich obdobi pri p-percentnom uroceni zmeni na hodnotu a,,, pricom:

p n
a, =ap- {1+ —) )
ne ( 100
: Do tohto vzorca dosadis hodnotu svojej pociatocnej istiny, pocet percent, ktory ti banka
pontkne a pocet obdobi - napriklad rokov, pocas ktorych chces sporit. A vypocitas, kolko
penazi mozes oc¢akavat na konci.
. Ak dovtedy banka neskrachuje.

: To je riziko podnikania.

N«

N«

: Vratim sa spift k vzorcu, ktory si odvodil. Predstav si, Ze namiesto petiazi budes mat Iudi.
: Budem mat na vkladnej knizke cloviecikov?

: Nie. Kazdy dobry stat zaujima, kolko obyvatelov mu pribida alebo ubtda. Prirastok
obyvatelstva moze byt spojeny s vysokou porodnostou alebo pristahovanim sa cudzincov.
A ubytok moze byt spésobeny nizkou porodnostou, vysokou timrtnostou, odstahovanim sa
obyvatelov do iného Statu.

: Naco sluzia Statu tieto poznatky?
: Ak m4 §tat tieto informacie, tak vie odhadnit, ¢i o par rokov bude potrebovat otvarat nové
skolky a skoly, alebo, ¢i nejaké nebude musiet zrusit pre nedostatok deti. Bude vediet, ¢i

bude treba o 20 rokov stavat nové byty, ako dlho budeme musief pracovat a kedy pojdeme
do d6chodku.

: Uf. Nieco o tom viem. Je nds stale menej. Ubidame a vymierame. Ako mamuty.
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U: Teraz hovori§ o Eurépe. T4 naozaj starne. Ale je vela krajin, kde zaznamenévaji vysoké
ro¢né prirastky narodenych deti. Ak teraz nebude$ mysliet len na nasu krajinu, tak Tudi
na celom svete je stale viac a viac.

Z: Ani to nie je radostnd sprdva. Preludnime sa, nebudeme mat co jest a vymrieme. Ako
mamuty.
U: Tak dost uZ toho pesimizmu. V pripade, Ze na zaklade zistis

hodnotu ro¢ného prirastku alebo Ubytku obyvatelstva v danej krajine, mozes odhadnuft
pocet Tudi v tejto krajine o niekolko rokov. Ako to urobis?

Z: Rovnako ako by to boli peniaze. Ak ten prirastok bude vyjadreny v percentdach, tak to urobim
ako keby som pocital peniaze na ucte. Vzorcu je jedno, ¢ vypocita pocet ludi alebo sumu
peniazkov alebo kopec zemiakov.

U: Presne tak. A ¢o ak by v krajine bol pokles poctu obyvatelstva? Alebo by opotrebovanim
klesala hodnota nejakého stroja? Ako by vyzeral vzorec v takomto pripade?

Z: Od vstupnej hodnoty sa teraz bude asi odpocitavat.
Hodnota po 1. obdobt bude: a1 = ag — P ag = ag - (1 P )

100 100
Hodnota po 2. obdobi bude: as = a1 — Ry ap =aj - (1 - i) =qagp - <1 — i>2.
100 100 100

Jasné. UZ to vidim. Vzorec pre ubytok bude podobny ako pre prirastok, len v iom namiesto
znamienka + bude znamienko —. Takto:

p n
a, = ag (1 — m) .

V pripade pravidelného prirastku o p% sa pociatoény ¢iselny tdaj ag zmeni po uplynuti
n-tého obdobia na udaj a,, takto:

an:a0-<1—|—1%;0) )

U: Vyborne. Ja to teraz zhrniem:

V pripade pravidelného poklesu o p% sa pociato¢ny ¢iselny tdaj ag zmeni po uplynuti
n-tého obdobia na udaj a,, takto:

a, = ag (1—%)71.

Platnost oboch tychto vzorcov sa da dokazat pomocou matematickej indukcie.

: A budeme to dokazovat?
: Ni¢ ti nebrani v tom, aby si si tieto vzorce iniciativne a samostatne dokazal. Ale este
chvilocku vydrz. Oba tieto vzorce sa daju vyjadrit v tvare:

C N

a, = ag-q", kde quilpm'

Tvar a, = ag - ¢" predstavuje vzorec, ktory by si mal poznat.

Z: Podoba sa to na vzorec pre n-ty clen geometrickej postupnosti, ale tam je
o stupen mensi.
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U: Stihlasim. V geometrickej postupnosti je definicnym oborom mnozina prirodzenych c¢isel,
ktora zacina ¢islom 1. Ale v nasom pripade prvy ¢len postupnosti oznacujeme ako ag a nie
a1, lebo to uz je hodnota po uplynuti jedného obdobia. Defini¢ny obor je teraz mnozina
No={0, 1, 2, 3, 4, 5, ...} = NU{0}.

Z: Ak si takto upravim definicny obor, tak naozaj pojde o vzorec pre
. A jeho platnost sme uz dokazovali, takZe teraz nemusime.

U: Podla tohto vzorca sa pocitaju aj mnohé priklady z praxe. V jadrovej fyzike plati zakon
radioaktivnej premeny jadier radionuklidov, pocas ktorej sa uvolnuje radioaktivne Ziare-
nie. Pomocou tohto zédkona a vzorca pre n-ty ¢len geometrickej postupnosti archeologia
vypocitava vek archeologickych nélezov — kosti, jaskynnjch malieb, hlinenjch ¢repov ...

Z: Jadrovd fyzika - to musi byt asi dost ndrocné. Ale to s tymi kostami - to znie zaujimavo.

U: Tak spomeniem nieco z blizsej oblasti - v bioldgii a v medicine sa sleduje rozmnozovanie
zivych buniek, napriklad baktérii. Ich podet po uplynuti nejakého casu vieme tiez odhadnut
pomocou vzorca pre n-ty ¢len geometrickej postupnosti.

Z: To by ma celkom zaujimalo, ako rychlo sa vo mne rozmnoZi virus chripky.

U: A spomeniem este ekonomiku - zviacsovanie alebo zmensovanie produktivity vyroby,
amortizacia - teda pokles hodnoty nejakého zariadenia dosledkom jeho opotrebovania, po-
tom fyziku, geologiu, uz spominané finanénictvo ... Vsade tam najdes mnohé priklady
na vyuzitie postupnosti.

S niektorymi z nich sa mdZe$ oboznamit v rieSenych tlohéch.




JKPo07-1 | | List 6

vy

Priklad 1: Urcte, kedy dosiahneme vicsi narast financného vkladu:

a) za 5 rokov pri drokovej miere 10% alebo za 10 rokov pri drokovej miere 5%, ak v oboch
pripadoch je urokovacie obdobie 1 rok,

b) za b rokov pri sturtrocnom drokovani s drokovou mierou 2% alebo pri polroénom iroko-
vani s urokovou mierou 4% ?

U: a) Toto je klasicky priklad z finan¢nej matematiky. Urcite ta zaujima, ¢i dosiahnes viac

periazi, ak budes Setrit kratsie - s vy$Sou , alebo dlhsie — ale s nizsou sadzbou.
Z: To asi vidy zdlezi na velkosti ponikangch percent a na dizke sporenia, vSak?
U: Samozrejme. Nés to bude zaujimat pre dané hodnoty a
Z: V prvom priklade sa mi zdd, Ze to vyjde rovnako.
U: To je smely nézor. Urcite si to musis prepocitat a potom sa uvidi.
Z: Tak dobre. Urokovacie obdobie je jeden rok.
U: Ano. sa bude pripisovat na konci kazdého uplynutého roku.
Z: Uhm. Vypocitam najprv ako sa mi 2vicst vklad pri proej ponuke:

Qo =7

p = 10%

n=>

as =7

Vzorec pre vypocet pravidelného narastania nejakej hodnoty je:

a, = agp (1 + %) .

U: Ano. Mézes do tohto vzorca dosadit dané hodnoty a vypoéitaf nérast.

N«

: Nemozem. Nepozndm pociatocni hodnotu vkladu. Neviem, ¢o mdm dosadit za ay.

c

: Ak nepozna$ hodnotu vkladu, alebo ak ju nechces prezradit, tak pomocou vzorca vypocitas
kolkokrat sa ti tato vstupna hodnota zmeni.

: TakZe za ag nemusim dosadit nic?

C N

: Presne tak. Pouzivaj nadalej oznacenie ay.

N«

: Dobre. Dosadim do vzorca a vypocitam, ¢o sa bude dat:

5
10 5

U: Dobre. Prva ponuka ti zabezpedci zvysenie vkladu priblizne 1, 61-krat. Ako to bude v druhej
ponuke?
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. Zapisem si, ¢o pozndm:

Qo =7

p=5%
n = 10
[2510) =7

Znova dosadim do vzorca pre ndrast hodnoty:

5 10
a10 :ao-(l—i—ﬁ) =ag-1,051% =g - 1,62 889.

Na porovnanie s prvou ponukou mi stacia aj prvé 2 desatinné miesta.

: A ktora ponuka je zaujimavejsia?

: V druhej ponuke mi vklad narastie priblizne 1,63-krdt, co je trosku vyhodnejsie ako v prvej

.....

: A teraz nechaj pracovat zdravy sedliacky rozum. Je skuto¢ne druhéa ponuka vyhodnejsia?

: Ako to myslite? Ved mi vyslo, Ze ndrast v druhej ponuke je vicsi. Je to zle vypocitané?

: Nie, nie. Vypocitané je to spravne. Vyslo ti, Ze vyhodnejsie je mat vklad uloZeny 10 rokov.

Ale ak sa uz rozhodne$ ¢akat 10 rokov, ¢o keby si vzal prvii ponuku, po piatich rokoch
vybral navySeny vklad a na dal$ich 5 rokov ho znovu ulozil? Ako by v takom pripade
vzrastol vklad?

. Uloha by sa zmenila na celkom ind. Vklad by narastal pocas desiatich rokov bud s tro-

kovou mierou 10% alebo s trokovou mierou 5%. Tak to je jasné. Prvd ponuka je urcite
vyhodnejsia.

: Je dobré porovnéavat néarast (alebo pokles) vstupnej hodnoty za rovnaké ¢asové obdobie.

Ukazeme si to v nasledujicom priklade.

C N

: b) V druhom priklade mdm Sturtrocné a polrocéné drokovacie obdobia. V oboch pripadoch

je vklad uloZeny na 5 rokov.

: Ano. Teraz ta bude zaujimaft, ¢ dostanes viac pefiazi, ak budd Gro¢ené s mensou sadzbou

ale Castejsie, alebo ak budu urocené s vic¢sou sadzbou, ale menej casto.

. Nagprv st rozoberiem proi ponuku:

a():?
p=2%
n=>,
CL5:?

: Pockaj. Kolko je urokovacich obdobi pocas piatich rokov?

: Predsa 5.
: LenZe v prvej moznosti sa uro¢i stvrtrocéne. To znamenad, Ze pocas jedného roku uplyna 4

arokovacie obdobia.
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Z: Aha. Za 5 rokov to bude 20 sturtrokov. Teda 20 trokovacich obdobi. TakZe este raz:

n =20

920 :?

20
az = ap - (H%O) —ap-1,02%0 = g - 1,48 504

U: Dobre. Len dafam, Ze takyto pocet desatinnych miest bude stacit.

N«

: Keby to bolo na porovnanie mdlo, tak dopocitam dalSie. A teraz prepocitam tu druhi
moznost. Tam sa uroéi polrocne. Za 5 rokov bude 10 polrokov. ZapiSem, ¢o pozndm
a vrhnem sa na vypocet:

Qo =7

p=4%
n =10
[2510) =7

4\ 10
—ap- ([14+—) =ap-1,040 =qy-1,48024
1o = ag ( +100) Qg - 1, ao - 1,

U: Ten rozdiel je minimalny, vsak?

vvvvv

pri Stvrtroénom trokovani s tirokovou mierou 2%.

U: Uz len jednu poznamku na zaver: obycajne sa vo finanénych ustavoch pouziva ro¢na
urokové miera. Treba si dat pozor na to, ¢i je pontkand trokova miera skutocne stvrtro¢na
alebo je pri danej ro¢nej trokovej miere len Stvrtrocné pripisovanie tirokov. To je velky
rozdiel.

Uloha :
Vypocitagte, kedy dojde k vicsiemu ndrastu pociatocného vkladu po uplynuti troch rokov:
pri mesacnom urokovani s drokovou mierou 1% alebo pri roénom trokovani s turokovou
miaerou 12,5% %

Vysledok:

.....
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Priklad 2: Firma si vzala tdver vo vyske 3000000 € a zaviazala sa, Ze bude pravidelne splicat
dohodnuté rocné uroky z uveru a konstantne spldatky tak, aby pri 10-percentnom urocent
splatila dver za 10 rokov. Aké velké musia byt rocéné spldatky?

U: Rozumies zadaniu?

: Nie velmi.

: Firma si od banky pozicala peniaze. Za to, Ze jej banka poskytla tito hotovost, musi
firma platif z pozicky aj pravidelné splatky z pozicanych penazi. Tym splati svoj dlh
voc¢i banke. Banka poskytla peniaze na 10-percentni a firma ich chce splatit do
desiatich rokov.

C N

Z: Teraz je to opacnd situdcia, ako ked mdam na icte peniaze a banka mi plati uroky?

U: Ano. Za to, Ze banka moze disponovat s tvojimi peniazmi ti pravidelne vyplaca troky,
podla nejakej dohodnutej sadzby. Ale teraz si nepozical banke ty, ale banka tebe. Do
desiatich rokov musi§ peniaze vratit a este aj zaplatit za pozi¢anie. To su tie troky —
Ciastka zaplatena za pozicanie.

Z: Netusim, ako to budem pocitat, ale zapisem si aspom, co pozndm:
wver ... 3000000 e
pocet rokov ... 10

rocné urocenie ... 10%
rocnd splatka ... x

U: Dobre. Postupne si vyjadrime, ako bude dlh narastat kvoli irokom a klesat vdaka splatkam.

Na konci prvého roku banka pripisala k tiveru troky a dlh firmy voci banke vzrastol o 10%.
Firma ale zaplatila prva splatku, takze jej dlh sa zmensil o hodnotu x. Skis to zapisat ako
vyraz a zjednodus ho.

Z: Viem, Ze 10% z 3000 000 je 0,1 -3 000 000, takzZe:

Po 1. roku bude firma dlhovat banke sumu:
30000004 0,1-3000000—2=3000000-1,1— .

Mam vycislit hodnotu sucinu?

U: Nie, nechaj ten vysledok v takomto tvare. Pokracujeme dalej. Po druhom roku banka
pripocitala k dlhu, ktory je 3 000 000 - 1,1 — x, 10-percentny trok z tejto sumy a odpocitala
vysku konstantnej splatky, ktora firma zaplatila na konci druhého roku. Zapis, ako bude
vyzerat dlh, na konci druhého roka.

Z: Dobre. Bude to:
(3000000-1,1—2)4+0,1-(3000000-1,1—2)—2=(3000000-1,1—2)-1,1—=z.

Mdm to nejak upravit?

U: Odstran zatvorku, ale suciny nevyd¢ishuj.
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N«

: Po 2. roku bude firma dlhovat banke sumu:

(3000000-1,1 —2)-1,1—2=3000000-1,1*> -~ 1,1-2 — .
: Dobre. Ako bude dlh vyzerat po tretom roku uz skis vyjadrif sam.

: Takze sumu 3 000 000 - 1,12 — 1,1 - & — = vyndsobim s 1,1. Tiym zabezpecim, Ze sa mi
k predchddzajicemu dlhu pripocita velkost turoku. Potom odpocitam x a tym zmensim dilh
o dalSiu spldtku.

Po 3. roku bude firma dlhovat banke sumu:

(3000000-1,1> - 1,1-2—2)-1,1—2=3000000-1,1° - 1,17 2 — 1,1 -2 — .
: Ano. Vsimni si, ako vyzeraji vyrazy, ktoré predstavujt vysku dlhu na konci kazdého roku.
: ag = 3000 000,
a; =3000000-1,1 — =z,
as =3000000-1,12 - 1,1 -2 — z,
a3 =3000000-1,13-1,12. 2 —1,1-2 — x

: Vedel by si teraz napisat vyraz predstavujici velkost dlhu po n rokoch?

. Myslim, Ze ano. Skisim:
a, =3000000-1,1" -1, 1"z —1,1" %2 — ... =1,1>. 2 —1,1-2 —x.
: Spravne. Platnost tohto vzorca by sa dala dokéazat . Ako to

bude vyzerat po 10-tich rokoch?
: Po 10. roku bude dlh firmy banke takyto:

a1o=3000000-1,1°—-1,1° 2 - 1,182 — ... = 1,122 —1,1-2 — .
: Dobre. Po desiatom roku mé byt dlh splateny, takze tento vyraz bude mat nulovit hodnotu.

: Naozaj. Po desiatich rokoch chce mat firma dlh splateny. Ak si poviem, Ze je dlh nulovy,
tak dostanem rovnicu, v ktorej nepozndm len velkost spldtky x.

: Presne tak. Vypocditas, na aki vysku maju byf nastavené rocné splatky, aby po uplynuti
desiatich rokov dlh klesol na nulu. Pust sa do toho.

: Takze zostavim rovnicu a na jej lavej strane vyberiem x pred zdtvorku. Sucin nezndmej x
a tej dlhej zatvorky prenesiem na druhi stranu rovnice. Rovnica a jej upravy su v ramceku:

3000000-1,1"°—-1,1°. 2 —1,18. 2 — ... —=1,12.2—-1,1-2—2=0
3000000 1,10 —z- (L, 1°+ 1,18+ ... +1,1241,14+1) =0
3000000 1,10 =2 (1,1°+ 1,18+ ... +1,12+1,1+1)

Vycislim si hodnoty mocnin na lavej aj pravej strane rovnice.
: Pockaj, nerob to. Pozri sa, ako vyzerd prava strana.

: Je tam sucet desiatich roznych mocnin cisla 1,1. Od nultej mocniny po deviatu.

: A nepripomina ti to ni¢?
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: Mal by som tam vidiet nejaki postupnost?
: Ano. Co takto , ktorej je 1,1 a prvy clen je 17
: Aha a v zdtvorke je sucet jej prvych desiatich clenov. Siucet vypocitam podla vzorca

g —1
g—1"

: Stthlasim, len si musi§ uvedomif, Ze a; teraz predstavuje prvy c¢len tejto geometrickej

postupnosti a nie velkost dlhu po prvom roku, lebo to méas oznacené tym istym pismenkom.

: Nebojte sa, nepopletiem to. Vypocitam sucet v zatvorke rovnice:

1,110 — 1 1,110 1
1. .t T 159374246
510 L1-1 0,1 ’

: Dobre a teraz sa mozes vratif k rieSeniu rovnice. Jej pravu stranu uz mas vydislent.

: Za sucet mocnin v zdtvorke teda dosadim hodnotu 15,93 742 46 a vypocitam neznamu x:

3000000 1,10 =2 (1,1°+ 1,18+ ... +1,12+1,1+1)
3000000 - 1,10 = z - 15,93 742 46
T = 488 236, 1847

: Vyborne. MéZes formulovat zaver prikladu.

: Aby firma splatila pozi¢ané 3000000 € musi po dobu desiatich rokoch splacat

488 236 e rocne.
Vychddza mi z toho, Ze clovek musi byt poriadne bohaty, ak si chce poZicat peniaze.

: Tak akosi. Vypocitaj este akt velkti sumu firma banke zaplati.

: Kazdy rok splati 488 236, 1847 e, takZe za 10 rokov vyplati banke spolu

488 236, 1847 - 10 = 4 882 361, 847.

Pdni. Firma si poZicia 3 miliony a zaplatit musi takmer 5. To je sila.

: Treba dufat, ze aktivity firmy jej umoznia splacaf takyto dlh. Dalsia tloha bude pre tvoju

samostatni pracu.

Uloha :

Firma si vzala vver vo vyske 2000000 € a zaviazala sa, Ze bude pravidelne spldacat dohod-
nuté rocné€ uroky z uveru a konstantné splatky tak, aby pri 11-percentnom urocent splatila
tver za 8 rokov. Ak€ velké musia byt rocné splatky?

Vysledok:

Rocné spldatky musia byt 388 642 e .
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Priklad 3: Stroj strdca opotrebovanim kaZdy rok p% svojej ceny z predchddzajiceho roku. Za

cC N C N«

N«

C N

C N C N C N

N«

N«

aky cas klesne zaciatoénd cena stroja na polovicu?

: V tomto priklade sa budeme zaoberat , teda poklesom hodnoty nejakej veci

dosledkom jej opotrebovavania.

: Je mi jasné, Ze ak sa nieco pouZiva, nic¢i sa to a potom to uZ nemoZe stdt tolko ako na

zaciatku.

: Presne tak. A my méame sledovat, ako t4 hodnota postupne klesa az na polovicu.

: Konkrétne cisla nebudu?
: Nie. Je dany len pocet percent - parametrom p.
: Tak si aspon oznacim, co vsetko sa v zadani vyskytlo:
zaciatocnd cena stroja ... x
konecnd cena stroja c Yy
opotrebovanie ... p%
pocet rokov opotrebovdvania ... n

: Cena stroja bude kazdym rokom klesat. Bude teda zavisiet od uplynutého ¢asu — v nasom

pripade od rokov. Mozno by bolo dobré pouzit na oznacenie zaciatoCnej a koneCnej ceny
také premenné, aby vyjadrovali zavislost na cCase.

. Cena bude funkciou casu?

: Ano a kedZe cas teraz predstavuje pocet rokov, ¢o je prirodzené ¢islo, tak cena bude ¢lenom

postupnosti.

: Dobre. Namiesto x a y pouZijem oznacenie pre postupnosti a; a a,.

: Vhodnejsie bude ag a a,. Oznacenie a; si nechaj pre cenu po prvom roku.

: Aha. Jasné.
: Vie§, ktory vzorec pouzijes na vypocet alebo si ho najprv odvodis?
: Skusim ho odvodit. MoZno si v priebehu odvodzovania spomeniem na jeho presny tvar.

: Tak dobre. Najprv vyjadri cenu stroja po prvom roku.

: Po prvom roku klesne kiupna cena ag o p%. To znamend, Ze od ay budem odpocéitavat ——

p
100
z ag. Takto:

p p
m =00 = 35500 =0 (1= 155)

: Dobre. Teraz vyjadri cenu po druhom roku.

: Cenu stroja po druhom roku dostanem tak, Ze zniZim cenu po prvom roku o p%:

ma— 2w (1= 2) —ape (1- L) (1= 2) —ap (1o L)
100 100 100 100 100

Uz som st spomenul na presny tvar vzorca. Cena stroja po n rokoch sa bude dat vyjadrit

vZOTCOM.: ,
ap=ao- (1 —— .
100
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U

N«

c

NS N

c

Ano, tento vzorec naozaj vyjadruje ako sa zaciatoény &selny tdaj ap zmeni po uplynuti
n-tého obdobia na udaj a, pri pravidelnom poklese o p%. Teraz ked sme sa uz dohodli na
vzorci by si mohol priklad aj vyriesit.

: LenZe ja mdm v tom vzorci prilis vela nezndmych: vypocitat mdm n, ale nepozndm ani ag

ani a,. A parameter p sa tiez netvari prili§ konkrétne.

: S parametrom p bude$ pracovat ako s konkrétnou hodnotou. A medzi hodnotami aq a a,

je dany vztah. Precitaj si eSte raz zadanie.

. Zaciatocnd cena stroja md klesnut na polovicu. Aha, takZe

ao

5

ay =

: Spravne, to by ti uz malo postacovat na vyrieSenie tulohy.

: Dosadim tento vztah do vzorca pre pokles, vykrdtim cleny ay a dostanem rovnicu s para-

metrom p pre meznamu n:

“ o (1-2) /ia
9 70 100 0

p n
0,5 = (1 — —)
100

A ¢o teraz?

: Nezndma n je v exponente. Ak ju odtial chces ziskat, musis§ rovnicu

: Aha, tak pokracujem v rieseni — zlogaritmujem obe strany rovnice, tym sa nezndma n

dostane z exponentu. Aby som ju osamostatnil, tak musim vydelit celi rovnicu logaritmom,
ktorym je n vyndsobené. Riesenie je v ramceku:

p n
0.5 = (1 _ —> ]
O
log 0,5 = -1 (1——) 1 ( ——)
0805 =n-log (1= 757 /+1og (1= 755
log 0.5
n =
log (1 — 1f5)
A je to.
, .. . . . log 0,5
: Spravne. Zaciatoéna cena stroja klesne na polovicu o rokov.

log (1 — §5)

Tento vysledok mi neddva velmi jasni predstavu o pocte rokov.

: Ak ti chybaji konkrétne hodnoty v zadani, vyries si tento priklad pre p = 20%.

Znenie prikladu bude teda: za ako dlho klesne cena stroja na polovicu, ak kaZdorocne
odpisujem 20% ?

. Ano. Vyéisli to.
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Z: Dosadim do vysledného vzorca hodnotu p = 20. Vezmem si do ruky kalkulacku a vycislim.
Vypocet je v ramceku:

~ log0,5
log(1 — 15)
_ log0,5
log(1 — 155)
log 0,5
n =
log 0,8
n = 3,10628

n

U: Vyborne. Mam len jednu pripomienku. Premenna n vo vzorci oznacuje poradie c¢lena
geometrickej postupnosti.

Z: TakZe by to malo byt prirodzené cislo.

U: Ano, ale postupnost je predsa Specidlny typ funkcie, ktorej definiény obor st redlne &isla.
Ak si to slovna tloha vyzaduje, mozes zaokruhlit, n = 3. Ak nie, moézeS uvazovat aj o
hodnote n = 3, 10628, ktora je v definicnom obore funkcie.

Z: Dobre. Cena stroja klesne na polovicu za priblizne 3 roky.

U: Vyries si aj nasledujtce tlohy.

Uloha 1:
Zaciatoénd cena stroja je 15000 e. KaZdorocéne sa z jeho ceny odpisuje 5% kvoli opotre-

beniu. Aki hodnotu bude mat stroj po Styroch rokoch?

Vysledok:
Po styroch rokoch bude cena stroja 12 218 e.

Uloha 2:
Cena stroja po 12-tich rokoch klesla v dosledku opotrebovania o 90% kipnej ceny. Kolko

percent ceny stroja z predchddzajiceho roku sa musi kaZdoroc¢ne odpisovat, ak cena sa
znizuje kazdy rok o konstantny pocet percent?

Vysledok:
KaZdorocéne sa muselo odpisovat priblizne 17,5% ceny stroja z predchddzajiceho roku.
(Ndvod: ay2 je 10% z ag, teda aia = 0,1 - ayp.)
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Priklad 4: Na zaciatku roka 2008 Zilo v meste 34 162 obyvatelov. Kolko sa v riom dd oca-

C N

N(

kdavat obyvatelov na zaciatku roka 2013, ak sa kaZdorocny prirastok obyvatelstva odhaduje
priblizne na 1,4%? O kolko % stiupne v meste za tento cas pocet obyvatelov?

Muyslim, Ze toto je celkom lahky priklad, idem rovno na vzorec.

: Vysvetli mi najprv, aky vzorec mas na mysli a preco ho pouzijes.

Viem, Ze ak sa mejakd hodnota pravidelne zvysuje o urcity pocet percent, tak vzorec na
vypocet jej ndrastu za n obdobi je:

P A"
an:(lo'<1+m) .

: Dobre, zapis si, ¢o mas v ulohe dané.

: zaciatocny pocet obyvatelov ... ag = 34 162
roény prirastok obyvatelov ... p=1,4%
pocet rokov ... n=2013 — 2008 = 5 rokov
konecny pocet obyvatelov co.as =7

: V poriadku, mozes dosadzovat do vzorca.

: To bude jednoduché. Dosadim a kalkulackou vycislim:

a, = ap - (1—1—1:%0)

1,4

—34162- (14 =
“ < T 700
as = 34162 - (1,014)
as = 36 621,24 151

Ocakava sa, Ze na zadiatku roku 2013 bude mat mesto asi 36 621 obyvatelov.

: Vyborne. V takomto type prikladu je mozné zaokriuhlovat aj na stovky. Ostala ti druha

¢ast tlohy. O kolko % stipne za tych 5 rokov pocet obyvatelov v danom meste?

: Ak uplynulo 5 rokov a kazdy rok sa zvysil pocet ludi o 1,4%, tak celkovy prirastok bude

5-1,4% = 7%.

: Tak si to skuisime prepocitat. Pociato¢na hodnota ag bude predstavovat 100%. Mas z jed-

noduchej tlohy na percentd vypocitat kolko percent predstavuje konecnd hodnota as.

: Malo by mi vyjst 107%.

34 162 obyvatelov ... 100%
36 621,24 151 obyvatelov ... x%

: O aky typ umery ide?

: Je to priama umera, takZe moZem napisat:
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z 100 = 36 621,24 151 : 34162
36 621, 24 151
YT T 162

xr = 107,19 876

100

Ked to zaokrihlim, vyjde presne tych 107%. TakZe som mal pravdu, nie?

U: Musim ta zarmutit, ale nemal. V tomto priklade st ro¢né prirastky malé, ten rozdiel nie
je taky viditelny. Ale pouvazuj so mnou. Keby si kazdy rok vypocital 1,4% z povodnej
hodnoty ag, dostal by si, Ze a5 je 107% z aq. Ale ty predsa pocitas 1,4% z predcha-
dzajicej hodnoty a to da takmer 107,2% 2 ay. Rozdiel je teraz sice zanedbatelny, ale
je to predsa len ina hodnota.

Z: UZ mi je to jasné. Obyvatelov som rdtal podla vzorca pre pravidelny prirastok a pri sa-
motnych percentdch som na to pozabudol. A je v tom rozdiel. Ako keby som mal
a

U: Presne tak. Dufam, ze nabudice si uz das pozor.

Uloha :
Pocet obyvatelov v danom meste vzrdstol za 10 rokov z 25000 na 33 600.
a) Aky bol konstantny roény prirastok obyvatelstva v percentach?
b) Aky bol celkovy prirastok obyvatelstva v percentdach za uplynulyjch 10 rokov?

Vysledok:
a) 3%,
b) 34,4%.
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Priklad 5: Tlak vzduchu klesd s rasticou nadmorskou vyskou priblizne o 1,2% na kaZdych

N« C N

c

100 metrov, pricom na morskej hladine sa predpokladd tzv. normdlny atmosfericky tlak
1 013,24 hPa. Vypocitajte:

a) o kolko percent klesne tlak vzduchu oproti normdlnemu atmosferickému tlaku, ak vysti-
pime do nadmorskej vysky 1000 m,

b) tlak vzduchu na vrchole Lomnického stitu v nadmorskej vyske 2 634 m.

: A som nahraty. Pojde asi o nejaki fyziku a ti ja nemdm rdd. Ako mdm vypocitat priklad,

ked v niom takmer nicomu nerozumiem?

: Zacneme tym, ¢comu rozumies.

. Rozumiem len tomu, Ze vrchol Lomnicdku je vo vyske 2 634 metrov nad morom a morskad

hladina je vo vyske 0 metrov.

: Dobre. S tlakom je to tak, ze za zdkladny sa povazuje tlak na morskej hladine, ¢im nizsie

- tym je tlak vacsi, ¢im vyssSie - tym je tlak mensi. Tlak sa meni aj pri zmene teploty, ale
to teraz nebudeme brat do tivahy.

. Z fyziky este viem, Ze tlak sa meria v Pascaloch, ale ¢o je to hPa?
: A vies, ¢o je to ha alebo hl?
: Jasné. Znamend to hektdr a hektoliter. Aha, takZe hPa bude hektoPascal, jednotka 100-krdt

vdcsia nez Pascal.

: Spravne. Poznas teda pociatoént hodnotu tlaku a vies, Ze sa bude pravidelne zmensovat,

kazdych 100 metrov o 1,2% predchadzajicej hodnoty. Dalej by to uz nemal byt problém.

: PouZil by som vzorec pre pravidelny pokles — ubytok nejakej vstupnej hodnoty:

p n
Qp = Qg (1 — m) .

: Vzorec je dobry, ale daj si pozor na pomenovanie premennych. Vo vzorci mas pismenkom

p oznaceny pocet percent, ale vo fyzikalnom priklade sa tak oznacuje tlak.

:a) Najprv teda pomocou tohto vzorca vypocitam aky bude tlak vo vyske 1 000 metrov nad

morom. Zapisem si ulohu:

normdlna hodnota tlaku ... pog=1013,24 hPa
pravidelny ubytok tlaku ... p=1,2%

pocet zmien tlaku ... n=1000:100 =10
tlak vo vyske 1000 m ... pig =7

: Dobre. Zapis je spravny.

. TakZe mozem dosadzovat do vzorca:

p n
b= (1- )

19 10
=1013.24-(1—- == = 898
P10 ) < 100)
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Tlak vo vyske 1000 metrov je priblizne 898 hPa.

: A teraz vypocitaj o kolko percent klesol atmosfericky tlak zo svojej normalnej hodnoty na

hodnotu 898 hPa.

:1013,24 hPa ... 100%

898 hPa . 2%

Ide o priamu umeru, takZe plati, Ze v akom pomere su pocty percent, tak v takom pomere si
aj hodnoty atmosferickych tlakov. Zapisem rovnost pomerov a vypocitam hodnotu nezndmej
x:

21100 = 898 : 1013, 24
898
r=-—":
1013,24

x = 88,63
100% — 88,63% = 11,37%

100

Tlak vo vyske 1000 m nad morom klesne oproti normalnej hodnote o 11,37%.

: b) A teraz druha cast prikladu. Opdt si najprv zapisem tlohu:

normdlna hodnota tlaku ... py=1013,24 hPa
pravidelny ibytok tlaku ... p=1,2%

pocet zmien tlaku ... n=2634:100 = 26,34
tlak na Lomnicaku coe D=7

: Vzorec, ktory pouzijeme je vlastne vzorec pre n-ty ¢len geometrickej postupnosti s prvym

¢lenom ag, v tvojom pripade pgy, a s kvocientom ¢ = 1 — 100" Premenna n vo vzorci

oznacuje poradie ¢lena geometrickej postupnosti.

. TakZe by to malo byt prirodzené ¢islo. Mdm hodnotu n = 26,34 zaokruhlit a vypocitat pag ?

: Nie. V tomto priklade to nebude nutné. Tlak sa nemeni skokovite, ale plynule. Postupnost

je predsa Specialny typ funkcie, takZze mozes pocitat aj s hodnotou n = 26, 34, ktora je
v definicnom obore funkcie. Ak teda mas dobru kalkulacku, ktora to za teba vypocita.

: Jasne. TakZe pouZijem vzorec, dosadim don a vycislim:

p n
(1)
p po( 100

1 93 2634
p26,34 = 1 013,24 - <1 — 1’@) = 737

Tlak na vrchole Lomnického $titu je priblizne 737 hPa.

: Vyborne. Na to, ako si na zaciatku ni¢omu nerozumel, si tento priklad zvladol velmi dobre.

UZ len pripomeniem, Ze v priklade b) sme rozsirenim definiéného oboru geometric-
kej postupnosti z N na R dostali exponencidlnu funkciu. KedZe postupnost
je $pecidlny pripad funkcie, vztahy platné pre geometricki postupnost platia
samozrejme aj pre tuto funkciu.
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Uloha :
Na kolko percent povodného tlaku klesne tlak pod recipientom vijvevy po 50 zdvihoch piestu,
ak pri kaZdom zdvihu piestu klesne tlak o 4% 7

Vysledok:
Tlak klesne priblizne na 13% povodného tlaku.
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Priklad 6: Baktérie sa mnozia delenim na polovicu tak, Ze za priaznivych podmienok dochddza

SES

cC N

C N

N« C N

k tomuto deleniu vidy raz za pol hodinu. Kolko baktérii vznikne z jednej baktérie za 10
hodin?

: Tak ako by si riesil tuto tlohu?

: Postupne by som si vypocitaval ako nmarastd pocet baktérii a casom by som sndd dosiel

k vysledku.

: Skiis to. Mozno o chvilu prides aj na menej zdlhavé riesenie.

. Na zaciatku madm jednu baktériu. Za pol hodiny vznikni delenim z jednej baktérie dve

baktérie. TakZe uZ mam dve. Prejde dalsia pol hodina. KaZdd z tych dvoch sa mi rozdeli
na dve. Uz mdm $tyri. Z tychto Styroch sa po dalsej polhodine vytvori osem baktérii:

1 hod. Lhod. 1hod.
1 — — —

Kolko polhodin zatial uplynulo?

: Tri. A myslim, Ze je najvyssi éas, aby si porozmyslal nad nejakym inym spdsobom rieSenia.
) )

: Uz som skoro na konci. UZ len zopar polhodin a mdam vysledok.

.....

chadzajuci pocet. Nepripomina ti to nic?

: Iba ak

: A to je presne to, ¢o mas vyuzit. Geometricki postupnost s prvym ¢lenom ay = 1. To je té

nasa jedna baktéria na zaciatku. Kvocient ¢ méa hodnotu 2, lebo kazdy dalsi pocet baktérii

.....

postupnosti?

: Vzorec md tvar:

an =ay - q"*

: To je v pripade, ked prvy ¢len je a;. Teraz je vyhodnejSie pomenovat prvy ¢len ako ag.

: Preco?
: Pretoze takto bude premenné n priamo oznacovat pocet prebehnutych deleni a teda aj

pocet uplynutych casovych jednotiek:

a, = ag - q".

: Casovd jednotka je teraz polhodina?
: Ano.
: Desat hodin je dvadsat polhodin. Mdm teda vypocitat dvadsiaty clen tejto postupnosti:

ap = Qo - qn
90 = 1- 220
a9 = 1048 576
Za 10 hodin vznikne z jednej baktérie 1048 576 baktérii.
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U: Spravne. Uznaj, Ze postupnym vypoéitavanim by ti to zabralo ovela viac ¢asu. Dalsia tiloha
je uz na tvoju samostatnu pracu.

Uloha :
Na prvé policko Sachouvnice poloZime jedno euro. Na druhé policko poloZime dve eurd. Na
kazdé dalsie policko poloZzime dvojndsobok predchddzajicej sumy.
a) Aki sumu budeme musiet polozit na posledné policko Sachovnice?
b) Aki sumu potrebujeme na pokrytie celej Sachovnice?

Vysledok:
a) 263 =9,22337-10'® = 10" e.
b) 264 — 1 =1,84467-101 =2.10"Y e.
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Priklad 7: Kolkokrdt udrie palicka hodinového stroja pocas dvandstich hodin — od polnoci

cC N

N«

N(

N«

do poludnia, ak okrem celijch hodin bije aj vietky $tvrthodiny? (Stvrthodiny bije nasle-
dovne: prvt Sturt jednym uderom, druhi Sturt dvoma, tretiu Stort troma a Stvrd Sturt Styrmi
udermi. Celé hodiny bije potom ingm typom tderu tak, Ze padne tolko tuderov, kolko je ho-

din.)

: Zdd sa mi to peknd uloha. Cisla nie si velké, to spocitam aj rucne.
: M&s pravdu, ale ja by som bol predsa len rad, keby si vyuzil nejaky sikovnejsi postup.

: Rozoberiem si ulohu, mozZno na nieco pridem.

— Stroj bije kaZdu Sturthodinu. Pocas kaZdej hodiny bude bit 1+ 2 + 3 + 4 = 10 takych
tderov, ktoré znamenaji Stvrthodinky.

— Okrem toho bije aj celé hodiny. Pocas dvandstich hodin bude bit 1+2+3+4+---+11+12
uderov.

: A presne tento vypocet ma zaujima.

. Mdm spoéitat prvych 12 prirodzenych cisel. Mohol by som wvziat do ruky kalkulacku a

jednoducho to tam nahddzat, ale vy to asi chcete inak.

.....

Ako to urobis?

! Vypocitam sucet jej pruych dvandstich clenov. Ak si spocitam
prvée cislo s poslednym a druhé s predposlednym a tretie s predpredposlednym, dostanem
vZdy rovnaky sucet 13. Takiyjchto suctov budem mat tolko, kolko je clenov v postupnosti,
teda 12. Ale kaZdy sucet je zapocitany dvakrdat — napriklad prvé ¢islo s posledngm, ale aj

posledné s prvym. Dostanem.:
1312

Cize pocet tderov na celé hodiny bude spolu 78.

: Dobre. Vzorec, ktory si popisal a pouzil ma tvar:
. (a1 + ap)-n
n 2 3

kde s, je sucet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti s prvym ¢lenom a; a poslednym
uvazovanym ¢lenom a,,.

: Teraz to uz len ddm dohromady. Pocet Stvrthodinovych tiderov pocas jednej hodiny je 10,

teda pocas dvandstich hodin to bude
12-10 = 120.
K tomu pridam pocet uderov na celé hodiny a dostanem:
120 4- 78 = 198.

V c¢asovom intervale od polnoci do poludnia udrie palicka hodinového stroja
spolu 198-krat.
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U: Spravne.

Uloha :
Kolkokrdt zakukd kukucka v hodindch pocas 24 hodin, ak okrem celych hodin kukd aj vsetky
polhodiny? (Kukucka je nastavend tak, aby na celd hodinu zakukala len tolkokrat, kolko je
hodin a na polhodinu zakukd len raz. Kukuckové hodiny maji 12-hodinovy cyklus.)

Vysledok:
Pocas 24 hodin kukucka zakuka 180-krdt.
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Priklad 8: Drdha s telesa pri volnom pdde za ¢as t je vyjadrend vzorcom s = g -2, kde g je

C N C

N«

tiaZové zrychlenie. Ukdzte, Ze ciseln€ hodnoty drdh telesa v jednotlivych po sebe nasledu-
Jucich ¢asovijch jednotkdch (napriklad sekunddch) tvoria konecni aritmetickd postupnost.

: A mame tu krasny priklad na vyuzitie postupnosti vo fyzike. Volny pad je rovnomerne

zrychleny pohyb a ty méas dokdzat, Zze drahy v jednotlivych casovych jednotkéch, ktoré
padajtce teleso prekona, su ¢lenmi

Tak ja by som si najprv vyjadril niekolko takych drdh a potom uvidim.

: Dobre. TiaZové zrychlenie ma hodnotu g = 9,81m - s72, ale nemusis s iou pracovat. Stadi,

ak budes pouzivat parameter g. Vzorec pre vypocet drahy padajiceho telesa je

S =

2

. Vyjadrim teda drdhy telesa pre jednotlivé hodnoty casu podla daného vzorca:

@

pre t =1 .12 =

»
o
I
“

N}
[\o]
|
W

-

pret =2 ... Sy =

w
)

|
©

pret=3 ... s3=

W
no

NQNN QNN QNQ
NQN QNN

pret=4 ... s4= -16,. ..

No neviem, mne to velmi ako cleny aritmetickej postupnosti nepripadd.

: Pretoze to nie st tie ¢leny, ktoré budes potrebovat.

: Nie? Tak co som vlastne vypocital? A co potrebujem vypocitat?
: Drahy oznacené ako s1, So, S3, S4, ... su drahy merané vidy od bodu A, v ktorom teleso

zacne volny pad, az po bod, v ktorom sa teleso nachadza po uplynuti konkrétneho ¢aasu .
Ty més ale vyjadrif drahy v jednotlivych ¢asoch. St to len tseky tej celej drahy. Oznacme
si ich napriklad ay, as, as, a4, ...

. Cize napriklad as bude drdha, po ktorej teleso padd pocas plynutia tretej sekundy?

: Ano. Pozri si nacrtok:

A
myr——Fsy - F T T T T N
a 52

2

,,,,, S3
as
STZ
an
_
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Z: Aha. Z nacrtku vidim, Ze:
— usek ay je ten isty ako drdha sq,
— usek ay dostanem tak, Ze od drahy s odpocitam drahu sy,
— usek asz dostanem tak, Ze od drahy sz odpocitam drahu so,

— usek a, dostanem tak, Ze od drahy s, odpocitam drahu s, ;.

U: Vyborne. Usek a, oznacuje ti ast celkovej drahy, ktorti padajtce teleso preslo, alebo
lepsie povedané — spadlo, pocas plynutia ¢asu ¢t = n. Teraz to uz len vyjadri.

Z: Dobre. PomozZem si drahami si, Sg, S3, S4, ... , ktoré uzZ mam vyjadrené:
g
pret=1 ... (L1:81:§,
g g_ 9
t=2 ... ay=8—85==-4—===-3
pre a9 S92 S1 9 9 B 5
g g g
ret=3 ... 3 =83—8 ==-9—=.4="=".5,
p as 3 275 5 5
g g g
t=4 ... =8 —S3==-16—=-9==.7
bre gy = S4 — 53 9 9 5 0
g 9 g
t=5 ... a;=83—8==-25—=-16=="-9
pre a5 = S5 — 54 9 5 5
pret=n ... a,=S8,—Sp_1 = g-nQ—g-(n—1)2: g-(nQ—nQ—{—Qn—l) = g -(2n —1).
To by bolo.
U: Este nie. M4S ukézat, ze hodnoty ay, as, a3, ag, . .. a,, naozaj predstavuji ¢leny aritmeticke;
postupnosti.

Z: Pripravim si predpisy pre c¢leny a, a a,.1 a zistim, ¢i je rozdiel a, 1 — a, konstantny::

an:g-(Zn—l),
2-(n+1)=-1] =

Api1 = . (2n —+ 1)

IR
N

Apt1 — Gp :g-(2n+1)—g-(2n—1):g‘(2n+1—2n+1):%'2:g.

U: Rozdiel lubovoInych za sebou idtcich ¢lenov je konstantny, teda postupnost je aritmeticka.
AKky je jej prvy clen a diferencia?
Z: Postupnost velkosti drah padajiceho telesa v jednotlivych éasovych tisekoch je

.. . L g . .
naozaj aritmetickou, s prvym clenom a; = 3 a diferenciou d = g.

Uloha :
a
Teleso, ktoré sa pohybuje rovnomerne spomalene, prejde v prvej sekunde drihu ¢ — —

a v kazdej dalsej sekunde drdhu o a kratsiu nezZ v predchddzajicej sekunde. Akid drdhu
prejde za t sekund, ak a, c, t su redlne parametre?

Vysledok:

.42
Prejde drahu c -t — a

2
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Priklad 9: Dany je stvorec, ktorého strana md dizku a. Ak spojite stredy jeho susednijch strdn,
dostanete novy Stvorec. Ak spojite stredy susednijch strdn nového Stvorca, dostanete opdt
Stvorec, atd. Aky velky je obvod a obsah Stvorca, ktory vznikne desiatym delenim?

U: V geometrii sa mozes stretnf s postupnostami geometrickych ttvarov, ktoré s si navza-
jom podobné a vytvaraju rozne ornamenty. Zopar ich mozes vidiet aj na obrazku:

Obycajne st dané rozmery prvého Utvaru a postup, ako ziskame dal$i utvar. Pomocou
vztahov z planimetrie a stereometrie mas vypocitat, ako zavisia rozmery novych ttvarov
od rozmerov povodného ttvaru a mas odhalit ak(i postupnost tieto rozmery predstavuja.

Z: KedZe su to geometrické utvary, tak asi pojde o geometricki postupnost.

U: V mnohych prikladoch naozaj pojde o geometrickd postupnost, ale nie preto, Ze pracujeme
s geometrickymi utvarmi.

Z: Tie vpisané utvary su zmenseninou nejakeho povodného utvaru. Su napriklad dvakrdat men-
Sie, tak asi preto ide o geometricki postupnst.

U: Ano. Ked poznas rozmery prvého ttvaru a poznas vztah, ktorym ziskame rozmery dalsieho
Utvaru, mozes vypocitat, aké rozmery bude mat Gtvar, ktory je desiaty, dvadsiaty alebo
sty v poradi. A pomocou rozmerov mozes vypocitat obvody a obsahy alebo povrchy a
objemy. Jednoducho rozne charakteristiky.

Z: Ten prvy ornament na obrdzku — to je vlastne nds priklad. Super, nemusim uZ kreslit
nacrtok.

U: Takze tvojou tlohou je pomocou velkosti strany a odvodit velkost strany mensieho Stvorca.
Oznac si ju ay.

Z: Strana mensieho stvorca je prepona pravouhlého trojuholnika — v rohu povodného stvorca
— s odvesnami, ktoré maju velkost polovicu strany a.

U: Aky vztah pouzijes na vypocet dlzky prepony pravouhlého trojuholnika, ak poznas jeho
odvesny?

Z: PouzZijem

2= a4+ 12

kde a,b su odvesny a c je prepona pravouhlého trojuholnika.

U: A ako to vyzera v tvojom trojuholniku?

9 <a>2+ <a>2 5 <a>2 5 a®>  a® N a
1 \2 2 2 4 2 T2

U: Dobre. Pre prvy vpisany Stvorec si prave vyjadril velkost jeho strany. Teraz prejdeme na
druhy vpisany stvorec.
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N(

N«

c

Ne C N

Jeho stranu si oznacim as. Strana as je preponou pravouhlého trojuholnika s odvesnami,
ktoré maji polovicu dizky strany a,. Ak znova pouZijem Pytagorovu vetu, tak rovnakym
postupom ako pred chvilou dostanem, Ze

a1
o — ——.

V2

: Ano. Este si stranu ay vyjadri pomocou strany a.

ai 1 a

V2 V2 V2

= a
a a9 = —.
2

: Vyborne. A teraz dalSiu stranu — eSte mensieho Stvorca.

. Stranu tretieho vpisaného Stvorca si oznacim as. Rovnako ako pri predchadzajicich stvor-

coch dostanem pouzitim Pytagorovej vety, Ze

Q2
az = —.

V2
Ak si tuto stranu vyjadrim pomocou strany a dostanem

(05} 1

V222

a

:m

a3 as

: MozZno uz v tejto chvili vidi§ aka postupnost vytvaraji velkosti stran vpisanych Stvorcov.
: Este mi to stdle nie je jasné. Mdm vyjadrit aj strany ay a as?
: Nie. Vyjadri rovno predpis pre stranu a,, pomocou predchadzjicej strany a,,_1.

: Dobre. Strana a,, bude tieZ preponou nejakého rohového pravouhlého trojuholnika s odves-

nami, ktorych velkost je polovica strany a,_,. TakZe:

2 — an1>2 (an1>2 _9. <an1>2 —9. a -1 _ a -1 - _ Unp—1
“ (2 T 2 hn '

3N

: Spravne. A ja t poslednt rovnicu zapiSem v tvare

an, 1

An—1 \/§ .

Teraz by uz malo byt jasné, ak(i postupnost vytvaraji strany vpisanych Stvorcov.
1

: Ano. Ide o s q= 7 a s proym clenom a — to

je vlastne strana povodného, toho najvicsieho, stvorca. Oznacim si ju ag, lebo ay je strana
Stvorca po prvom zmensent.

: Dobre. Ako bude vyzerat vzorec pre n-ty ¢len tejto postupnosti?

: Vzorec pre n-ty clen nasej geometrickej postupnosti je:

mn 1 "
a, =ag-q", teda a,=a- E :
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U: A teraz uz mozes vyjadrit velkost strany Stvorca vzniknutého po desiatom deleni.

am:a.(%)w.

U: Ano. A ak uZ mas stranu, tak obvod a obsah §tvorca by nemal byt problém.

Z: Obvod st oznacim O19 a obsah Sig. TakZe:

L\ 10
O10 =4 - ayg = 010_4@'<\/§> ;

— 52 —ag?. —

’ 1\
Stvorec, ktory vznikne desiatym delenim bude mat obvod O;y = 4a - <\/§>

1

a obsah Sy = a®- 510"
U: Vyborne. A uz len jednu vec na zaver. Ak navzajom si odpovedajice strany nejakych
podobnych utvarov tvoria geometrickii postupnost s kvocientom ¢, tak obvody tychto

utvarov budu tiez tvorit geometrickii postupnost s tym istym kvocientom.

N«

: Uhm. A ako je to obsahmi alebo objemami?

U: Obsahy rovinnych ttvarov alebo povrchy priestorovych telies budu tiez tvorit geometricka
postupnost, ale s kvocientom ¢2.

N«

. Rozumiem, ved ak chcem vypocitat obsah, musim ndsobit strany medzi sebou.

U: Nie st to vzdy strany. Ale v podstate spravne - nasobia sa dva rozmery daného utvaru.
A iste uz tusis ako to nakoniec bude s objemami.

Z: Ak odpovedajice si hrany podobnijch telies su ¢lenmi geometrickej postupnosti s kvocientom
q, tak objemy tijchto telies budi tvorit geometricki postupnost s kvocientom ¢>.

U: Spravne.

Uloha 1: Dangj je rovnostranny trojuholnik, ktorého strana md dizku a. Ak spojite stredy jeho
strdn, dostanete novy trojuholnik. Ak spojite aj jeho stredy strdan, dostanete opdt trojuhol-
nik, atd. Aky velky je obvod a obsah trojuholnika, ktory vznikne po siedmom deleni?

2
a \/§

9216

3
Vysledok: Obvod trojuholnika po siedmom delent je 2—3, jeho obsah je

Uloha 2: Veza z kociek detskej stavebnice je postavend tak, Ze na kaZdi kocku je postavend
jedna dalsia kocka, ktorej hrana md polovicnd dizku, ne# kocka pod riou. Akd vysokd bude
veza postavend z desiatich kociek, ak spodnd kocka md hranu velkosti a? Aky bude mat
objem?

1 8a? 1
Vysledok: Vyska veZe bude 2a- (1 — ﬁ) , jej objem bude %- (1 - ﬁ)
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Priklad 10: Urcte, pred kolkymi rokmi vytvorili praveki ludia ndstenné malby v jaskyni Las-

C N

No C N

c

N«

cauz (Citag: lasko) vo Francizku, ak bolo zistené, Ze tam ndjdené organické zbytky obsa-
hovali 0,153-krdat mensiu koncentrdciu radiouhlika C' 14 nezZ je jeho koncentrdcia v Zivyjch
organizmoch.

. Také zaujimavé zadanie. Skoda, Ze vobec netusim, ako sa takéto priklady pocitaji.

: Preto riesime spolu. Tymto prikladom zabtdneme trosku do jadrovej fyziky a ukazeme

si, ako sa v nej vyuzivaji postupnosti. Na zaciatku si musime povedat, ¢o je to polcas
rozpadu alebo tiez polcas premeny.

: Vedel by som, c¢o je polcas zdpasu, ale polcas rozpadu?

: Radioaktivne prvky sa rozpadavaji. Pocas tohto rozpadu sa uvoltiuje radioaktivna energia.

Poléas rozpadu je doba, pocas ktorej sa rozpadne poloviéné mnoZstvo jadier
radioaktivneho nuklidu, teda skupiny atémov nejakého radioaktivneho prvku.

s Jasné. A za dalsiu taki isti dobu sa rozpadne td druhd polovica.
: Nie. Za dalsiu takt dobu sa rozpadne polovica z tej polovice, ktora ostala.

. Aha, takZe najprv sa rozpadne polovica povodného mnoZstva, potom Sturtina povodného

mnoZzstva, potom osmina, potom Sestndstina . . .

: Ano. Rozne radioaktivne prvky maji réznu dobu rozpadu. Napriklad radioizotopy jédu I

131 a I 132 maju kratky polcas premeny — ratany na dni a hodiny — a jeho radioaktivne
Ziarenie sa pouziva k diagnostickym tcelom v lekarstve pri vySetrovani Stitnej zlazy.

. Ale na viypocet veku archeologickych ndlezov sa to asi mehodi, vsak? Jod by sa rozpadol

skor, neZ by praclovek ti jaskyriu domaloval.

: Mas pravdu. Na urcovanie veku organickych materidlov sa v archeolégii vyuziva radiouhlik

C 14. Nazyva sa to ,,uhlikova metoda*“. Je zalozena na tom, zZe atmosfericky radiouhlik
C' 14 prechadza do rastlin asimildciou vzdusného C'O, a odtial sa potravou dostava do
vsetkych zivych organizmov.

. A ako mi to pomoze?

: No, po odumreti zivého organizmu — napriklad muchy, rastliny alebo aj ¢loveka — je latkova

vymena ukonéend a pocet jadier radionuklidov C' 14 klesd podla zdkona radioaktivne;
premeny s pol¢asom rozpadu 5730 rokov. Ak archeolégovia vykopt nejaky nalez, odoberaju
aj vzorku pody z okolia nalezu, aby pomocou organickych zbytkov v pode mohli urc¢it vek
nalezu.

: CiZe, aké staré su organické zbytky leZiace v tesnej blizkosti ndlezu, taky stary je aj samotns

ndlez? Ved to nemusi byt presné.

: Ak ratas vek nalezu na stovky az tisicky rokov, tak zopar rokov hore-dole neméa Ziadny

velky vyznam. Uhlikovou metédou sa d4 zistit vek nalezu az do 35 000 rokov.

. A ako to vyuZijem pri tych jaskynniych malbdch?

: Potrebujes vediet dve veci. Prv som ti uz povedal:

Polc¢as rozpadu radionuklidov uhlika C' 14 je 5 730 rokov.
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Té druhé vec je zédkon radioaktivnej premeny vyjadreny matematickym vztahom:

Z: Uf. Tak s tymto vzorcom nebudem vediet vypocitat nic.

U: Len sa neboj. Vysvetlim ti ho:

N (0) ... je pocet nerozpadnutych jadier radionuklidu na zaciatku — v ¢ase t = 0,
N (t) ... je poCet jadier, ktoré sa este nerozpadli v Case t,
T ... je polc¢as premeny, rozpadu radionuklidu.

Z: No neviem, este stdle je to dost nejasné.

U: Takyto vztah sa pouziva vo fyzike. Poviem ti ten isty vzorec, ale inak — pomocou oznacenia,
na ktoré si zvyknuty:
ar=ag - q'.
Z: Ale to je vzorec pre n-ty clen geometrickej postupnosti s proym clenom ag a kvocientom q!

U: Presne tak. A v tomto vzorci:

ag ... je pocet jadier na zaciatku, pred zacatim rozpadéavania,
a; ... je pocet jadier, ktoré sa este nerozpadli po t rozpadoch,
t ... je poCet premien, rozpadov, ktoré prebehli.

Z: No, to je uZ lepie. Zatial tomu rozumiem takto: na zaciatku mdm nejaki kopu jadier. Je
oznacend ag. Prebehne 5 730 rokov a z tej kopy mi ostane len polovica. To bude ay. Ta
druhd polovica sa totiZ vyZiarila prec. To bola prvd premena, prvy rozpad. Uplynie druhych
5730 rokov. Nastane druhy rozpad. Prask. Z jadier mi ostane uz len polovica toho, co tam
bolo, teda Stvrtina povodnych. Z kopy bude kopka.

1
U: Pochopil si to spravne. Kvocient tejto geometrickej postupnosti je teda —.

Z: Ano, lebo kaZdd nasledujica képka jadier je o polovicu mensia neZ predchddzajica kopa.

U: Ak vypocitas pocet rozpadov, ktoré uplynuli od zac¢iatku a vynasobis tento pocet pol¢asom
premeny, ziskas vek nalezu.

Z: Skisim to. Ale v nasom priklade nemdm povedané, kolko jadier uhlika bolo na zaciatku,
teda v ¢ase, ked praclovek tvoril graffiti na jaskynné steny. A ani neviem, kolko jadier sa
tam naslo pri objaveni toho veldiela.

c

: To mas pravdu, ale vies, Ze pocet tych zvysnych jadier je 0,153-krat mensi, ako ich tam
bolo na zaciatku rozpadavania.

. Cize pozndm pomer, podiel hodnot a; a ay.

C N

: Ano. A teraz uz dosad do vzorca pre n-tj ¢len geometrickej postupnosti to, ¢o poznas.

N«

: Dobre. Najprv musim vydelit celi rovnicu hodnotou clena ag, tak dostanem na lavej strane

a
pomer —L 4 za ten mézem dosadit hodnotu 0,153:
agp
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_ t
ar = ap - q

N
at:a0-<§> / :ag
at_ 1t
CL()_ 2

0,153 = 0,5
U: Vysla ti jednoduchéa . Ako ju budes riesit?
Z: Nezndmu mdm v . Aby som ju odtial dostal, potrebujem lavi aj pravi stranu
rovnice . No a potom neznamu t osamostatnim :

0,153 = 0,5'/ log
log0,153 =t -log0,5/ : log 0,5
~ log0, 153
~ log0,5
t=29 71

U: Ano. Tolko rozpadov prebehlo od namalovania stien jaskyne az po stcasnost. Kazdy rozpad
trval 5 730 rokov, takze vek malby bude?

t-5730=2,71-5730 = 15519, 11 rokov
Jaskynné malby st staré priblizne 15 500 rokov.
U: Tak vidis, zvladol si to. Uz len pripomeniem, Ze vo vzorci a; = ag - ¢' pre geometrickil
postupnost je premennd t € N, pretoZze predstavuje pocet rozpadov.
Z: A mne vyslo t =2,71. Mam to eSte zaokruhlit na prirodzené ¢islo 37

U: Nie, nemusis. Len si uvedom, ze rozsirenim definiécného oboru geometrickej po-
stupnosti z N na R sme dostali exponencidlnu funkciu. KedZe postupnost
je $pecidlny pripad funkcie, vztahy platné pre geometricki postupnost platia
samozrejme aj pre tuto funkciu.

Uloha 1: V nddobe je 10 gramov radonu. Aké mnoZstvo radonu ostane v ndadobe za 36 dni,
ak polcas rozpadu radonu je 4 dni?

10
Vysledok: 5 = 0,2 g radonu.

Uloha 2 : Polcas rozpadu radia je asi 20 minut. Aké mnoZstvo rddia zostane z povodného
mnozstva 1 mg za 4 hodiny?

1
Vysledok: o = 0,00 0244 mg rddia.
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Priklad 11: Vypocitjte, pri akom rocnom uroceni dosiahneme v banke rovnaké zhodnotenie
vkladu ako pri mesacnom urocent, ktoré je 0,5%.

Z: Ak som dobre pochopil zadanie, tak mdm v banke peniaze a drocia sa mi mesacne. Kazdy
mesiac mi teda pripocitaji k 0, 5-percentny . Takze po roku tam budem mat
istinu a 12 tdrokov. To nebolo ani také tazkeé.

U: A ako by si odpovedal na otazku v zadani?

Z: Rocné urocenie bude 12 -0,5% = 6%.

U: Ale mesa¢né urocenie znamena, ze po 1. mesiaci ti pripisSu trok a ten spolu s pévodnou
istinou vytvori novi istinu. Po 2. mesiaci sa bude tro¢if uz navysend istina.

Z: Aha. TakzZe nepojde o jednoduché ale o

U: Presne tak. Aké teda musi byt roéné trocenie, aby sa ti vklad zhodnotil rovnako ako pri
polpercentnom mesa¢nom troceni?

Z: Pouzijem vzorec pre pravidelny prirastok, aky sa mi vytvori pri zloZenom urokovani:

D n
Ay = Qg - <1+m) .

U: Co znamenajt jednotlivé premenné?

Z:p je pocet percent, na ktoré sa vklad iroci mesacne, v nasom pripade je p = 0.5%,
n  je pocet urokovacich obdobi, pocas ktorych sa uroci, teda n = 12 mesiacov,

ag je pociatocny vklad,

a1o  je vklad po uplynuti 12 mesiacov pri mesacnom urocen.

U: Dobre.
Z: Ale nepozndam pociatocny vklad.

U: Ten nepotrebujeme vediet. Bude$ pracovaf len s parametrom ag. Pre Iubovolny vklad
dostanes totiz rovnaké percento ro¢ného trocenia. Samozrejme, Ze uvazujeme o nenulovom

vklade.
Z: Dosadim si teda do vzorca:
0.5\ 12
—an- 1222
a12 = Qo ( + 100>
a2 = ag - 1,06 16778

U: Spravne. Vies priamo z tohto vysledku uré¢it, aky musi byt ro¢ny trok?

N(

Nie.

U: Tak si to teda musime vypocitat. Opit sa pouzije vzorec pre pravidelny prirastok, ale
zmenim niektoré premenné:

p je rofnd trokova sadzba, tito hodnotu mam vypocitat,

n je pocet trokovacich obdobi, v nasom pripade je n = 1 rok,

ap je pociato¢ny vklad,

a; je vklad po uplynuti jedného roku pri ro¢nom troceni.

Skus si to dosadit do vzorca.
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Z: To zvlddnem: .
a; = Qag - (1 + L)

100
U: Vklad sa ti ma pri tomto ro¢nom troceni zhodnotif rovnako ako po roku pri mesa¢nom
urocenti.
Z: Aha, takZe porovndm ay s aia:

ap = a2
p\!
a - (1 + ﬁ) — ag- 1,06 16778
a z tejto vzniknutej rovnice vydolujem p.
U: ako to urobis?

Z: Najgprv rovnicu vydelim hodnotou clena ay. Tak sa dostanem k zdtvorke, v ktorej je p. Potom
od oboch stran rovnice odpocitam jednotku a nakoniec odstranim zlomok vyndsobenim
rovnice stovkou. To by malo byt vetko. Celé riesenie je v ramceku:

a1 = a2

1
a - (1+%) — 4y 1,06 16778 / : ag
1+ 2 —10616778 / —1

100

L 0,0616778 /- 100

100
p=6,16 778

U: Vyborne. Aby sa dosiahlo rovnaké zhodnotenie vkladu, musel by byt roény drok
priblizne 6,17%.

Uloha :
Vypocitajte, pri akom mesacnom uroceni dosiahneme rovnaké zhodnotenie vkladu ako pri
ro¢nom trocend, ktoré je 8%.

Vysledok:
Mesacny irok musi byt priblizne 0,643%.




