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Uvod do postupnosti
Mgr. Jana Kralikova

U: Skor, neZ sa zacneme venovaf postupnostiam, mali by sme si pripomentt, %e postupnost
je vlastne Specialny typ funkcie, takze si najprv zopakujeme ¢o-to z funkcii.

Z: je predpis (vzorec, priradenie), pomocou ktorého sa cislam z nejakej mnoZiny
priraduji ¢isla z inej mnoZiny.

U: Zacneme trosku vseobecnejsie. Funkcia je predpis, ktory kazdému prvku z nejakej mnoziny
priraduje prvok z inej mnoziny. Ale pri tom priradovani nesmieme zabudnit na nieco
dolezité.

Z: Uz viem. Funkcia je predpis, ktory kazdému prvku z nejakej mnoziny priradi
prdave jeden prvok z inej mnoziny.

U: Teraz je to presné. Uved mi nejaky priklad funkéného priradovania.

Z: Kazdému Stvoruholniku vieme priradit napriklad jeho obvod. Alebo kaZdej kruZnici vieme
jednoznacne priradit jej stred. A kaZdému redlnemu c¢islu vieme priradit napriklad jeho
dvojndsobok, pricom kaZdé cislo md prdve jeden dvojnasobok. TakZe tieZ pojde o jedno-
znacné priradenie.

U: To boli pekné priklady. Matematika patri medzi prirodovedné discipliny a aj v prirode je
vela funkéného priradovania: v danej vyske od povrchu zeme na uréitom mieste je prave
jedna hodnota teploty alebo hustoty vzduchu, danej vzdialenosti planéty od jej hviezdy
prislicha préve jedna hodnota vzéjomnej pritazlivosti. .. Ale podme spét. Ako sa nazyvaji
mnoziny, ktoré si spominal?

Z: Mnozina prvkov, ktorym sa priraduje urcitd hodnota, sa nazijva
No a mnoZinu vsetkych prvkov, ktoré siu danou funkciou priradené prvkom deﬁmcneho
oboru, nazyvame alebo len

U: Urcite si spomenies aj na to, ako oznacujeme tieto obory.

Z: Definicny obor funkcie sa oznacuje D(f) alebo D(g), D(h)...podla toho, ako je dand
funkcia pomenovand. Alebo len skrdtene D. A obor hodnét oznacujeme H([f) alebo len H.

U: Teraz sa budeme zaoberat len takymi funkciami, ktorych defini¢ny obor je
alebo urcita jej podmnozina. Zacneme jednoduchymi tilohami:

Prirad kaZdému n € N:
a) jeho opacéni hodnotu,
b) jeho druhid mocninu,

¢) absolitnu hodnotu jeho trojndsobku zmenseného o 10.
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Z: Skisim to:

a) opacni hodnotu nejakého ¢isla dostanem tak, Ze mu zmenim jeho znamienko na opacné.
Takze ¢islu 1 priradim hodnotu —1, ¢islu 2 priradim hodnotu —2 atd. KedZe definiény
obor su vsetky prirodzené cisla, tak obor hodndt budi vsetky celé zaporné cisla:
-1, =2, =3, —4, =5, —6, =7, =8, —9 a takto by to pokracovalo dalej aZ do minus
nekonecna.

U: Ak chce$ naznacit, ze vypis Cisel pokracuje dalej a je pri tom jasné, aké ¢isla buda nasle-
dovaft, mozes pouzit na konci tri bodky. Takto:

-1, -2, -3, —4, =5, —6, —7, =8, =9, ...

Z: Dobre, budem pokracovat:

b) viem tieZ lahko urobit, s tym nemdm problém. Cislu 1 priradim jeho
druhii mocninu, to je tiez 1. Cislu 2 priradim hodnotu 2%, to je 4. Cislu 3 priradim
hodnotu 32, to je 9. Ak budem takto pokracovat, potom obor hodnét budi tvorit cisla:
1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, ...

c) jeho trojnasobku zmenseného o 107 Toto znie poriadne strasidelne.
Co mdm vlastne robit? Absolitnu hodnotu, trojndsobok alebo zmensovanie o 102

c

: Treba urobif vSetko, ale v spravnom poradi. Ak si vezme$ Tubovolné prirodzené ¢islo, ¢o
s nim mé&s urobit najprv?

: Zeby jeho trojndsobok?

cC N

: Ano. A potom? Absoldtnu hodnotu alebo odéitanie ¢isla 107

: Zda sa ma, Ze je to uplne jedno.

cC N

: To teda nie je. Rozdiel je v spravnom pouziti slovného vyjadrenia. Poc¢tvaj:
— absoltatna hodnota trojnasobku, zmensena o 10;
— absolttna hodnota trojnasobku zmenseného o 10.

Pocujes, aky je v tom rozdiel?

Z: Aha, takZe ak tam budem mat absolitnu hodnotu niecoho, zmenseni o 10, tak budem 10
odc¢itavat od vysledku tej absolitnej hodnoty. A ked budem mat absolitnu hodnotu éohosi
zmenseného o 10, tak najprv budem odcitavat 10 a potom z tohto vysledku urobim absolitnu
hodnotu. A toto mdm urobit.

U: Spravne, tak to urob.

Z: TakzZe: pre cislo 1 je jeho trojndsobok cislo 3, teraz to zmensim o 10, dostanem —7, a este
absolutnu hodnotu z —7, a vysledok je 7.
Cislu 1 sa teda priradi ¢islo 7. Rovnakym sposobom budem pocitat dalej:
Pre ¢&islo 2 vypocitam [3-2 — 10| = |—4| = 4. Cislu 2 sa teda priradi ¢islo 4.
Pre ¢islo 3 vypocitam |3-3 — 10| = |—1| = 1. Cislu 3 sa teda priradi ¢islo 1.
Pre ¢&islo 4 vypocitam |3-4 — 10| = |+2| = 2. Cislu 4 sa teda priradi éislo 2.
Pre ¢islo 5 vypocitam |3-5— 10| = |+5| = 5. Cislu 5 sa teda priradi ¢islo 5.

U: D4 sa to dalej trosku zjednodusit?
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Z: No, dalej vlastne uZ ani nepotrebujem absolitnu hodnotu, lebo visledok odéitania od tretieho
ndasobku bude uz vidy kladny. TakZe pre kaZdé dulSie ¢islo len urobim jeho trojndsobok a
odpocitam 10. Obor hodnot bude tvoreny cislami:
7,4,1,2,5,8,11, 14, 17, ...

U: Vyborne. Zvladol si to. V tychto prikladoch si mal vzdy uvedeny predpis priradovania. Bol
sice len slovni), ale ty by si ho mal vediet aj zapisaf pomocou matematickijch sym-
bolov — pomocou $ipky, ktora predstavuje priradovanie alebo pomocou zépisu funkéne;j
hodnoty. Skis to.

Z: Dobre, urobim to.

a) Ak mam funkciu, v ktorej kaZdému prirodzenému cislu n priradujem jeho opacni hod-
notu, tak toto priradovanie zapisem takto: n — —n alebo takto: f (n) = —n.

b) Ak priradujem druhi mocninu, tak to zapisem takto: n — n* alebo f(n) = n?.

c) A ak prirodzenému ¢islu n priradujem absolitnu hodnotu jeho trojndsobku zmenseného
0 10, tak zdpis priradovania vyzerd takto: n — [3-n — 10| alebo f (n) = |3-n — 10|.

U: Sprévne, ale musim eSte povedaf, Ze predpis priradovania sa inak nazyva aj vzorec
priradovania, funkéniy predpis alebo len vzfah. A keby sme neboli na matematike,
tak by som mohol pouZit aj slovo recept. Je to proste nadvod ako nie¢o urobit. V nasom
pripade urobit, znamend priradit. V dalsom priklade si precvi¢i§ prave zapis vzorcov:

Zapis vzorec, podla ktorého sa prirodzengm d¢islam priradia hodnoty:
1, 8, 27, 64, 125, ...
Z: To je lahké. Cislam sa priraduji ich tretie mocniny. Je tam 13, 23, 33, 43, ...

Teda: n — n® alebo méZem napisat, Ze f(n) = n?.

U: To bolo naozaj Tahké. Teraz néjdi vzorec priradovania pre tieto hodnoty:
1 1 1 1 1

’ 57 37 217 g; 67

Z: To su opacné cisla.

1

U: To teda nie st! Sam si v predchadzajucej tlohe uviedol, Ze opacné ¢isla dostaneme tak,
ze zmenime znamienko. 7 kladnych cisel sa stanti zaporné a zo zapornych kladné. Tu
sa znamienko nezmenilo. Cisla ostali kladné, takZze nebudi opac¢né k prirodzenym. Ale
keby si tie zlomky ,,prevratil hore nohami*, to znamena vymenil navzajom ¢itatela a
menovatela, vtedy by si dostal povodné prirodzené ¢isla.

Z: Prevrdtit zlomky? Aha, tak to budi prevrdtené cisla. Stdle si to pletiem.
1 i 1
Zapis priradenia bude: n — — alebo f(n) = —.
n n

U: Dobre, aky vzorec pre priradovanie by si nasiel pre nasledujice hodnoty?
5, 10, 15, 20, 25, 30, ...

Z: Aj to zvlddam. Ide o ndsobky cisla 5.
Teda: n — 5-n alebo f(n)=5-n.
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: Asi by som mal pritvrdif. Skus toto:
5, 10, 9, 10, 13, 10, 17, 10, 21, 10, 25, 10, 29, 10, ...

: Ajaj. Co teraz? Zacina to ako ndsobky ¢isla 5, ale len na zaciatku. Potom sa to pokazi.

: Cim je ta skupina ¢isel pekna? Je na nej nieco zaujimavé?

: Pekna nie je nicim, ale zaujimavé je tam to, Ze na kazZdom druhom mieste je cislo 10.

KaZdé pdrne miesto by som teda vedel obsadit desiatkou.
: A Co ¢isla medzi desiatkami? 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, ... Nepripominaju ti ni¢?

: No, kaZde cislo je o 4 vicsie ako predchadzajuce. Keby to boli cisla 4, 8, 12, 16, 20, ...

boli by to ndsobky cisla 4, ale toto su vZdy cisla o 1 wvicsie ako ndsobok stvorky.

: Vyborne, ved je to presne to, k ¢omu si mal dojst. Na parnych miestach mas desiatky a
na neparnych miestach nasobky Stvorky zvic¢sené o 1. Teraz to uz len zapisat.

: To nezvlddnem zapisat jednym vzorcom!

: To po tebe ani nechcem. D4 sa to zapisat aj takto:
ak n je parne (t.j. n=2-k,k € N), tak n — 10 alebo f(n)= 10,

ak n je neparne (t.j. n=2-k— 1,k €N), tak n — 4-n+1 alebo f(n)=4-n-+1.

: MozZem mat pre jednu funkciu dva vzorce?

: Vidis, Ze 4no. Aj viac vzorcov. Alebo ani jeden. Este o tom budeme hovorit.

: Ked vidim takéto priklady, teda za sebou v riadku napisané c¢isla, tak mi to trochu pripomina
hlavolamové tulohy z casopisov alebo z inteligencnych testov:
,Doplri v postupnosti ¢isel dalsiu hodnotu.“
Treba tam odhalit vzorec, predpis priradovania a pomocou neho ndjst dalsie ¢islo v poradr.

: Ano, si velmi blizko. A paci sa mi, Ze si uz pouzil slovo postupnost c¢isel, pretoze prave
k tomu smerujeme. Funkcia a postupnost ¢isel totiz tizko suvisia. MéZeme teda vyslovit
definiciu postupnosti:

Postupnost je funkcia definovand na mnoZine prirodzenjch disel.

— Ak je definiécngm oborom mnoZina prvych k prirodzenych cisel, pricom k
je lubovolné prirodzené cislo, hovorime o konecnej postupnosti.

— Ak je definicnym oborom mmnoZina vsetkych prirodzenych cisel, hovorime
o nekonecnej postupnostsi.

: Skisim to zopakovat: Postupnost je funkcia, ktorej definicny obor je mnoZina prirodzenych
¢isel. Postupnost moze byt konecnd alebo nekonecnd, podla toho, ¢i jej definicny obor
tvoria len niektore prirodzené cisla, alebo vsetky.

: S tym vyjadrenim — niektoré — nestihlasim, to by nebolo presné.

V definicii sa hovori o mnozine prvych % prirodzenych ¢isel. Takze pre koneéni postupnost
je defini¢ny obor mnozina typu {1,2,3,4,...,k}, pricom k € N.

: VZdy, ked sa povie postupnost, mdm si pod tym predstavit Specidlny typ funkcie?
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U: Ano, a vsetko ¢o suvisi s funkciami, stvisi aj s postupnostami. Napriklad aj
priradovanie.
Aby som si overil, ¢ si dobre pochopil pojem postupnost, povedz mi o nasledujtcich
schémach, ¢i predstavuji postupnost alebo nie:

a)

Z: Definicny obor st prirodzené ¢isla. Obor hodnét je tvoreny tak, Ze poradové ¢islo n zmen-
Sujem 0 4, n — n — 4. Zdd sa mi to v poriadku, je to nekonecnd postupnost.

U: Dobre.

b)

Z: Definicny obor tvoria aj ¢isla zdporné, takze nejde o postupnost. Ale funkcia je to peknd,
priraduji sa druhé mocniny.

U: Spravne.

c)

LTI\

10 20 30 40
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y4

Toto je koneénd postupnost. Trosku ma zarazili tie dve Sipky smerujice k tomu istému
¢islu, ale funkcia to je. Jej definiénym oborom su prirodzené ¢isla, takZe ide o postupnost.
Len sa neviem rozhodnit, kolko md clenov. Styri alebo pit?

U: Definiény obor tvori prvych 5 prirodzenych ¢isel, takZe ide o 5-¢lennt postupnost, v ktorej

c N

N<

maju posledné dva ¢leny rovnakt hodnotu.

d)

200 400 600 800 1000

Tak toto je nekonecnd postupnost a ¢islu n sa priraduje jeho 100-ndsobok.

: Urcite je to tak? Defini¢ny obor vyhovuje definicii postupnosti?

Ved st to prirodzené ¢isla a je ich nekonecéne vela.

U: Nekonecne vela ich sice je, ale nie st vSetky, chybaji neparne ¢isla. Preto v tomto priklade

N«

Z

nejde o postupnost.

: Uf, zda sa, Ze si musim ustrdzit vela vect.

: Ano, tu je dalsi obrazok:

)

Teraz ma uZ nenachytdte! Definicny obor je sedem prvych prirodzengjch c¢isel, obor hodnot je
sice mdlo pestry, md len jednu hodnotu, ale to nevadi. Ide o 7-clenni konecni postupnost.

U: Vyborne, takze na zaver:
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f)

Z: Nedostanete ma. Toto priradovanie c¢isel vobec nepredstavuje funkciu, lebo ¢islo 1 md dve
funkéné hodnoty. A to pri funkcidch nemoZe nastat. TakZe to nebude ani postupnost.

U: Spravne, len nehovorime o funkénej hodnote, ak nejde o funkciu. Stacéi povedat, ze ¢islu 1
sa priraduju dve rézne hodnoty.
Z: Dobre, ddm si pozor. Co sa tyka postupnosti — zatial sa mi zdd vietko jasné.

U: To som naozaj rad, dufam, Ze to tak bude aj dalej. Zavedieme si teraz oznacenie, ktoré sa
pri postupnostiach pouziva.

— Provy élen postupnosti oznacéime a;. Je to hodnota priradena prirodzenému
céislu 1.

— Druhy élen postupnosti oznacime a,. Je to hodnota priradena prirodze-
nému ¢islu 2.

— Vo vseobecnosti a, bude oznacovat n-ty ¢élen postupnosti, teda hodnotu pri-
radent prirodzenému cislu n.

Z: Stale je to funkcia, len pouZijeme iny typ oznacenia funkénich hodnot?
Namiesto f(1), f(2), ..., f(n) budeme pouzivat ai, asy ..., a,?

U: Ano, presne tak. T4 zmena oznacenia je preto, aby bolo jasné, Ze teraz hovorime o postup-
nostiach.

Z: A bude to chyba, ak namiesto ,dckového“ pouZijem ,f-kovy“ zdpis?

U: Chyba to nebude, oba zéapisy st spravne a mozu sa pouzivat. Ale ak budem dalej hovorit
o postupnosti, budem vyuzivat len ten ,ackovy“ zapis.
Cleny a1, as, . .., ay, . ..s0 usporiadané podla rastticeho indexu n, ktory urcuje zarovei
poradie ¢lena postupnosti.
Pre skrateny zapis postupnosti pouzijeme svorkové zatvorky:

v » o
— Nekonecénd postupnost: ai, as, as, ..., G, Qpy1, -..={a,},;, n €N

— Konecénd postupnost: ai, as, as, ..., ap = {an}ﬁzl, neN, keN.
Z: A ako mdm na konkrétnej postupnosti pouZit tie svorkové zdtvorky?

U: Do tych svorkovych zatvoriek napiSe$ vzorec pre priradovanie. UkéZeme si to na priklade:
Majme postupnost, ktord mé ¢leny: 2, 4, 6, 8, 10, 12, ..., 20. Ty uz vies zapisat prirado-
vanie pomocou §ipky, aj pomocou vzorca. Predved mi to.
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Z: Ide o samé parne cisla, teda o dvojndsobok poradového cisla n. Priradenie zapisem takto:
— pomocou Sipky: n — 2-n,
— f-kovy zapis: f(n) = 2-n,
— ackovy zapis: a, = 2-n.
U: Dobre, kazdy z tychto zapisov ti hovori, ako sa ¢islu n priraduje nejaka hodnota. Postupnost
vytvorend takymto priradovanim bude zapisana takto:
{2,4,6,8,10,12,...,20} = {2-n}" .
Z: UZ rozumiem. Vsetko pekne v jednom balicku. Je tam aj vzorec aj definicny obor. Hned
vidim, ¢i je postupnost konecnd alebo nekonecnd a aj to, ako dostanem obor hodnot.

U: Presne tak. A este jedno upozornenie. Ak budem hovorit o postupnosti, budem tym mysliet
vzdy nekonecnt postupnost. Ak budem mat na mysli kone¢ni postupnost, zdoraznim to.
Ak si chces zopakovat a upevnif vSetko, ¢o sme si povedali, pozri si riesené priklady.
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Priklad 1: Napiste prvjch Sest ¢lenov postupnosti, v ktorej sa prirodzenému ¢islu n priradi:

a) n-(3 —n),

) (3) -,

n
n+1

)

Z: Vo vsetkyjch ilohdch budem vlastne dosadzovat za n postupne prvych 6 prirodzenych
¢isel a dostanem tak ¢leny postupnosti.
a) n — n-(3 —n), alebo inak zapisané a, =n-(3 —n).

pren=1 je ag=1-(3—1) =2,
pren=2 je ay=2-(3—2)=2.
Zdad sa, Ze tam budiu samé dvojky.
U: Nepondhlaj sa tak rychlo s odpovedou. Vypoditaj si aj dalsie hodnoty.
Z: Tak dobre:
pren=3 je az=3-0=0,
pren=4 je ag=4-(—1)=—4,
pren=>5 je as=>5-(—2) = —10,
pren =6 je ag=6-(—3)=—18.
Prugjch sSest élenov danej postupnosti je: 2, 2, 0, —10, —4, —18.
U: Pekne. Podme na ¢ast b).
< 1\" 1\"

Z:b)n— D)™ e =5 ) (D

To je zapeklisté. Ta prvd zdtvorka mi bude hddzat v menovateli mocniny dvojky, teda c¢isla
2,4, 8, 16, 32, 64 — to zvladam. A td druhd zdtvorka v zadani ...hm. Mocniny minus
jednotky. To je akési nadbytocne.

U: Nadbytocné? A spominas$ si, ako sa spravaji mocniny minus jednotky?

Z: No, je to stile minus jednotka, nie?
U: Skisme pocitat:
<_1)1 =—1,

(=12 = (=1 - (1) = +1,
(1) = (1) (~1)- (-1) = -,
(-1)*=(-1)-(-1)-(=1) - (—1) = +1, madm pokracovat?
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Z: Nie, spomenul som si. PArne mocniny minus jednotky davaja vysledok +1 a ne-
parne mocniny vysledok —1.
Ak mdm takymto virazom ndsobit zlomky, tak sa budi na striedacku menit ich znamienka.
Cleny postupnosti si teda:
1 11 1 1 1
PR T

U: Dobre. A méame tu posledni ¢ast prikladu:

Z: c)n— - " alebo tieZ a, = "
Asporn toto zvlddnem hdadam bez problémov. V menovateli bude vidy cislo o 1 vicsie ako
v Citateli, teda:

2°3°4'5°6° 7
U: Dobre. To si naozaj zvladol.

Uloha 1:
Napiste prvych 5 clenov postupnosti, v ktorej sa kaZdému prirodzenému cislu n priradi
2n73
2n —3°
Vysledok:
111 2 4

472757137 29

Uloha 2:
Vypocitagte sucet prvych 101 clenov postupnosti, v ktorej sa kaZdému prirodzenému cislu
n priradi 4-(—1)".

Vysledok:
—4.
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Priklad 2: Napiste prvyjch sedem clenov postupnosti, v ktorej:

N«

uU:

uU:

—4 pre n=3k, keN,
a, =4 2" pre n=3k+1, k&N,

1

— pre n=3k+2, keN,

n

To su tri priklady?

Nie, to je jeden priklad. Len v iom mas uvedené tri rozne predpisy, podla toho, ¢i ¢islo n
je nasobkom trojky alebo nie. Ale zaujima ma, ¢i vies, ¢o je Nj.

: Samozregme. To je mnozina vsetkych prirodzenych cisel obohatend este aj o nulu.

: Jogurt moze byt obohateny o vitaminy. V matematike by sme to vyjadrili takto:

No =NU{0} ={0,1,2,3,4,5,6, ... }. Pokra¢uj v priklade.

: Dobre. Cize mdm viac predpisov pre priradovanie. Ak n = 1, odkial mdm vediet, ktory

vztah z tyjch troch pouZit?

: Musis si uvedomit, ze ¢islo 1 déva pri deleni trojkou vysledok 0 a zvySok 1. Ten vysok je

dolezity. Zapiseme to takto:

1:3=02v.1 alebo 1=3-0+1, v tomto pripade je k = 0.

: Aha, takZe pre n = 1 pouZijem druhyj vztah, a; = 2' = 2. Dalej skisim sdm.

Pre n = 2 pouZijem treti vztah, lebo ¢islo 2 dava pri deleni trojkou zvysok 2, teda:
1
2:30+2, k’zO, a2:§.
Pre n = 3 pouzijem pruy vztah, lebo teraz je n ndsobkom trojky:

3=3.1, k=1, a3 = —4.

Uz je ti to jasnejsie? Vidis nejaka stvislost?

Z: Budem stdle pouzivat tie tri vzorceky dookola. Sndd to nepopletiem, musim si strazit zvysky

uU:
Z:

pri delend trojkou. Ak mdm pri delend trojkou zvysok 0, pouZijem prvy vztah, ak mam zvysok
1, pouZijem druhy vztah a pri zvysku 2 pouZijem treti vztah. TakZe dalej to bude vyzerat
takto:

(14:24:16, as = CL6:—4,

-

1
5
a7 = 27 = 128, ag —
ap = 210 = 1024, e

Stadi, sta¢i. Mal si najst len prvych sedem ¢lenov. Vypis mi ich eSte.

1 1
Prvych sedem clenov danej postupnosti je: 2, o —4, 16, = —4, 128.

; A9 = _47

col =
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Uloha 1:
Napiste prvych 10 élenov postupnosti, v ktorej:
1
—  pre n=2k, k e N,
Gp = 2n

vn o pre n=2k+1 keN,

Vysledok:
1 1 1 1 1
1, -, V3, —= 5 — 7, —, 3, —.
T4’ V3, 16’ V5 64’ V7. 256" 7 1024
Uloha 2:
Vypocitajte sucin prvych desiatich ¢lenov postupnosti, v ktorej:
1 pre n =3k, keN,
a, =41 —1 pre n=3k+1, ke Ny,

10 pre n=3k+2, keN,

Vysledok:
+1000.
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Priklad 3: Urcte predpis pre n-ty clen postupnosti danej clenmi:

N«

N«

C N C

N«

| 11 1 1
Y1324 3.5 4.6

1 3
b _
)35

¢)0,3,8,15 24, ...

d) 5 -5 5, —5, ...
e) 0, —1, —2, -3, —4, —5, ...

: Tak podme na to.

1 1 1 1
VI3 3035 1.6
V' citateli mam stdle jednotku. V menovateli je vZdy sucin. Nasobia sa tam najprv dve
nepdrne ¢isla, potom dve pdrne, potom zas nepdrne. Co s tym? Nepomdhajte mi! Pridem
na to sam. V prvom menovateli je jednotka a trojka. V druhom menovateli je dvojka a
stvorka. UZ to vidim. VZdy je tam poradové cislo n a cislo o 2 wvdicsie.

: Plati to aj pre treti a stvrty ¢len?

: Plati. Vztah pre n-ty ¢len postupnosti by teda mohol byt:

1
Iy = ———————, n e N.
: n-(n+2)

: To si zvladol naozaj pekne. Podme dale;j.

:b)

5 7
3’ 5 79
Vidim tam samé nepdrne ¢isla. 'V cCitateloch zacinaji od jednotky a v menovateloch aZ
od trogky. Pre nepdrne cisla mame napriklad vyjadrenie 2n + 1 alebo 2n — 1. Len musim
rijchlo zistit, ktoré kam patri. Citatele zlomkov st mensie neZ menovatele. Teda:

2n —1

; n € N.
2n +1° "

a, =

: Vyborne.
:¢)0,3,8,15, 24, ...

Hm, a uz som dosiel. Zistil som sice, Ze vZdy pripocitavam vicsie nepdrne c¢islo:
+3, +5, +7, +9, ..., ale ako zistim, kolko mdm pripocitavat, ked dojdem k nejakému n?

: Pozri sa na to inak. Nezdaju sa ti tie ¢isla nejaké povedomé?

: Vobec nie. A ¢im dlhSie sa na nich divam, tym je to horsie.
: A keby si tam namiesto nich mal: 1, 4, 9, 16, 25, ...7

. Fug, to bol pekny podraz! Uz mi je to jasné! Ide o druhé mocniny cisel zmensené o 1:

(L,,,:'nQ—l, n € N.
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U: Tak vidis. Musi$ vedief vyuzit vSetko.

Z:d)5 —5,5, —5, ...

Aspon trosku jasu v tomto bezutesnom pocitani. Mdam tam pditky, ktoré striedaji zna-
mienka. Zvlddnem vyrobit pitke striedavé znamienko? Ano, pouZijem mocninu minus jed-
notky: a, =5 - (—1)". Super. Som hviezda.

U: Tak trosku stlm svoj jas, ty hviezda, a prever si to.

Z:. -5, +5, =5, +5, ... skoro dobré, nie? Len tie znamienka by som mal mat naopak. Nebojte
sa, dam to do poriadku. Prehodim ich vyndsobenim cislom —1. To ale znamend, Ze sa mi
2vyst stupen, mocniny minus jednotky, z n-tej bude n plus prvd. TakZe:

ap =5 (—=1)", n € N.

U: Ano, uz je to tak, ako ma byt. Tak mi este predved, ¢o budes robit v poslednom priklade.

Z:e)0, -1, =2, -3, —4, —5, ...

To st opacné cisla k prirodzenym. Ale navyse je tam td nulka. Potvora. Pokazila mi lahky

priklad. Ale moZno to nie je ani také tazké. Nestact, ked tam budem mat opacné cisla, teda
zdporné, musim ich aj zvdcsit pripocitanim jednotky. Dostanem: a, = —n + 1, alebo:

a, =1—n, n € N.
U: Naozaj pekne urobené. Dobre.

Uloha 1:

Urcte predpis pre n-ty clen postupnosti danej clenmi:

4
CL) 27 §7 Y §7 97
273475

b) \/5; \/gf 2; \/57 \/67
c) 9,99, 999, 9999, 99999, ...

Vysledok:

1
a) an:n+ , n €N,
n

b) a,=+vn+1, neN,

¢) a, =10" -1, n e N.

Uloha 2: X X X .
Urcte predpis pre n-ty clen postupnosti danej clenmi: 1, 20, 3’ 40, = 60, = 80, g

Vysledok:

% pre n=2k—1, keN,

10-n pre n=2k, k e N.




JKPo01-4 | List 15

Priklad 4: Je dand postupnost, v ktorej a; = 13, ay =18, a, =n-v+y, n €N, z,y € R.

uU:

Urcte cisla x, y.

: V tomto priklade budes musiet pouzit Sirsi okruh vedomosti.

: Hm, teda ak za n dosadim jednotku, dostanem hodnotu prvého clena, ti poznam:

1.z +y=13.

Rovnako ak za n dosadim dvojku, dostanem hodnotu pre as:

2-x+y=18.

Uz viem, preco ste povedali, Ze budem musiet pouzit §irsi okruh vedomosti. Preberdme
postupnosti, a ja mdm vediet riesit sustavu dvoch rovnic s dvoma nezndmymi.

: Spravne, tak uz to v matematike chodi. A t ststavu méas vediet nielen riesit, ale aj vyrieSit.

Ako budes postupovat?

. Pri riesent sustavy

r+y=13
20 +y =18

pouZijem odcitaciu metodu, odcitam prvid rovnicu od druhej. Dostanem: x = 5. Po dosa-
dent za x do prvej rovnice, dostaneme, Ze y = 8.
Postupnost je teda dand vztahom: a, =5n+8 , x =5, y =28 .

Dobre, pacilo sa mi ako elegantne si to vyriesil.

Uloha 1:

Je dand postupnost, v ktorej:
a; =4, aa =38, a, = (4+n)x+(4—n)y, neN, z,y € R. Urcte ¢isla z, y.

Vysledok:

[z, y,] = [+2, —2].

Uloha 2:

Je dand postupnost, v ktorej:
a1 =15, ay =26, as =41, a, =n*>x+n-y+z neN, z,y, 2 €R. Urcte &isla x, v, 2.

Vysledok:

[z, y, 2] =[2, 5, 8§].
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Priklad 5: Rozhodnite, ¢i ¢isla 25 a 50 su clenmi postupnosti {n® —2-n + 1}, .

N«

: Dosadil by som za n cislo 25 a vypocital by som hodnotu toho vyrazu. A potom by som
urobil to isté pre cislo 50.
: A ¢o by si dostal?

c

: No predsa hodnotu dvadsiateho piateho a pitdesiateho clena postupnosti.
: Ale, ty nemds vypocitat hodnoty tychto ¢lenov, prave naopak. Mas$ zistit, ¢i ¢isla 25 a 50
sa vyskytuju v obore hodnoét, ¢i su ¢lenmi postupnosti.

C N

. Teda mdm zistit, ¢i nejaké n po dosadeni dd vysledok 257

: Ano, mas zistit, ¢ existuje také n, ze a,, = 25, pripadne 50.

Ne C N

: Tak teda, ¢i ndjdem také n, Ze bude vyhovovat rovnici n®> —2-n + 1 = 25. Mdm pocitat
kvadratickid rovnicu. MozZem pomocou ¢

: Mozes, ale pozri sa lepSie ako vyzera lava strana rovnice.

N« C

. Je tam rozpisany vzorec (n—1)? a md sa to rovnaf 25, ¢ize 5°. TakZe hned vidim, Ze n — 1
md byt rovné 5. A teda n = 6. Cislo 25 je Siestym clenom nasej postupnosti. A vlastne
pre ¢islo 50 nemusim opakovat tento postup, lebo 50 sa nedd napisat ako druhd mocnina
prirodzeného cisla, teda 50 nebude clenom postupnosti.

U: Dobre, mam len jednu vyhradu. Riesenim kvadratickej rovnice (n—1)? = 5% je okrem &isla
6 aj ¢islo —4, to ale nastastie nie je z definicného oboru postupnosti. Je to nevyhovujtci
koren.

Z: A mohol som to robit aj tak, Ze by som proste dosadzoval do vzorca prirodzené éisla a
zistoval, ¢i tie vysledky maju hodnotu 25 alebo 502

U: Ano, d4 sa to robif aj takto, ale mohlo by to byt ¢asovo velmi naro¢né. Ved, ¢o ak by

som ti nezadal Siesty ¢len, ale Sestdesiaty v poradi? Alebo tisici? Iste by fa omrzelo tolko

dosadzovat. A navySe, ¢o ak by tam t4 hodnota vobec nebola? Ako dlho by si ju hladal?

Uloha 1: 1045

Zistite, ¢i ¢islo = je clenom postupnosti, v ktorej a, = nTe

6 n>+n—=6

Vysledok:

, 5

Ano, a9 = 6
Uloha 2:

Zistite, ¢i ¢islo —40 je ¢lenom postupnosti, v ktorej a,, = n? — 13-n.
Vysledok:

Ano, as = ag = —40.
Uloha 3:

Zistite, ¢i ¢islo —30 je ¢lenom postupnosti, v ktorej a, = n? + 13-n.
Vysledok:

Nie. Ziaden ¢len postupnosti nemd hodnotu —30. (Korene kvadratickej rovnice st zdporné,
nie su z definicného oboru postupnosti.)
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Priklad 6: Aky je sucet tretieho, jedendsteho a dvadsiateho clena postupnosti

{n-(n2+ 1) }:01?

Z: Potrebujem vediet hodnoty tijchto clenov a ked ich budem mat, tak ich spocitam.
U: Dafam, Ze si nebudes postupne vypisovat hodnoty ¢lenov - od prvého az po dvadsiaty.
Z: To nie. Hodnoty tretieho, jedendsteho a dvadsiateho clena postupnosti vypocitam dosade-
nim.
3-(3+1
Ak n =3, tak as :%:6.
11-(11+1
Ak n =11, tak a;1= % = 66.
20-(20+1
Ak n =20, tak as= % = 210.

Este ich spocitam: 6 + 66 + 210 = 282.

Sucet tychto troch ¢lenov danej postupnosti je 282. Hldsim hotovo!
U: Vyborne.

Uloha 1:
V akom pomere je piaty a dvandsty clen postupnosti {

2n+1)%
n+2 J, 4
Vysledok:
11 25

a5:7, a’12:ﬁ7

as . A12 = 22 : 25.

Uloha 2:
Aky je rozdiel stého a tisiceho clena postupnosti {(—1)2'7175}

Vysledok:

a0 = —1, aigoo = —1, @10 — @1000 = 0.

o0

?

n=1 "~

Uloha 3:
Dand je postupnost {2-n — 15} . Vypocitajte siucet dvojndsobku jej piateho a trojndsobku
jej siedmeho clena, zmenseny o stvornasobok jej desiateho clena.

Vysledok:
as = —5,a;=—-1,a190=+4+b5, 2-a5+3-ay—4-a9=—33.
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Priklad 7: Presvedcte sa, e konecné postupnosti {|3 —n|}>_, a {3" — n?’}i:l magju proé tri
cleny rovnaké. O kolko sa lisia ich Sturté cleny? V akom pomere s ich piate cleny?

Z: Obe postupnosti su pitclenné. Dosadzovanim &isel 1 aZ 5 za n zistim ich obor hodnét:
Postupnost {|3 — n|}>_, md tieto cleny:

2,1,0,—1,-2.
U: Naozaj? Ako ti mohli vyjst zdporné hodnoty, ked vyraz 3 — n je v absolitnej hodnote?
Z: Zabudol som na ti absolutnu hodnotu. TakZe oprava:
Postupnost {|3 —nl|} _, md cleny:
2,1,0,1,2.
Postupnost {3" — n3}i:1 je zloZend z clenov:

2,1,0,17, 118.

Naozaj maju prvé tri ¢leny rovnake.
U: Ano, teraz ten rozdiel a pomer.

Z: Rozdiel sturtych clenov je 17 — 1 = 16.
Pomer piatych clenov je 2 : 118 =1 : 59.

.....

Uloha :
Presvedcte sa, Ze progch 16 clenov postupnosti {n* — n + 17}, tvoria prvocisla.
Ukazte, Ze sedemndsty clen postupnosti nie je prvocislo.
Vysledok:
Cleny postupnosti si: 17, 19, 23, 29, 37, ...
ay; = 17% — 17+ 17 = 172, ¢o nie je prvocislo.
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Priklad 8: Je dand postupnost druhijch mocnin prirodzenyjch ¢isel. Clenom tejto postupnosti

C N

je aj ¢islo 108. Ktoré ¢islo bude nasledovat za nim?

Tak sndd 108 + 1.

: To by platilo pre ¢isla definiéného oboru. Kazdé nasledujtice prirodzené ¢islo je o 1 vic-

sie ako predchadzajice, ale pre obor hodnot to nemusi platit. Obor hodnot tvoria ¢leny
postupnosti, v nasom pripade st to druhé mocniny prirodzenych c¢isel. Tie sa nelisia o 1.

Z: Aha, dobre, undhlil som sa. TakZe 10° je druhd mocnina prirodzeného cisla 10%, lebo
(10%)? = 10*2 = 108. Za prirodzengm ¢islom 10* nasleduje v definicnom obore ¢islo 10*+1.
A hodnota tohto desattisicprvého clena je (10* + 1)2.

U: Spravne.

Uloha :
Je dand postupnost {logn}. > . Jej clenom je aj ¢islo 3. Aké si jeho susedné éleny, medzi
ktorymi lezi?

Vysledok:

log 999 a log 1001.




