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Sposoby urcenia postupnosti

Mgr. Jana Kralikova

U: Postupnost je Specialny typ . Vies ako znie jej presné definicia?

Z: Nie som si celkom isty.

U: Na zadiatok ti pomdzem. Postupnost je funkcia, ktorej definiéniy obor je mno-
Zina vSetkych prirodzenych cisel alebo taka jej podmmnoZina, ktora obsahuje
niekolko prvych prirodzeniych d¢isel. Podla toho rozlisujeme nekoneénti a koneénu
postupnost. A vie§ ako moze byt postupnost dand, teda uréena?

Z: Zreyme tak, Ze napiseme vsetky jej cleny.

U: Upresnim to:

o A Vv > v e ’ .o v
Postupnost moézZe byt urcena vymenovanim svojich clenowv.

- Pri koneénych postupnostiach vymenujeme bud vsetky alebo niekolko pr-
vych clenov a posledny clen.
- Pri nekoneénijch postupnostiach vymenujeme niekolko prvich élenov.

Vzdy ale plati, Ze ak nevymenuvavame vsetky ¢leny, musi byt jasné pravidlo, podla ktorého
by boli tie dal$ie vytvorené.
Z: Dobre, rozumiem.

U: Tak mi skts uviest niekolko postupnosti — koneénych aj nekonecnych — vymenovanim ich
¢lenov.

Z: Napriklad:

y , . , 1 111
— nekonecnd postupnost tvorend zlomkamsi: 1, PR
— nekonecnd postupnost parnych cisel: 2, 4, 6, 8, 10, 12, ...
— konecnd postupnost mocnin dvojky: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ..., 1024.

— konecénd postupnost tvorend Siestimi desiatkami: 10, 10, 10, 10, 10, 10.

U: Dobre. To bolo pekné. Cleny postupnosti vymenovavame vtedy, ak chceme maf predstavu,
aké s, alebo vtedy, ak proste neexistuje pravidlo, podla ktorého je postupnost vytvorena.
Ak takéto pravidlo existuje, vii¢Sinou sa pouziva namiesto vymenovavania.

N«

: Preco?

U: Vymenovéavanie velkého poétu ¢lenov je zdlhavé. To je prvy dévod. A druhy dévod je ten,
ze ak vymenujes len niekolko prvych clenov, tak sa modzZe stat, Ze rozni Tudia si vytvoria
rozne ,jasné pravidla“, podla ktorych buda tvorit dalsie éleny postupnosti. To nechceme.
Preto, ak existuje pravidlo, pouziva sa namiesto vymenovavania.

Z: Myslim, Ze viem o ¢om hovorite. V roznych inteligencnych testoch su ulohy typu:
,V postupnosti cisel doplri dalsie ¢islo“ — a mne tam obcéas vychddza iné riesenie, neZ chce
autor ulohy. Pritom si viem zdovodnit, Ze sprdvne je to moje ¢islo.
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U: Presne tak. Preto sa radsej pouziva pravidlo, vzorec. Vies ako sa nazyva takyto spdsob
urcenia postupnosti?
Z: Viem, hovorime tomu, Ze postupnost je dand vzorcom.

U: Postupnost je dand vzorcom pre n-ty c¢len, v tvare a, = f(n), napriklad:

{4:n}>> ,, lubovolny n-ty ¢len sa pocita podla vzorca: a, = 4-n alebo

o

n
{ m 1} , TubovoIny n-ty ¢len sa pocita podla vzorca: a,, =
n

n
n+1

n=1
Z: TakzZe pomocou vzorca by som mal vediet vypocitat hodnotu n-tého clena postupnosti pre lu-
bovolné n tak, Ze za n dosadim nejaké konkrétne cislo?

U: Ano, ukazeme si to na priklade.

3

Postupnost {a,} ", je dand vzorcom a, = n®. Vyjadri:

a) a1, G2, A3, A10, A100,

b) Agy A2y 2aa¢; Ax—1y Gy — 17 2245 2am +57 kde x S N.

Z a) Mdame postupnost tretich mocnin prirodzenych cisel. Ak chcem ziskat hodnotu niektorych
clenov, tak za n jednoducho dosadim prirodzené cislo. Takto:

pren=1 je a;=13=1,
pre n =2 je ay=23=38,
pre n =3 je az= 3> = 27,
pre n =10 je ao = 10® = 1000,

pre n =100 je a0 = 100® = 1 000 000.
U: Ano, zatial je to dobré. Pokracuj.

Z: b) Pre konkrétne prirodzené c¢isla mi nerobi problém vypocitat hodnotu prislusnich clenov.
Dalej vsak nasleduji ¢leny, v ktorjch neviem, ¢o mdm dosadit za n.

U: Ale ved je to tam presne uréené. Ked si pocital hodnotu tretieho ¢lena, tak si za n dosadil
trojku. Teraz mas vyjadrit a-ty ¢len, takze za n dosadi§ x. Skus to.

Z: Zan dosadim x:

pre n =x je ay = x°. To je vsetko? Len nahradim premenni n novou premennou?

U: Ano, novou premennou alebo aj novym vyrazom. Uvidis to pri vyjadrovani dalsich ¢lenov
tejto postupnosti.
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N«

: Dobre, ale najprv st vyjadrim tie cleny, kde len dosadzujem za n nejaky vyraz:
ak n =2 tak ay, = (22)3 = 827,
akn=x—1 taka, ;= (x—1)3= 23— 322 + 30 — 1,

ak n =2z +5 tak ags = 2z +5)% = 82° + 602 + 1502 + 125. Uf.

: Potesilo ma, Ze si si spomenul na vzorce pre tretiu (A+ B)3.

Ostalo ndm este nieco?

: Potrebujem este vyjadrit: 2a,, a, — 1, 2a, + 5. VyuZijem to, Ze a, = x°:

_ 9,3
2a, = 227,
ay —1=2a° -1,

2a, + 5 = 22° + 5.

Nakoniec sa to ukdzalo celkom lahké.
: A ako by si vyjadril vyraz as, 4+ 57

: Tak aby sa mi to nepoplietlo. Potrebujem ag, zvicsit o 5:

ase = (22)3 =823 = ay, +5=8x>+5. Hotovo.

: Vyborne, zvladol si to.

N(

cC N

c N

N<

: Zatial sme si povedali, e postupnost méZe byt dand vymenovanim svojich ¢lenov
alebo vzorcom pre n-ty élen. Ale su aj iné sposoby, ako ju urdcit.
Postupnost mézZe byt dana rekurentne, rekurentngym vztahom.

: Doteraz to bolo lahké, ale uz sa to zamotdva.

: Ani nie. Niekedy totiz pozname prvy ¢len alebo niekolko prvych ¢lenov postupnosti a este
aj predpis ako ur¢if nasledujuci ¢len. Nie hned Tubovolny ¢len, ale nasledujici. Ukazeme
si to na priklade.

To by bolo dobré, lebo zatial v tom nemdm jasno.

: Vymenuj prvich 5 élenov postupnosti, ktord je dand rekurentniym vzfahom:
a; =9, Apr1 = 3a, —8, n € N.

Mam prvy élen: a; = 5. Potrebujem as. Ako by som tento clen mohol ziskat?

: Za ¢islom 1 nasleduje ¢islo 2. Za premennou n nasleduje n + 1. Ak n =1, tak n+1 = 2.

Muyslite, Ze by som mal namiesto a,, napisat a; a namiesto a,,, napisat as?

U: Ano. Do predpisu pre ¢len @, postupne dosadzuj hodnoty n =1, 2, 3 a 4.
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Z: Dobre. Predpis, do ktorého budem dosadzovat, je: apr1 = 3a, — 8. Idem na vec:
ak n=1tak a, =a, a a,. 1 = as. TakZe: aa =3a; —8=3-5—-8=17,
ak n =2 tak a, =ay a a,. 1 = as. TakZe: a3 =303 —8=3-7T—8=13,
ak n =3 tak a, =as a a,. 1 = ay. TakZe: ay =3a3 —8=3-13 —8 = 31,
ak n =4 tak a, =as a a,. 1 = as. TakZe: a5 =3a4 — 8 =3-31 —8 = 85.
Ved ja tomu uz rozumiem! Proste vo vypocte hodnoty niektorého élena len pouZijem hod-
notu predchddzajiceho clena.
Prvych 5 ¢lenov naSej postupnosti je teda: 5, 7, 13, 31 a 85.

U: Vyborne. Vymenovat niekolko prvych ¢lenov postupnosti by ti nemalo robit problém.

Z: Ak je postupnost dand vzorcom pre n-ty clen alebo rekurentnym vztahom, tak vymenovat
jej cleny viem. A ak mdm postupnost dani vymenovanim clenov, tak niekedy, ked si tie
¢leny rozumné, viem vytvorit vzorec pre n-ty ¢élen. Vedel by som pomocou vymenovanyjch
élenov vytvorit aj rekurentny vztah?

U: To je zaujimava otdzka. Ale dolezitejSie, nez vymenovanie ¢lenov, je mat rovno vzorec
pre n-ty ¢len. Ak ho méas, potom odpoved na tvoju otédzku je: ano, vzdy. Dokonca sa
rekurentny vztah dé zo vzorca pre n-ty ¢len vytvorit mnohymi spésobmi.

Z: Poviete mi ako?

U: Obycajne postupujeme tak, ze pouzitim vzorca pre a, vyjadrime a,,;. A potom uréime
rozdiel alebo podiel élenov a, ., a a,. Z takéhoto vztahu uz len vyjadrime a, ;. Su
vsak aj iné postupy.

Z: Podla ¢oho sa mdm rozhodnit & pouZit rozdiel alebo podiel? Je nejaké pravidlo, co je kedy
vyhodnejsie?

U: Nie je to pravidlo, ktoré by platilo vzdy. Skor len mald pomdcka: ak st vo vzorci jednoduch-
Sie operacie (s¢itavanie, od¢itavanie, nasobky, ... ), tak je vyhodnejsie pouzit rozdiel, lebo
sa tam mozno nie¢o odpocita a tym sa to zjednodusi. Pri vyssich operacidch (ndsobenie,
delenie, mocniny, ... ), je vyhodnejsi podiel, lebo sa mozno nie¢o vykrati.

Z: Mdm v tom poriadny zmitok.

U: Potom ti odportcam pozriet sa do rieSenej ¢asti. Tam je dostatok prikladov na vytvorenie
rekurentného vztahu zo vzorca pre n-ty ¢len.

Z: TakZe 20 vzorca pre n-ty clen sa rekurentny vztah vyrobit dd. A ¢o naopak? Dd sa vytvorit
vzorec pre n-ty clen z rekurentného vztahu?

U: Ano. V jednoduchsich pripadoch sa vzorec proste odhadne pomocou vypoéitangch prvych
¢lenov. Ale tento odhad musime potom overit matematickou indukciou alebo priamym
dokazom. V riesenej casti najdes priklady aj na tento postup.

Z: A ¢o tie zloFitejsie pripady?

U: V zlozitejsich pripadoch moze byt odhad vzorca velmi néro¢ny.
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. Tak to sa radsej do toho ani nepistajme.

: Tentokrat ti vyhoviem. Este maly dodatok, tyka sa jazykovedy: slovo RECCURFERE
je latinské a znamené bezat spit. Ak chcem vypocitat nejaky ¢len podla rekurentného
vztahu, potrebujem sa vratit spit po predchadzajuci. Pekné, vSak?

: No, nie som si isty, ¢i sa to paci aj mne. Znie mi to ako kurare, ¢o je jed, smrtelnd otrava.

N«

: Budem sa tvérit, ze som to nepocul.
: Pokracujeme dalej. Ostdva nam eSte jeden spdsob urcenia postupnosti:
Postupnost, pripadne jej éast, mozZe byt urcena aj graficky, grafom.
: To by nemal byt problém. ako tak zvladam.
: Hned si to preverim.
6
. , [n+1
Graficky znazorni postupnost {%}
n=1

. Potrebujem sudradnicovy systém v rovine. Pri funkcidch sa na vodorovni z-ovi os
nandsaji prvky definiéného oboru. Teraz to budi len prirodzené ¢isla, a kedZe
postupnost je konecnd, tak tam budi zndzornené len c¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Na zvislt y-ovia os sa nand$aji funkéné hodnoty. Tie si najprv vypocitam a potom
zapisem do tabulky, aby som to mal prehladnejsie:

|

n—+1
2

A teraz pride vytvorenie grafu:

ap =

1. Narysujem si sturadnicovy systém v rovine — dve na seba kolmé priamky. KedZe mdme
len kladné hodnoty, vystacim si s 1. kvadrantom.

2. Na vodorovnii os x nanesiem ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6. Jednotka dizky moZe byt 1 cm.

3. Na zvisli os y nanesieme hodnoty 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5. Jednotka dizky na tejto osi
moze tieZ byt 1 cm.

4. Vyznacim si vSetkych 6 bodov so siuradnicami [n,a,), podla tabulky.
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y4

Mdm tie bodky pospdjat?

: Porozmyslaj. Ak ich pospéjas, tak by to znamenalo, Ze vie$ priradif funként hodnotu aj

¢islu 2,7 alebo ¢islu 5,1. Mas tieto ¢isla vo svojom definicnom obore?

: To nie. Ved definiény obor mi tvori len prvjch 6 prirodzengjch éisel. Aha, takZe to nesmiem

pospdjat. To cely graf bude len tychto 6 bodiek?

: Ano, cely graf bude len tjchto 6 bodov.

Graf postupnosti je mnozina izolovanych bodov A, Ay, As, ..., pricom lubo-
volng bod A, ma stradnice [n,a,).

Takze graf postupnosti tvoria len samostatné body.

: KedZe definiény obor postupnosti tvoria len prirodzené ¢isla, niekedy sa graf neznda-

zornuje v rovinnom suradnicovom systéme s dvoma osami, ale len na jednej
ciselnej osi. Este si pamitas, co je Ciselné os?

: Jasné. Md to v ndzve os, takZe ide o priamku, a kedZe je tam aj slovo Eiselna, tak na tej

priamke si umiestnené cisla.

: V podstate mas pravdu. Ale v matematike by sme povedali, Ze Ciselnd os je priamka

.....

dlzky na 2 cm, aby sme to nemali také nahustené. Vyzeralo by to takto:

Viac sa mi pdci, ked to vidim v rovine, ako na priamke.
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U: To je v poriadku, ak to Gloha nebude vyzadovat inak, mozes robit grafy, na aké si zvyknuty.
Myslim, Ze na zaver by si mi mohol zhrnit, akymi spésobmi moze byt postupnost dana,
teda urcena.

Z: Dobre. Postupnost moéze byt urcend:
— vymenovanim svojich prvkov
- vzorcom pre n-ty ¢len
- rekurentnym vztahom

— grafom.

U: Ano. Vidim, Ze si si to zapamiital. Myslim, Ze tolko k tedrii staci.
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Priklad 1: Nasledujice postupnosti si dan€ vymenovanim svojich clenov. Urcte ich definicny
obor aj obor hodnot a narysujte ich grafy:

a)5,7,9, 11, ..., 2175.

b) —1, —4, —9, —16, —25, —36, ...
¢) 5,10, 15, 5, 10, 15, 5, 10, 15.
d)1,-1,1,-1,1, -1, ...

Z: a) V prvom priklade mam dané hodnoty 5, 7, 9, 11, ..., 2175. Ide o konecni postupnost
nepdrnych cisel. Je ich ... kolko vlastne? Kym nebudem vediet kolko ich je, tak nebudem
vediet urcit definiény obor.

U: Presne tak. V tomto priklade som ti naschval zadal vela ¢lenov, aby si ich pocet zistil
vypoctom a nie postupnym vymenovavanim.

N«

: Aha, tak dobre. Prvy clen je 5, posledny je 2175. Keby to boli vsetky prirodzené cisla idice
za sebou, tak by ich bolo 2175 — 5 = 2170. Ale kedZe siu to len nepdrne ¢isla, teda kaZdé
druhé, tak ich je len polovica. 2170 : 2 = 1085.

: Trosku zastav. Kolko je neparnych ¢isel od 1 do 9?7
: No predsa 5 a to: 1, 3,5, 7, 9.

C N C

: Ano, ale podla tvojho v¥poctu by mali byt len 4. Pocital by si: 9—1 =8 a 8:2 = 4.

: Ako je to mozné? Kde som urobil chybu?

c N

: Pri odpocitani si totiz odpocital aj ti lava hranicu, ¢islo, ktorym postupnost zacina. Tento
postup je spravny, len musis to pociatocné ¢islo znovu vratit do hry.

N«

: Dobre, takze cisel bude 1085 + 1 = 1086. Tento pocet mi pomoze urcit definiény obor:
D=1{1,2,3,4, ...,1086},
H=1{57,911, ...,2175}.
Mozem prejst na graf?
U: Ano, ale najprv si zapis dvojice vzor-obraz do tabulky, aby si to mal prehladnejsie.
neD |[1]2|3]4[5][6][7]8]9]...]1086
a, € H||5[7[9]11 13|15 |17 [19]21 ... | 2075

N(

Teraz pride vytvorenie grafu. Na vodorovni os budem nandSat prirodzené cisla, jednotka
dlzky moze byt 1 c¢cm. Na zvisli os budem nandsat hodnoty a,. Tu mi to stipa trosku
rijchlejsie, asi by som mal zvolit ind jednotku dizZky, len neviem aki.

U: Zvol si napriklad 1 mm. To znamena, e na dizke 1 cm budes mat 10 &sel. Int jednotku
si volime preto, aby bol graf prehladnejsi a nezabral ani malo ani prili§ vela miesta.

Z: To je dolezite?
U: Pravdaze. Ak je definiény obor prili§ velky, nenarysujes cely graf — to by nebolo mozné.
Vyrobi$ len grafickti informéciu o tom, ako vyzerd jeho cast a uvedené obory D a H

dopovedia, kam az graf pokracuje. Z toho pomerne malého znazorneného tseku by si mal
vediet ziskat predstavu o tom, ako vyzera cely graf, tak nech je ten tsek prehladny.
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Z: Aha, ved viastne aj pri funkcidch s nekonecne velkym definicnym oborom rysujem len cast.

U: Presne. Tak uz ten graf narysuj.

Z: Dobre, tu je:

uU:

Pekné, mozes prejst na priklad b).

Z:b) Postupnost dand clenmi: —1, —4, —9, —16, —25, —36, ... je nekonecnd. Definicnyj obor

bude celd mnoZina prirodzenych c¢isel a obor hodnot bude tvoreny cislami, ktoré predstavuju
druh€ mocniny prirodzenych cisel, len so zdpornym znamienkom:
D =N,
H={-1,-4,-9,-16,-25, ...}.
Vytvorim tabulku:
neD || 1] 23| 4|5 |6 | 7]..
aneH || -1|—-4|-9]-16|-25| —-36|—49 | ...
Teraz graf. Na vodorovnej osi si vystacim s jednotkou dlZky 1 cm, na zvislej osi budem
potrebovat hlavne jej zdporni cast, to zhustim na 1 mm.
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U: Dobre, to si zvladol.

Z: c) Vyzerd to byt lahké. Postupnost je dand clenmi: 5, 10, 15, 5, 10, 15, 5, 10, 15. Ide
o konecni, 9-clenni postupnost, jej obor hodnot md len 3 hodnoty:

D =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9},
H = {5,10, 15}.
Tabulka vyzerd takto:
neD ||[1]2|3]4]5]6][7]8]9
an€H||5|10|15|5|10|15|5|10|15
Jednotky dIZky na osiach zvolim ako v predchddzajicich pripadoch: 1 ¢cm a 1 mm.
Graf bude vyzerat takto:
NN NN N ) I AN AR | S N N NN Y S R Y 77<§77 N EEEEY NN NN NN NN ) BN NN N7 SR

U: Ano, asi to naozaj bolo Tahké. Nemal by si maf problémy ani s poslednou ¢astou.

Z: d) Postupnost je dand clenmi: 1, —1, 1, —1, 1, —1, ... Je to nekonecnd postupnost, obory
su dané takto:

D =N,
H={-1,+41}
Teraz tabulka:
neD [ 1|23 ]|4]|5 6| 7][8]9]..
an EH | +1| -1+ -1+ -1 |41 -1|+1]...
Jednotky dlzky pre vodorovni a zvisli os méozu byt 1 cm.

U: Ano. Hovoril som ti, Ze graf mé byt prehladny, to znamena, Ze si mozes — mas zvolit také
jednotky dlzky, aby obrazok nebol prili§ roztiahnuty alebo naopak, prilis vtesnany do malej
plochy. V tomto pripade si mozes volit jednotku dlzky na zvislej osi 1 cm, ale moéZe to byt
aj viac. Aby tvoje body neboli prilis blizko vodorovnej osi.

Z: Nechdm si 1 cm.

U: Vporiadku.

Z: Takze tu je graf:
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U: Pekne si to zvladol.

Uloha :

Nasledujuce postupnosti su dané vymenovanim svojich clenov. Urcte ich definicny obor,

obor hodnot, vzorec pre n-ty c¢len a nacrinite ich grafy:
a) 1,-2,3, —4,5, —6,7, ...

b) 3,2,1,0,1, 2, 3.

c) 2,2,2,2 2.

111 1 1 1
d) =, >, =, —

Vysledok:
a) D=N, H=1{1,3,5,7, ...} U{-2,—4,—6,-8, ...}, a, = n.(—1)""L.
b) D={1,2,3,4,5,6,7}, H={0,1,2,3}, a, = |4 — n|.
¢)D=1{1,2,3,4,5), H={2}, a, = 2.

1 11 1 1 1 } 1

57 Z‘:, g: 1_67 3_276_47'” ; Up = .

d)D:N,H:{ 7
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Priklad 2: Vypocitajte sicet pruych Siestich clenov postupnosti {a,},,, ktord je dand vzor-

:a) Vypisem si prvyjch 6 clenov postupnosti danej vzorcom: a,, = sin

com pre n-ty clen:
n-mw

2 )
b) a, =n?—2".

a) a, = sin

n-m

2
1- 2 - 3- 4 - 5- 6 -
Dostal by som hodnoty: sin 7T, sin W, sin W, sin 7T, sin 7T, sin iy

Ajaj, a teraz si musim spomenut na goniometriu a nejak to vycislit.
: Spomen si na graf funkcie sinus — . Mozno ti to pomdze.

V kaZdom celom ndsobku cisla m pretina sinusoida os x. A medzi tymito priesecnikmsi
nadobida svoje najvicsie a najmensie hodnoty +1 a —1.

. T
: Ano, pre neparne nasobky ¢isla 5 Tak uz to skus vyd¢islit.
1.7
:Pren=1 ... alzsinT:—H,
2T
pren =2 ... ay = sin 5 =sinm = 0,
3-m
pren =3 ...a3:sinT:—1,
4.
pre n =4 ...a4:sinT7T:sin27r:O,
5 . 0T . 1
ren=>5 ... a5 =sin—— =sin—- =
p 5 9 9 )
6 -
pren =6 ...a6:sinT7T:sin37r:O.

: Spravne. A este ten sucet.

. TakZe vypocitam: +1+04+(—=1)+0+14+0= 1.
A je to.

: Dobre, prejdi na druht ¢ast prikladu.

N«

:b) Vtomto priklade mdm postupnost dani vzorcom: a,, = n*—2". Budem najprv dosadzovat
a vypoctom ziskavat hodnoty prviych Siestich ¢lenov postupnosti.

Pren=1 ... ay=1>-2'=1-2= —1,
pren=2 ... ap=2>—-22=4—-4=0,
pren=3 ... ag3=23>—-22=9—-8= +1,
pren=4 ... az=4>-2'=16—-16= 0,
pren="5 ... as=>5>—-2>=25-32= -7,
pren==6 ... ag=06%—20=236—64= —28.

Toto pocitanie sa mi pacilo. Urobim este sucet:
(1) 4+0+14+0+(=7)+ (—28) = —35.
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U: Toto pocitanie sa pacilo aj mne. Vyriesil si priklad bez jedinkého zavahania.

Uloha 1:

2
3'
Lypocvz/taﬂfe S'll//éet p?'l}ngh §1yr()ch Cvlell()'l} p()S?UPnOSti {—n 1”} .
n +

n=1
Vysledok:
13

I

Uloha 2: N
e L 34+ (1)

Vypocitajte sucin prvych piatich clenov postupnosti § ————— .

Vysledok:
16

E.
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Priklad 3: Clenmi postupnosti {b,} ", su prirodzené ¢isla, ktoré pri deleni ¢islom 5 ddvagi

N«

zvysok 2.

a) Vypiste aspori 10 pruych clenov tejto postupnosti.

b) Ndajdite a zapiste vzorec — predpis pre n-ty ¢len postupnosti.

¢) Urcte pomocou vzorca hodnotu Sestdesiateho druhého clena postupnosti.

d) Ktory ¢len postupnosti md hodnotu 629

:a) To by som mal zvlddnut. Budem zvicsovat nasobky ¢isla 5 o 2 a dostanem cleny po-

stupnosti:

1.542=5+2=71,
2.54+2=10+2=12,
3.5+2=15+2=17,
4-5+2=20+2=22,
5-5+2=25+2=27...

Vietky cleny sa budi koncit na sedmicku alebo na dvojku, pretoze vsetky nasobky cisla 5
koncia na nulu alebo pitku.

: Zabudol si na ¢islo 2. Aj to déva pri deleni péatkou zvysok 2.

: Aha, naozaj.

0-54+2=2
Postupnost mozem pomocou jej clenov urcit takto:
{b}2, =12,7,12,17,22,27,32,37,42,47,52,57 ...}

: Dobre. Teraz skts vytvorit vzorec pre n-ty clen.

: b) Ten vzorec som uZ vlastne pouzival pri vypocitavani hodndt clenov postupnosti. Potre-

bujem do vzorca zapisat, Ze najprv ndasobim pdtkou a potom tento ndsobok zvicsujem o 2.
Skusim takto:
b, =n -5+ 2. Bude to stacit?

: Nie, opit si pozabudol, Ze aj ¢islo 2 tam patri. A to z tvojho vzorca nedostanem. Pre n = 1,

teda pre najmensie prirodzené ¢islo, dostanes ako prvii hodnotu — ¢islo 7. Musis ten vzorec
upravit tak, aby si ako prvy nevytvoril ,,jednonasobok*, ale ,nulanésobok.

: CliZe nechcem hned 1-5, ale najprv 0-5. Dobre. Vo vzorci nepouZijem sicin n-5, ale znizim

hodnotu poradového ¢isla n o 1. Vytvorim sicin (n —1)- 5. Vzorec bude potom vyzerat
takto:
b, =(n—1)-5+2. Alebo presnejsie: pre Vn € N: b, =5-(n—1) + 2.

: Ano, teraz je to spravne.

N«

: ¢) Mdm urcit hodnotu Sestdesiateho druhého clena. Teda ak n = 62, kolko je b, ¢ Dosadim

st do vzorca pre n-ty clen za poradove c¢islo n hodnotu 62:
bes = (62—1)-5+2=61-5+2=305+2=307.
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U: To nebolo fazké,vsak? Ostala ti uz len posledné cast prikladu.

Z: d) Ktory clen ma hodnotu 622 Teraz som trosku zapochyboval, ¢i to predchddzajice riesenie
je dobré. Hodnota 62 a 62. c¢len asi nie je to isté.

U: To méas pravdu. Hodnotu Sestdesiateho druhého ¢lena si uz vypodcital. A spravne. Teraz
mas zistit, ktory ¢len ma hodnotu 62.

Z: Takze teraz musim zvolif opacny postup. Cislo 62 nie je poradové ¢islo, ale hodnota b,
pre nejaké, este neviem aké, n.

Dosadim si do vzorca za b, a vyriesim rovnicu:

by=5-(n—1)+2
62=5-(n—1)+2/ —2
60=5-(n—1) / :5
12=n—1/ +1

n =13

Hotovo. Hodnotu 62 md trinasty clen tejto postupnosti.

U: Bolo to pekné. Zasluzis si pochvalu.

Uloha :
Postupnost {a,} -, je dand vzorcom pre n-ty clen:
n%+9
a, = :
n

a) Zistite, ktory jej ¢len md hodnotu 10.
b) Urcte hodnotu desiateho clena tejto postupnosti.
Vysledok:

a) ay, ag.

109
b = — =1009.
)am 10 0,9
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Priklad 4: Postupnost {c,} -, je dand rekurentnym vztahom. Urcte jej prugch 5 élenov

a znadzornite ich na ciselnej osi:

a) c1=5, cp1=c¢,—4, neN,

Cn + Cn+1

, e N.
5 n

b) €1 = _17 Cy = 3a Cnt2 =

: Najprv mi povedz, ¢o je to rekurentni vztah.

: To je predpis, ktorym viem vypocitat nejaky clen postupnosti pomocou hodnoty jedného
predchddzajuceho clena alebo viacerych predchadzajicich clenov.

: Dobre. Ako bude$ postupovat v tomto priklade?

: a) Postupnost je dand rekurentne: ¢ =5, ¢, = ¢, — 4. TakZe:

Co 201—4:5—4: 1,

C3 202—421—4: —3,

Cy4 203—4:—3—4: —7,

Cs :C4—4: —7—4=—11.

Pruvych 5 élenov rekurentne danej postupnosti {c,}, | je teda: 5, 1, —3, —7, —11.

: Dobre, teraz znazorni tieto hodnoty na ¢iselnej osi.

. Narysujem si priamku. KedZe moje hodnoty si od —11 do +5, tak ako jednotka dlZky bude
stacit 1 cm. Priamku podielikujem, ocislujem a zvyraznim umiestnenie clenov postupnosti:

: Dobre, pod na priklad b).

: b) V tomto priklade si v rekurentnom vztahu dan€ az dva konkrétne cleny: ¢, = —1, co =3

. / ) v/ oV . Cn + Cn v / v u I 7’
a predpis pre kaZdy dalsi clen je ¢, 0 = L Takge pre vypocet hodnoty lubovolného
clena potrebujem predchddzajice dva cleny postupnosti. UZ viem ako na to:

¢+ —-1+3 2

C3 = - _:1;
2 2 2
Cy + C3 3 + 1 4
Cy = = :—:2’
2 2 2
c3 + ¢4 1 + 2 3
= 2 2 2

Myslim, Ze som neurobil numerickiu chybu, takZe prvych 5 clenov postupnosti je:
—-1; 3; 1; 2; 1,5.
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U: Hodnoty si vypocital spravne. Vsimol si si, ¢o vlastne pocitas? Pripomina ti nieco vzorcek
pre nasledujuci ¢len?

Z: V tom wvzorci spocitam dve predchdadzajice hodnoty a vydelim dvoma. Siucet dvoch cisel
rozdelim na polovicu. Aha, ved je to aritmeticky priemer dvoch hodnat.

U: Spravne. A aritmeticky priemer dvoch cisel lezi v strede medzi nimi. Uvidis to pekne
v grafe — na Ciselnej osi. Kazda dalsia hodnota bude lezat presne v prostriedku medzi
predchadzajucimi dvoma hodnotami.

Z: Vykondam:

Je to akoby som ostreloval ter¢ vidy s vicsou presnostou. Dobre Ze som mal vypoclitat
len prugch 5 élenov, s dalsimi by som to uz mal riadne nahusto. Musel by som natiahnut
ciselni os.

U: Ano. Musel by si si zvolif inti jednotku dizky, napriklad 2 alebo 3 cm. Urob to a vypoéitaj
este dalsie dva c¢leny. Na ten novy obrazok ti vojdu.

. ¢+ e 2+ 1,5 35

Z: Ce = 9 = 9 T = 1,75,
cs + s 1,5 + 1,75 3,25
— = = = 1,625.
“r 2 2 2 ’

U: Dobre. Vytvor teraz novu ¢iselnt os.

U: Myslim, ze tento priklad si zvladol celkom slusne.
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Uloha 1:

Postupnost {a,} -, je dand rekurentnym vztahom:

a1 =1, aps1 =2-a,+1, neN.
Aky je sucet prvych piatich clenov tejto postupnosti?
Vysledok:
57.

Uloha 2:
Napiste progch Sest élenov postupnosti {a,}, -, danej rekurentngm vztahom

1
An+1 25'(1”, n€N7

pricom hodnotu c¢lena a, uddva koren rovnice:

o o 2 9
=x
(x4+2)(z—1)

Vysledok:
2, 1,

) )

B |

)

N —

1
16

co|
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Priklad 5: Vyjadrite rekurentne postupnost {d,.},_,, ktord je dand vzorcom pre n-ty clen:

c

N C N

a) d, =2n,
b) d, = 5",
1
c) d, = n (ndrocnejsi priklad).

: Najprv mi zopakuj, ¢o je to vlastne ten

: Je to predpis, vdaka ktorému viem vypocitat nejaky clen postupnosti pomocou hodnoty

predchddzajuceho clena.

: Ano. Budes teda pracovat s dvojicou ¢lenov, ktoré za sebou nasleduji. S ¢lenom d,, a s ¢le-

nom dy, 1.

:a) Vzorec pre n-ty clen je dany: d,, = 2-n. Vzorec pre clen d, 1 dostanem zo vzorca pre d,

tak, Ze v nom nahradim premenni n vyrazom n+ 1 a popripade upravim vzniknuty vyraz.
d, =2-n,
dpy1=2-(n+1)=2-n+2.

. Ak tieto dva predpisy mas, musi$ ich spojit niektorou matematickou operaciou.

. Pouzijem rozdiel:

dpi1 —d, =2n4+2—2-n=2.

Odtial dostanem, Ze d,,1 = 2+d,,. Prvy clen tejto postupnosti md hodnotu: d; = 2-1 = 2.
Rekurentnyj vztah je teda dany takto:

dl - 2 dn,+1 =2+ dn,; n € N.

: Vies o aki postupnost i8lo? Vymenuj mi zopér jej ¢lenov pomocou vzorca pre n-ty ¢len.
: Vyrabam dvojnasobok poradového cisla: 2, 4, 6, 8, 10, ... samé pdrne cisla.
: Ano, dostanes ich aj pomocou tvojho rekurentného vzfahu?

: Jasné, ved susedné pdrne cisla sa od seba lisia o hodnotu 2. Pekne mi to vyslo.

U: Tak nech ti to tak vyjde aj pri dalSom priklade.

N«

cC N C

N«

: b) Postupnost je dand vzorcom pre n-ty clen d, = 5. Jej éleny s mocniny pitky:

255111 !
7757257 125

: Ako dostane$ dalsiu hodnotu v poradi?
. Pétkrdt zvicsim menovatela, takZe vlastne predchddzajici zlomok vydelim pitkou.
: Spravne. To by sa ti malo ukazat aj v rekurentnom vztahu.

. Pripravim si teda vzorce pre d,, a pre dpiq:

d, = 5",
dn+1 — 53—(n+1) — [3—n—1 _ 52-n_
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Teraz skusim podiel:

1

dni1 _ 577" _ 5(@-m)-(-n) _ g2-n—3+n _ g-1 _ ©

d, 53-n 5

1
Pre clen d,, 11 plati: d, 1 = g-dn. Pruy clen je di = 25, takZe rekurentny vztah pre tito
postupnost bude:
1
dy =25, dyy1 = g'dm n € N.

U: Vyborne. Ostala nam tretia ¢ast prikladu. Bude to trosku nérocnejsie, tak sa poriadne
sustred.

Z: Ale ved ja sa stdle poriadne sistredim, len nie vZdy na matematiku. . .

= g - . sy + 1 -y ,
Z: c) Postupnost je dand vzorcom pre n-ty clen d,, = nee Jej cleny su zlomky:
n

123 175 Vidim, Ze stdle zvicSujem citatela aj menovatela o 1, ale ako to zapisem
nejakym vzorcom, to v tejto chvili netusim.
U: Priamo odhadnit vztah medzi susednymi ¢lenmi sa nam asi nepodari. Aspon vidis, Ze

matematické odvodenie je nutné.

Z: Vytvorim si teda vzorec pre dy -

1
dn:n+ ’
n
n+2
dpt1 = )
+ n+1

Mdam v takychto prikladoch problém rozhodnit sa, ¢i pouZit rozdiel alebo podiel tyjchto
dvoch clenov. Je nejaké pravidlo, kedy je ¢o vyhodnejsie?

U: Nie je to pravidlo, ktoré by platilo vzdy. Skor len mald pomocka - ak sa v tvojich ¢lenoch
sCitava, od¢itava, robia sa nasobky, ..., tak je asi vyhodnejsie pouzit rozdiel, lebo sa tam
mozno nieco odpocita a tym sa to zjednodusi. A ak sa v ¢lenoch vyskytuju aj vyssie
operacie — nasobenie, delenie, mocniny, ..., tak je asi vhodnejsi podiel, lebo sa ti mozno
nieco vykrati.

Z: Dobre, tak skisim urobit podiel:

n+2
dn,+1_n+1_ (n+2)n _<n+2)n
d, "+l (n+1)-(n+1) (n4+1)?°
n
92) .
Pre clen d, .1 bude teda platit: d, | = % -d,,. Toto md byt vysledny vztah?
n+

U: Toto je priklad, v ktorom sa potvrdilo, Ze nemozes jednoznac¢ne vymedzit pouzitie rozdielu
alebo podielu.

Z: Mdm to skisit s rozdielom?
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uU:

N(

c N C

: Pozriem sa na vzorec pre d,. Aha, mam ho, d,, =

: A kedy bude zlomok

Mozes, dostanes trosku jednoduchsi vztah, ale tym priklad este neskondi. Urob ten rozdiel,
potom ti vysvetlim o com hovorim.

: TakzZe budem odpocitavat:

n+2 n+1 (n—|—2)-n—(n+1)2_n2+2n—(n2—|—2n+1)

in - jn = = = —
Gt ¢ n+1 n n-(n+1) n-(n+1)
_n2+2n—n2—2n—1_ 1
B n-(n+1)  n-(n+1)
1
Odtial dostanem, Ze d,,1 = d, — —— . To sa mi pdci viac neZ vztah, ktory som
n-(n+1)

dostal z podielu.

: Najprv ti musim povedaf, Ze roznymi tpravami sa da aj ten prvy vysledny vztah upravit

na takyto tvar. Ale to, ¢o mi prekaza, je, ze v obidvoch odvodenych vzorcoch sa na pravej
strane okrem ¢lena d,, vyskytuje aj index n.

: A o s tym teraz? Dd sa to nejak prerobit, aby tam td premennd n nebola?

: Da. Ukazeme si to. Zo vzorca pre n-ty ¢len postupnosti si najprv vyjadrime premenna n.
Takto:
n+1 n 1 1
d, = =—4+—-=1+—-.
n n o n n
Odtial
L d, —1 ted !
—=d,—1 ateda n= )
n d, —1

Tento vztah budeme potrebovat.

Mozem vas prerusit? Aby ste osamostatnili premenni n, delili ste vgrazom d,, — 1, aby ste
ho dostali do menovatela zlomku. MoéZe sa to? Ucili sme sa predsa, Ze delit mdzme len
nenulovym vyrazom. A c¢o ak tento vijraz bude mat niekedy hodnotu 0 ?

: Som rad, Ze sa na to pytas. Rozoberieme si to. Kedy by bol vyraz d,, — 1 rovny nule?

No, predsa, ak bude d, = 1.

: Dobre. A kedy bude d,, rovné 17

n+1

, takze d, sa bude rovnat 1, ak

1
n sa bude rovnat 1.

zlomok

n+1

rovny 17

. Ak sa jeho citatel bude rovnat menovatelu. A teraz vidim, Ze to nenastane nikdy, lebo

Gitatel bude vidy o 1 vicsi neZ menovatel. Nikdy nebudi mat rovnaki éiselni hodnotu,
takZe mozZme delit bez obdw.
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U: Pokracujem. Vyjadrenie premennej n si dosadime do vzorca pre d,,1:

1, 142l 2di—1
d+l:n+2:dn_]— _ d, —1 _ dy—1 :2-(1,1,—1‘
n n+1 1 i 1+1-(d, — 1) d, d

dp — 1 d, —1 d, —1

Tento vztah si mézeme (ale nemusime) upravit na tvar:

C N

!\_|<

Vyjadrite rekurentngm vztahom postupnost {a,} - = {log(n!)} ~,.

Uloha :
Vysledok:
ay = 0,

1
dn+1 =2 d7n

: Ano, tento priklad bol naro¢nejsi. Ukoné ho.

1
di =2, dpi1 =2 — 7 n € N.

¢ n

Upi1 = a, +log(n+1), n € N.

Tak toto bola poriadna fuska, este stastie, Ze som to nemusel robit sam.

(ndvod: pouZite rozdiel clenov a1 a a, a vyuZite vlastnost logaritmu podielu)

Po mnohiych tpravdch sme teda dostali rekurentny vztah, ktory meobsahuje premenni n,
iba predchddzajici élen d,,. Postupnost bude dand takymto rekurentnym vztahom:
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o0

ne1, ktord je dand vzorcom pre n-ty clen:

Priklad 6: Vyjadrite rekurentne postupnost {a,}
a) a, = 10n + 30,

b) an:g-(ﬂ—l)n.

U: Najprv mi povedz, ¢o je to vlastne ten

Z: Je to predpis, pomocou ktorého viem vypocitat nejaky clen postupnosti pomocou hodnoty
predchddzajuceho clena.

U: Ano. Budes teda pracovat s dvojicou ¢lenov, ktoré za sebou nasledujt. S ¢lenom a,, a s ¢le-
nom d, 1.

Z: a) Vraveli ste, Ze si mam najprv vyjadrit élen a,y1. To znamend, Ze do vzorca pre a,
dosadim namiesto premennej n vyraz n+1 a upravim c¢o mi vznikne:

a, = 10n + 30,

ant1 =10-(n+1) +30 = 10n +40.  To by bolo. Co teraz?

U: Teraz sa musi$ rozhodnit, ¢i chees pouzit rozdiel alebo podiel tychto dvoch ¢lenov.

Z: Podla ¢oho sa mdam rozhodnit? Je nejaké pravidlo, co je kedy vyhodnejsie?

U: Nie je to pravidlo, ktoré by platilo vzdy. Skor len mald pomdcka: ak st vo vzorci jednoduch-
Sie operacie (s¢itavanie, odCitavanie, ndsobky, ... ), tak je vyhodnejsie pouzit rozdiel, lebo
sa tam mozno nie¢o odpocita a tym sa to zjednodusi. Pri vyssich operacidch (ndsobenie,
delenie, mocniny, ... ), je vyhodnejsi podiel, lebo sa mozno nie¢o vykrati.

Z: Tak ja by som teraz vyuzil rozdiel. Zdd sa mi to jednoduchsie:
Upiy — a, = (10n + 40) — (10n + 30) = 10n + 40 — 10n — 30 = 10.

A teraz uz len z tohto vztahu vyjadrim élen any1:  Gpyp1 = a, + 10.
To uZ je hotovy rekurentny vztah?

U: To teda nie. Ak by si totiz pre postupnost mal len vztah: a,.; = a, + 10, vedel by si
vymenovat zopéar jej ¢lenov?

Z: Hops. Nevedel, lebo nemdm zaciatok. Aspon jeden clen, od ktorého by som sa mohol od-
pichnut k nasledujicim.

U: Ano. A najlepsie bude, ked ten jeden konkrétny ¢len bude prvy élen. Rozumies?

Z: Jasné, potrebujem zaciatok nite. TakZe podla vzorca pre clen a, dopocitam este aj aq:

a; = 101+ 30 = 40. Toto by uZ malo postacovat.

U: Aj postacuje. Nasa postupnost je dana rekurentne takto:
a; =40, api1=a,+ 10, neN.

Este sa pri tomto priklade trosku zdrzime. Vypocitaj hodnoty aspon prvych piatich ¢lenov
tejto postupnosti pomocou vzorca pre n-ty ¢len.
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Z: Vzorec pre n-ty élen je: a, = 10-n + 30. Ak budem postupne dosadzovat za n prirodzené
¢isla, dostanem takéto hodnoty: 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110, ... Staci?

U: Ano. Tie isté ¢isla dostaneme aj pouzitim rekurentného vzfahu. Je dobré maf predstavu,
aké ¢isla tvoria postupnost a overit si aspor na niekolkych prvych ¢lenoch platnost reku-
rentného vztahu.

: A nemohol som to takto urobit hned? NezdrZiavat sa odvodzovanim vztahu, ale napisat si
niekolko clenov a z nich vyrobit rekurentny vztah?

N(

U: To nie. Niekedy sa rekurentny vztah nedd uréit len nejakym pozeranim na konkrétne
¢isla. A keby aj, bola by to len hypotéza. Platnost vzorca pre vSetky ¢leny ti zarudi len
matematické odvodzovanie alebo dokazovanie.

Z: Ak sa v riom mepomylim.

U: Samozrejme. Prejdime na priklad b).

= . ’ P n v
Z: b) Postupnost je dand vzorcom a, = % : (\/5 — 1) . Vzorec pre ¢len a,1 dostanem tak,
Ze vo wvzorci pre a, namiesto premennej n proste dosadim vyraz n + 1:

2 n
Qpy1 = % . (\/5 — 1) T by bolo.

U: Dobre, teraz sa rozhodni, ¢i pouzijes podiel alebo rozdiel ¢lenov a,, 1 a a,.

N«

: Hm. Mam zlozZitejsie operdcie. Skisim pouZit podiel:

Q-(\/ﬁ—l)n+1

ntl _ 4 —V2- 1.

R

4

Pekne sa to vsetko vykratilo. Teraz si vyjadrim clen a,i1: Qpi1 = Qp - (\/§ — 1).
Rekurentny predpis pre dani postupnost je teda:

w=Y2(va-1), ai—an- (V2-1), nemn

U: Postupoval si pekne a samostatne.

Uloha :

Vyjadrite rekurentnym vztahom postupnost {a,}-, = {10273} .
Vysledok:
a; = T’ Gny1 = 100-a,, n € N.

(ndvod: pouZite podiel élenov a,y1 a ay)




JKPo02-7 | List 25

Priklad 7: Postupnost {a,}. ., je dand rekurentnym vzorcom

1 n N
ay = = Upt1 = Qp - ;N :
1= 5 +1 T2
Urcte vzorec pre jej n-ty clen a dokdzte jeho platnost.
Z: Tak o to tu mdme? Je dany a z neho potrebujem dostat vzorec pre n-ty

clen.
: Pamiitas sa, ako méas postupovat?

cc

: Myslim, Ze by som si mal najprv napisat zopar ¢lenov postupnosti a pomocou nich nejakym
zahadnym spdsobom prist na vzorec.
U: A to eSte nie je vSetko. Musi§ aj dokazaft, Ze ten vzorec je spravny.

- 1 .
Z: Dobre. Prvy ¢len mam dany, a; = 3" Dalsie cleny ziskam postupnym dosadzovanim:
1 1 1 1 1
pre n=1bude ay =01 ——==+-=—= = —,
142 2 3 2-3 6
2 1 2 1 1
1 :2 b d Q — —_— e — = — = —
prem =2 bude G =0y T 1 3.4 12
3 1 3 1 1
— 3 bud P
prefn= o uge e =atem o = 1975 5 20
4 1 4 1 1

n=4bude a5 = a4 —— = — - .
pre wae s = T %06 5.6 30

U: Vsimni si ako si ziskaval vysledné zlomky.

Z: Uhm, ked som kratil citatele s menovatelmi, tak mi v menovateli vidy ostal taky pekny
sucin: 1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, ... Vzorec pre lubovolny n-ty élen bude:

1
= (n+1)
U: Ale este to musis aj dokazat.
Z: Ach jaj. Tak podme na to:
1. krok:
Ukdzeme, Ze vzorec a, = ————  plati pre prirodzené cislon = 1:
n-(n+1)
a; = % = % ... a to je pravda, lebo takto bol prvy clen dany.
U: Dobre. Prejdi na 2. krok.
Z: 2. krok:
Vyjadrim si tvar vzorca pre élen a, 1 aby som vedel, k comu mdm dojst:
1
1)
1
T )t 2)
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Teraz potrebujem dokdzat, Ze z platnosti vztahu pre a, vyplynie platnost vztahu pre a, . 1:

1 1
pre Vn € N : Yy = —————— = ] = )
pre = (n+1) et (n+1)-(n+2)

A teraz co?
U: Teraz sa pokus upravit rekurentny vztah pre a,,; pomocou vztahu pre a,.

Z: Skusim:

no_ 1 no 1
n+2 n-n+1) n+2 (n+1)-(n+2)
U: Préave si dokazal, Ze sa vieS dostat z Clena a,, na nasledujuci ¢len a, 1, teda z hociktorého
¢lena na nasledujuci. To je ta implikacia. Zo vzorca pre a,, vyplyva vzorec pre a, .

Z: Nebolo to tazké.

Upt1 = Qp

Uloha :
Urcte vzorec pre n-ty clen postupnosti {a,}.., danej rekurentne a dokdzte jeho platnost:
2
a) ag =1, ap11 = z “ap, n €N
1 s Un41 n+1 ) )

b) ag =3, apy1 =a, +6-n+3, neN.

Vysledok:
G) an = ﬁ;

b) a, = 3-n?.
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Priklad 8: Postupnost {a,}. ., je dand rekurentnym vzorcom

3an+1 — Qp

ay :2, (12:1, Anio = 5 N n € N.
Urcte vzorec pre jej n-ty clen a dokdzte jeho platnost.
Z: Tak o to tu mdme? Je dany a z neho potrebujem dostat vzorec pre n-ty

clen.

U: Pamitas sa, ako mas postupovat?

U: Myslim, Ze by som si mal najprv napisat zopar ¢lenov postupnosti a pomocou nich nejakym
zdhadnym spdsobom prist na vzorec.

U: A to este nie je vSetko. Musis aj dokézat, Ze ten vzorec je spravny.

> 3 n - Un = v v ,
Z: Uhm. Rekurentny vztah je: a; = 2, as =1, a,40 = % Dalsie cleny budi:
3&2 — a3 3:-1-—2 1
(]/3 = = = -,
2 2 2
1
3(13 — a2 3 5 -1 1
aqs = = -
! 2 2 4’
1 1
3as —a 3773 1
4 3 4 2
a5 = - )
2 2 8
1 1
3a5—a; S'g 1 |1
ag = = = —,
2 2 16

Zda sa, Ze v menovateli zlomkov mam mocniny dvojky.
U: Spravne. Napis si vSetky tieto hodnoty ako mocniny so zakladom 2.
Z: Aby to bolo prehladnejsie napisem ich do tabulky:
n 123 |4 |5]6]..
a, [ 28|20 27 272 [ 273 [ 27 | ...

U: Ano. Teraz uz mozno vidi§ vzorec pre n-ty ¢len, ktory zavisi len od indexu n.
Z: Mohol by to byt vztah:
a, = 227”'
U: Mohol by byt. Dokaz jeho platnost a budes o tom tplne presvedceny.
Z: Ach jaj.
Idem dokdzat, Ze v tejto postupnosti pre vietky prirodzené n plati vzorec: a, = 2°~".
1. krok:
Dokazeme, Ze pre n =1 a pre n = 2 vzorec plati:
a; = 2%71 =2 = 2. To je pravda, lebo takto bol prvy ¢len dani.
ay = 2272 =20 = 1. Aj to sedi, takto bol dany druhy clen.
U: Sthlasim. Ako bude$ postupovat dalej?
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Z: 2. krok:
Pokisim sa dokdzat, Ze ak platia vzorce pre a, a a,y1, tak bude platit aj vzorec pre a,.o.
Nagprv st pripravim vyjadrenia pre ¢leny a,, Gni1, Gnio:
ay = 227”;

_ 9l—
Api1 = 2 n,

J ’ > s San - an i . 9
U: Dobre. Podla rekurentného vztahu plati a,,» = % Dosad si do tohto vztahu
vyjadrené predpisy pre a, a a,.1.

Z: TakZe:

~ Bapy —a, 3 ol-n _92=n 9=n. (3.2 —2%) 27".2

2 2 2 2

Hotovo. Tym som dokdzal platnost mojho odhadnutého vzorca: a, = 2% ".

U: Vyborne, zvladol si to.
Uloha :
Postupnost {a,} -, je dand rekurentngm vzorcom
a1 =2, ap =3, apiza=20n11 —a,, neN.

Urcte vzorec pre jej n-ty clen a dokdzte jeho platnost.
Vysledok:
a, =n+ 1.




