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Ohrani¢enost postupnosti

Mgr. Jana Kralikova

U: Vieme, Ze postupnost je Specidlny pripad . Aké vlastnosti funkcii poznas?
Z: Je toho dost: , Ci je
, ¢ md
U: Vyborne. Niektoré vlastnosti st ale pre postupnosti nezaujimavé, pretoze ich defini¢ny
obor st len prirodzené disla.

Z: Tomu celkom aj rozumiem. Ziadna postupnost nie je pdrna ani nepdrna, pretoZe vlavo
od o0st y nie su na ost x Ziadne prirodzené cisla.

U: Ano, takze nie je simerny podla osi y ani podla zadiatku sturadnicove;
ststavy Oy, .

Z: Ktorymi vlastnostami sa teda budeme zaoberat pri postupnostiach?

U: V tejto téme sa budeme najprv zaoberat ohranicenostou. Vedel by si vysvetlit pojem
ohranic¢enost?

Z: Asi ano. Za ohraniéené budem povazovat mieco, ¢o sa dd vtesnat do nejakych hranic tak,
aby ni¢ netrcalo von.

U: A ¢o je tou hranicou?

Z: V skutoénom Zivote je to mejaky plot, mur. V matematike by to teda mala byt Ciara. Asi
priamka.

U: Uz si blizko! Najlepsie bude, ak si ohrani¢enost postupnosti zadefinujeme:

Postupnost je ohranicend zdola prave vtedy, ak existuje ¢islo d, ktoré je mensie
alebo rovné ako fubovolny ¢len tejto postupnosti. Symbolicky to zapiSeme takto:

Postupnost {a,} -, je ohrani¢end zdola < 3Id€R,Vn e N:q, = d.

Postupnost je ohranicend zhora prave vtedy, ak existuje ¢islo h, ktoré je vicsie
alebo rovné ako Iubovolny ¢len tejto postupnosti. Symbolicky to zapiSeme takto:

Postupnost {a,} -, je ohrani¢end zhora < 3Jh € R, Vn e N:q, < h.

Postupnost je ohranicend prave vtedy, ak je ohrani¢end zdola aj zhora zarover.
Symbolicky:

xX0 .

Postupnost {a,} _, je ohraniend <« 3Jd,heR,VneN:d=a, = h.

Z: 7 toho mi vychddza, Ze tou hranicou je ¢islo.

U: Ano, ¢islo. Ved ohrani¢ujes ¢leny postupnosti a to st ¢isla. Ale v grafickom znézorneni si
bodom [0, d] na osi y mozes viest priamku y = d, rovnobezni s osou x. Podobne bodom
[0, h] na osi y mozes viest priamku y = h. Na nasledujicom priklade chcem zistit, ¢ si
spravne pochopil jednotlivé definicie.
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Pomocou grafu popis ohranicéenost postupnosti {a,} -, ak:
a:) Ay = ) b) ap = _n7
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Z: a) Prvd postupnost je . Zdola je ohranicend hodnotou svojho prvého clena, teda
d = 1. Zhora ohranicend nie je, lebo jej hodnoty rasti aZ do nekonecna.

b) Tu je to podobné. Postupnost je a je ohranicend len z jednej strany, zhora,
hodnotou svojho prvého clena, teda h = —1. Zdola ohranicend nie je.

U: Dobre.

Z: Zdd sa mi, e rastice a klesajice postupnosti si ohranicené len z jednej strany, svojim
pruym clenom.

U: Nemusi to tak byt. Pozri sa na graf tretej postupnosti:

¢ an — d an _
N h=1 4 pe DR . h=1
: ° ° ?d =0
0 1 2 3 4 5 n 0 1 2 3 4 5 n
—1 —l+-——————— —.— — — — — — Cif;}

Z: c) Aha. Postupnost je klesajica a pritom je ohranicend z oboch strdn. Zhora hodnotou
svojho prvého clena, takZe h = 1 a zdola nulou, takZe d = 0. Budem sa musiet opra-
vit. Monotdnne postupnosti st ohranicené urcite aspon z jednej strany. Rastice — zdola
a klesajice — zhora.

U: Spravne, naozaj to tak je. Ostal ti posledny graf.

Z: d) Postupnost je kmitajiica a je ohranicend aj zhora aj zdola.

U: Dobre, myslim, Ze pojem ohranicenost postupnosti si pochopil. Mam esSte jednu mald

poznamku k definicii ohranic¢enosti: ¢islo d sa nazyva dolné ohranicenie postupnosti
a Cislo h sa nazyva horné ohranicenie postupnosti.
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Z: Rozumiem. Postupnost je ohranicend prdve vtedy, ak existuje jej dolné aj horné ohranicenie.

U: Ano a eSte pripomeniem, ze ak méa postupnost dolné ohrani¢enie d, tak kazdé ¢islo mensie
ako d je tiez jej dolnym ohranicenim.

Z: Jasné. A ak md postupnost horné ohranicenie h, tak kaZdé cislo, ktoré je vicsie ako to h
je tiez jej hornym ohranicenim.

U: Vyborne. Ohrani¢enost postupnosti mozeme definovat aj takto:

Postupnost je ohranicend prave vtedy, ak existuje ¢islo &, ktoré je vicsie alebo rovné
ako absoltitna hodnota ITubovolného ¢lena postupnosti. Symbolicky to zapiseme takto:

Postupnost {a,} -, je ohrani¢end < Jk e R, VneN: |a,| < k.

Z: Ked som konecne pochopil ako funguje d a h, tak vy tam zavediete nejaké k. Co to je?

U: Vysvetlim ti to na nasledujicom priklade. Majme postupnost, ktora je zhora ohranicena
¢islom 1 a zdola ¢islom —5. Pre kazdy ¢len tejto postupnosti teda plati:

-5<a, < 1.

N«

. Zatial je mi to jasné. Je to zdpis, ktory ste uviedli v prvej definicii ohranicenosti. Ale este
nevidim, kde sa tam naberie to k.

U: Hned to bude. Ak je postupnost ohrani¢ena zhora ¢islom 1, tak je zhora ohrani¢end aj
—5<a, <1< +5.
Z: Dobre. Preco ste si vzali prdve ¢islo +5 a nie napriklad +1007

U: Lebo ¢islo +5 ma rovnakt absolutnu hodnotu ako dolné ohranicenie, teda ¢islo —5. Teraz
zabudnem na ohranicenie 1 a budem pracovat len s ohrani¢enim +5. Dostanem zapis:
—5=< a, <45, dize |a,| £ 5.
Z: Aha, u? to vidim. Cislo k bude mat hodnotu 5.

U: Ano. Vedel by si povedat, ako stvisi nové ohranic¢enie k = 5 s pévodnymi ohrani¢eniami
d=—-5ah=+17

Z: Zdd sa mi, Ze ¢islo k sa bude rovnat viésej absoliitnej hodnote z oboch ohraniceni
d a h. Vsetky cleny postupnosti budi potom ohranicené cislami +Fk a —k.

.....

Dostanes tak nové ohranicenie ¢lenov postupnosti:
k = max{|d|,|h|}

—k < a, < +k.

Z: Budeme zistovat ¢i postupnost je ohranicend aj inak, neZ pomocou grafu?
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U: Ano. V jednoduchsich pripadoch sa vychadza priamo z definicie, overenim charakteristickej
vlastnosti. V zlozitejsich pripadoch vysetrujeme, ¢i je ohranicena funkcia f, ktora je dana

rovnakym predpisom ako postupnost {a,} -, ale jej definiény obor st redlne ¢isla.

fry=f(z), D= (1,400), pricom V n € N: f(n) = a,.

Z: Ukazeme si to aj na prikladoch?

U: Pravdaze. V riesenej casti najdes dostatok prikladov na urcovanie ohranicenosti réznych
postupnosti.

U: Pri urcovani ohranic¢enosti postupnosti sa vyuzivaju aj nasledujice vlastnosti:

Ak si postupnosti {a,},_, a {b,} ~ ohranidené, potom je ohranicend aj po-
stupnost:

a) {a,+ bn}noczp
b) {an : bn};ozla
c) {c-a,},~, kde c je Tubovolné ¢islo,

d) {c-a,+k-b,} ", kde c a k st lubovolné éisla.

Z: Cize ak mdm ohranicené postupnosti, mozem ich medzi sebou scitavat, ndsobit, vyrdbat ich
ndsobky a vyslednd postupnost bude stdle ohranicend.

U: Ano. Dokazy tjchto tvrdeni nadjdes v rieSenej dokazovej Casti.

U: Vies ¢o je najvicsi a najmensi ¢len postupnosti?

Z: Najvicsi bude asi taky, Ze Ziadny iny nebude vicsi. Podobne aj nagjmensi clen bude asi
taky, Ze Ziadny iny nebude mensi.

U: Ano. Najvicsi ¢len oznac¢ime a,,,, a najmensi ¢len a,,;,. Ich presna definicia vyzera takto:

Clen a,.. sa mazjva najviési (mazximdlny) élen postupnosti {a,}- |, prdve
vtedy, ak pre kazZdé prirodzené céislo n plati:

an g (]’TILCL$'

Clen a,;, sa nazjva najmensi (minimdlny) élen postupnosti {a,},>, prave
vtedy, ak pre kazZdé prirodzené éislo n plati:

Ay 2 Amin -
Z: Tomu rozumiem.

U: Tak skts porozmyslat, ako stuvisi existencia maximélneho a miniméalneho prvku s ohrani-
¢enostou postupnosti. M& ohrani¢ené postupnost maximélny a miniméalny ¢len?
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Z: Vezmem si na pomoc postupnost, o ktorej uZ viem, Ze je ohranicend. Napriklad postupnost

prevratenych hodnot, teda {—} . Je klesajica, zhora aj zdola ohranicend. Maximalny
n n=1

clen je ten prvy. Vsetky ostatné su uz mensie. Ale minimdlny nemd. KaZdy nasledujici

élen bude mat totiz este mensiu hodnotu nez predchddzajici. TakZe tdto postupnost je zdola

ohranicend, ale nemd minimalny clen.

of 1 2 3 4 5 n

—1+

U: Dobre, a opacné tvrdenie? Ak postupnost ma maximalny a minimélny ¢len, je aj ohrani-
¢ena?

Z: Ak md maximdlny aj minimdlny clen, tak asi bude ohranicend, lebo za dolné ohranicenie
mozem vziat prdve hodnotu najmensieho ¢lena a za horné ohranicenie vezmem hodnotu
najvdicsieho clena.

U: Dobre, skts to teraz sformulovat ako matematickt vetu.

Z: Ak postupnost ma najvicési élen, tak je zhora ohranicena.

Ak postupnost ma najmensi élen, tak je zdola ohraniéenA.

U: Spravne. Doplnim eSte, Zze obratené tvrdenia neplatia.

Néjdenie maximalneho a miniméalneho c¢lena postupnosti si ukdzeme na prikladoch v rie-
Senej casti.

U: Mame za sebou tedriu ohranicenosti postupnosti a zavedenie maximalneho a minimalneho
prvku postupnosti. Odporucam ti pozriet si aj rieSené priklady k tejto téme.
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Priklad : Dokdzte, Ze ak su postupnosti {a,},., a {b,} -, ohranicené, tak je ohranicend aj
postupnost:

a) {an+bn},— .

b) {c-an},—,, kdeceR.

:a) Dokazem, Ze sucet dvoch ohrani¢enych postupnosti je tiez

C N

: Povedz mi najprv, ¢o to znamena, Ze postupnosti {a,} -, a {b,}, ., st ohranicené.
: Podla definicie:

- Postupnost {a, },, je ohranicend < Ik, € R, Ze Vn € N: |a,| = k,.

- Postupnost {b,},-, je ohranicend < Ik, € R, Ze Vn € N: |b,| = k.

N«

Zaviedol som oznacenie k, a ky, aby som vedel, ku ktorym postupnostiam patria.

U: Dobre. Teraz musis najst také ¢islo, ozna¢im si ho napriklad A, ktoré bude ohrani¢enim
pre novi, suctovi postupnost. Musis vymysliet ako vyuzif k, a k,, aby si dostal K.

Z: Uf. To ste mi velmi nepomohli.

U: Vezmi si jednu z tych dvoch nerovnic |a,| < k, alebo |b,| < k;,. Uprav ju tak, aby si na jej
Tavej strane dostal stcet ¢lenov postupnosti {a,} —, a {b,} —;.

Z: Dobre. Vezmem si nerovnicu: |a,| = k,. K nej pripocitam vyraz |b,|:
|an| = ko /4 |ba]

U: Teraz vyuzi ohranic¢enost postupnosti {b,} ;.

Z: Dostanem tak, Ze pravd strana nerovnice je mensia ako vyraz ko, + ky:
lan| + 0| £ ko + by £ ko + ks, Cize an| 4+ |by| £ ko + k.

A je to. Na lavej strane je sicet ¢lenov a na pravej strane je nové ohranicenie.

U: Na pravej strane sice uz mas nové ohranicenie, ale Tava strana este hotova nie je. Ako je
definovand ohranic¢enost postupnosti {a, + b, },- 7

N«

: Postupnost {a, + by}, je ohranicend < 3IK € R, Ze Vn € N: |a, +b,| < K.
Aha, uz to vidim. Potrebujem mat absolitnu hodnotu suctu, nie sucet absolitnych hodnot.

U: Vyuzi vlastnost : la+b| = |a| + |b], pre lubovolné realne ¢isla a a b.

N«

: TakzZe dostanem:

‘an_'_bn’ g |an| + ’bn| g ka+kb7 cize |an+bn| é k(z+kb-
Za ohranicenie K moZem teda vziat sucet ohranicent k, a kp.

Postupnost {a, + b,} -, je ohranifena, lebo existuje éislo K = k, + k;, pomocou
ktorého viem ohraniéit vietky ¢leny tejto postupnosti takto: —K < a, +b, < K.
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c

: Spravne. A mdZzeme prejst na dokaz druhého tvrdenia.

: b) Mam dokdzat, Ze nasobok ohranicenej postupnosti je tieZ ohranicenou postupnostou.

C N

: Ano. Kedy st postupnosti {a,}>~, a {c- a,}°~, ohranicené?
: Podla definicie:
- Postupnost {a,}.., je ohranicend < 3k € R, Ze ¥Yn € N: |a,| = k.
- Postupnost {c- a,} -, je ohranicend < 3K € R, Ze Yn € N:|c-a,| = K.

N«

VyuZijem platnost predpokladu, Ze postupnost {a,} | je ohranicend, teda:

la,| < k.
U: Aké ekvivalentné upravy pouzijes, aby si z predpokladu dokazal tvrdenie?

Z: Najprv by som vyndsobil tito nerovnost ¢islom c, ale neviem aké md znamienko. Ak by
bolo zdporné tak sa merovnost obrdti na opacnii.

U: Vynésob nerovnost nie ¢islom ¢, ale jeho absolitnou hodnotou. A vyuZi dal$iu vlastnost
absoltutnej hodnoty: |a - b| = |a| - |b], pre lubovolné realne ¢isla a a b.

Z: Vykondm:
anl Sk /-1
] - fan| < ] - &
e an| < ] - K
Hotovo. Cislo K sa méZe rovnat sicinu |c| - k.

U: Ano. Pri nasobeni nerovnice &slom |c| si ale musel predpokladat, ze ¢ # 0. Nésobenie
nerovnice nulou totiz nie je ekvivalentna tiprava. Meni sa mnozina korenov nerovnice. Pre
¢ # 0 vie§ ohrani¢it postupnost {c- a,} . Ale ¢o ak ¢ = 07

: Z postupnosti {c - a,},- | dostanem postupnost {0} 7 .

: Je takato postupnost ohranicena?

N« C N«

. Je konstantnd, lebo kaZdy jej clen je nula. TakZe je ohranicend. Dokdzal som, Ze lubovolny
ndsobok ohranicenej postupnosti viem vZdy ohranicit.

Postupnost {c-a,} -, je ohraniend, lebo existuje €islo K = |c| - k, pomocou
ktorého viem ohranidit vietky ¢leny tejto postupnosti takto: —K < c¢-a, < K.
U: Spravne. Tieto dokézané tvrdenia by ti mohli pomoct pri nasledujticej samostatnej préci.

Uloha :
Dokazte, Ze ak su postupnosti {a,} —, a {b,},_, ohranicené, tak je ohranicend aj postup-
nost:

a) {—an}if;p

b) {an —ba},y,
c) {c-an,+d-b,} |, pricomc,d € R.
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Priklad : Dokdzte, Ze ak su postupnosti {a,},., a {b,} -, ohranicené, tak je ohranicend aj
postupnost:
{an - btoly
Presvedcte sa, Ze podiel dvoch ohranicenych postupnosti nemusi byt ohranicens).

o0 /.

U: Co to znamend, Ze postupnosti {a,} >~ a {b,} -, s ohrani¢ené?
Z: Podla definicie:
- Postupnost {a, },, je ohranicend < Ik, € R, Ze Vn € N: |a,| = k,.
- Postupnost {b,},., je ohranicend < Ik, € R, Ze Vn € N: |b,| < k.
Zaviedol som oznacenie k, a ky, aby som vedel, ku ktorym postupnostiam patria.

U: V poriadku. Vezmi si jednu z tych dvoch nerovnic a vynésob ju tak, aby si na jej lavej
strane dostal potrebny stcin.

Z: Zacnem tou prvou nerovnicou:
|an| é ka / ‘bn‘
|an| : |bn| g ka : |bn‘
U: Na lavej strane nerovnice teraz vyuzijeme vlastnost :|a- b = lal-]b|.

Z: Vznikne nerovnica:
|an : bn| é ka, : |bn| .
U: Ano. Davii stranu uZ méas v potrebnom tvare. Ako si upravis pravi stranu?

Z: Vyuzijem ohranicenost postupnosti {b,} -, teda Ze: |b,| < ky. Dostanem:

|an : bn| é ka : |bn| é ka . k’b,

cize:
|y - bn| = ko - k.

U: Spravne, dokon¢ to.

Z: Postupnost {a, - b,} -~ viem ohranicit pomocou cisel k, a ky, tak, Ze vytvorim ich sicin.
Nech k, - ky = K. Potom moZem zapisat, e postupnost {a, -b,} ~, je ohranifena,
pretoze dK =k, - ky, Zze pre Vn € N plati: |a, - b,| = K.

U: Dobre. Mézeme tuto tlohu povazovat za dokonéent. Podobne by si dokdzal, Ze ak mas dve
ohranicené postupnosti, tak aj ich sucet, rozdiel, nasobok a mocnina jednej z nich je tiez
ohranic¢enou postupnostou.

: A o podiel? Je aj podiel ohranicenych postupnosti ohranicenou postupnostou?

c N

: Nie vzdy.

N«

: Tomu celkom nerozumiem. Vedel by som to dokdzat rovnako ako siucin v predchddzajicom
priklade. Vezmem si jednu z nerovnic a upravim ju tak, aby na lavej strane vznikol podiel:

|an| Sk, /  |bnl
ko
0]

ool

[bn
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[e.9] 7

U: Za predpokladu, Ze postupnost {b,} _, ma nenulové ¢leny.

N«

: Ano. Na lavej strane vyuZijem vlastnost absolitnej hodnoty:

ka
6]

Qn

bn

S

U: Zatial to mas spravne.

Z: Teraz vyuzijem, Ze aj postupnost {b,} | je ohranicend a plati |b,| < ky:

ko _ ka
A

an

by

=

TakZe som postupnost ohranicil pomocou podielu ¢isel k, a ky.

U: A teraz uz to spravne nie je. Ma$ tam velkt chybu v tsudku.
Z: Kde? Ved vsetko som robil tak, ako v predchddzajicom priklade.
U: Tak si to ukdzeme. Sleduj nasledujice ekvivalentné tipravy nerovnice |b,| < ky:
O] < Ky /2 [bn)
[6n] < kv
[bnl | ]?nl
b
1= —/:k
M
o<
kb ‘ n’
C g VN 1
Pozri sa, ¢o nam vyslo. Je tam snad napisané, ze m < k‘_?
n b

Z: To nie. Ekvivalentnymi upravami vysla presne opacnd nerovnost, nez som pouZil ja.
1 o0

U: Tak vidis. Postupnost {—} je ohranic¢ené napriklad ¢islami +5 a —5. Ale k nej vytvo-
n n=1

o0 v

1
rend prevratena postupnost {n} ~, uz ohranicend nie je. Nemozes uvazovat o ¢islach —{—5

1
a — ako o jej ohraniceniach.

N«

: Tak teda dobre. Undhlil som sa. Ak mdm dve ohranicené postupnosti, tak viem ohranicit
ich sucet, rozdiel, sucin, ndsobok, mocninu, len nie podiel.

Uloha :
Dokdazte, Ze ak si postupnosti {a,} -, a {b,}.., ohranicené, tak je ohranicend aj postup-
nost:

a) {(a,)"} ", kde m je lubovolné prirodzené cislo,

b) {(an)" - (b))}, kde 1, s su lubovolné prirodzené cisla.
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Priklad 1: Zistite, ¢i je ohranicend postupnost {a,} -, dand vzorcom pre n-ty clen:

N«

1
CL) an_ﬁf

b) a, =2"

: V definicii sa hovori, Ze postupnost je ohranidena, ak existuji také realne &isla -

dolné ohranicenie d a horné ohranicenie h, Ze pre kazdy clen postupnosti plati: d < a, < h.
Mdm zistit, ¢i také ¢isla d a h existuji. Teoreticky mi je to jasné, ale prakticky — neviem,
ako na to.

: Takze pomocka. Vedel by si povedat, aké st vSetky prirodzené ¢isla a teda aj ich prevratené

hodnoty?

: a) Vietky prirodzené éisla su kladné. Aj ich prevratené hodnoty si kladné. Aha, takZe

. . .
postupnost ., = — viem zdola ohranicit nulou, lebo pre kaZdé prirodzené
n

1 .
¢islo n je — > 0. Sldva, mdm dolné ohranicenie.
n

: A ked uz sme pri tych prevratenych hodnotéch, vies, ktora bude najviicsia zo vSetkych

prevratenych hodnot prislichajtcich prirodzenym ¢islam?

: Ktord bude najvicsia prevrdatend hodnota? Prevrdtené hodnoty prirodzenych cisel si:

111

T3 Hodnoty st stdle mensie, takZe najvicsia z nich je hned td prvd. Tym mdm
ndjdené aj horné ohranicenie. Pre kazdy clen a,, plati:

17 N
0 <a, £1 ateda postupnost {} je ohranicena.
n

n=1

: Ano, dolnym ohrani¢enim je d = 0 a hornym ohrani¢enim je 4 = 1. Postupnost je ohra-

nicend aj vtedy, ak existuje také readlne cislo k, Ze pre vSetky c¢leny postupnosti plati:
la,| = k. Vedel by si tato postupnost ohranicit aj pomocou ¢isla k7

: Skusim. Z ohraniceni d = 0 a h = 1 si vezmem to s vicsou absolutnou hodnotou, teda

k = 1. Pre kaZdy clen a,, danej postupnosti potom plati: |a,| < 1.

: Suhlasim, prejdi na priklad b).

: b) Postupnost je dand vzorcom a, = 2". Ako zistim, ¢i je ohranicend?

: Spomeri si, ako vyzeraju grafy zékladnych funkcii. Ved postupnost je vlastne Specidlny typ

funkcie.

: TakzZe by som si mal spomenit na cflx) = 2%, pre z € R,

Vypocitam si zopdr funkénych hodnot.

: To je dobry napad. Urob to.
: Funkéné hodnoty st vlastne mocniny dvojky. Zapisem si ich do tabulky:
x| -1]o|1[2]3]4]...
flz)y=2"105|1]2[4]8]16]...

: Dobre. Nacrtni graf exponencialnej funkcie. Grafom nasej postupnosti je mnozina izolova-

nych bodov, ktoré lezia na tejto exponencialnej krivke. Vyznac¢ niekolko z nich.
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Y, Qn ly=2"

0 i é é 21 T,n

Z: Viac bodov postupnosti sa mi tam uZ nevojde.

U: To nevadi. Postac¢i ak si uvedomis, Ze lezia na tejto rastiicej krivke. Co z toho vyplyva
pre ohrani¢enost postupnosti?

Z: Najmensiu hodnotu bude mat postupnost pre x = 1, vtedy bude f(1) = a; = 2! = 2,
takZe za dolné ohranicenie postupnosti, si mozem zvolit ¢islo d = 2. Zhora ale funkcia nie
je ohranicend, pretoZe pre rastuce x budi funkcéné hodnoty stdle vicsie a vicsie a horné
ohranicenie exponencidlnej funkcie a ani nasej postupnosti nebude existovat.

Postupnost {2"}° | je ohranicend len zdola a pre kazdy jej €len a, plati: a, = 2..

Uloha 1: .
1
Zistite, ¢i je postupnost {2—} ohranicend.
n n=1
Vysledok:

1
Postupnost je ohranicend, h = o d=0.

Uloha 2:
Zistite, ¢i je postupnost {3+ logn} ~ | ohranicend.

Vysledok:

Postupnost je ohranicend len zdola, d = 3.
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Priklad 2: Zistite, ¢i je ohranicend postupnost {a,} -, dand vzorcom pre n-ty clen:

C N C

: a) Postupnost je dand vzorcom a, =

3n—1
a) a,=——7—,

n+2

2n — 10
b n=—".
) a n+1

: V definicii sa hovori, Ze postupnost je ohranidena, ak existuji také realne &isla -

dolné ohranicenie d a horné ohranicenie h, Ze pre kazdy clen postupnosti plati: d = a, < h.
Mam zistit, ¢ také ¢isla d a h existuji. Teoreticky mi je to jasné, ale prakticky — neviem,
ako na to.

: TakZze pomocka. Vedel by si zistif, ¢i st ¢leny postupnosti len kladné éisla?

3n—1
n+2°
Menovatel zlomku je kladny vzdy, takzZe preverim len citatela:

3n—1 1
>0 < n—-1>0<n>-.
n -+ 2 3

1
A to plati stdle, lebo kazdé prirodzené ¢islo je vicsie ako —. Citatel aj menovatel zlomku

st stdle kladnée, takzZe cely zlomok, teda kazZdy clen postupnosti je kladné c¢islo. Zdola mam
teda nasu postupnost ohranicent cislom d = 0.

: Vyborne. Teraz porozmyslaj nad hornym ohrani¢enim.

. Ako by som to len ohranicil zhora? PomoZete mi aj teraz?
: Rad. Skus si zlomok z predpisu nasej postupnosti upravit tak, aby si tam vyuzil postupnost

nejakych prevratenych hodnot.

Z: Neviem si ani predstavit, ako to urobim.

: Zlomok

: Mal by. Od ¢isla 3 odpocitavas hodnotu zlomku 7
n

3n—1

si upravime tak, aby sme v Citateli dostali nejaky nésobok menovatela

a este Cosi a potom rozdelime tento zlomok na dva zlomceky. Takto:

3n=1 3n+6-7 3(n+2)-7 3(”n+2) 7 7

n+2  n+2 n+ 2 n+ 2 n—1—2: n+2

: A tento novy predpis nam pomoze?

5 Ten je vzdy kladny, takze po jeho
odpoditani od trojky dostanes vzdy vysledok mensi ako 3. Mozeme napisat, ze pre kazdé

irodzené ¢islon je 3 — —— < 3.
prirodzené cislo n je o

% . 7 . , /v .
. A kedZe predpis 3 — 2 je vlastne upraveny vzorec pre n-ty clen postupnosti, tak to
n

znamend, zZe sme nasli horné ohranicenie nasej postupnosti: h = 3. Pre kazZdy clen a,
nasej postupnosti plati:

, [3n—117 e s
0 <a, <3 ateda postupnost { n+ 5 } je ohranicena.
n

n=1
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U: Dobre. Vyuzil si to, Ze za dolné ohranicenie sa moze pouzit ¢islo 0, pretoze vSetky ¢leny
postupnosti su kladné. V nasledujicom priklade to uz tak nebude.

-~ 2n — 10
Z: b) Postupnost je dand vzorcom a, = ! g,
n

Ako ndjdem cisla d a h?

. Naozaj, jej prvé cleny si zdporné. Co teraz?

U: Postupuj tak, ako v predchadzajicom priklade. Najprv si rozdel zlomok na dva zlomky.

Z: Dobre. Upravim citatela a rozdelim zlomok:

2010 _ 24212 _2(n+1)-12_ 2(m+1) 12 _, 12
an: —_= —_= =

n+1  n+1 n+1 n+1 _n+1: n+1

Mam.
U: A teraz, podobne ako v predchédzajiucom priklade, vyuzi ohrani¢enost postupnosti pre-
vratenych hodnot.

Z: Postupnost {?} je klesajuca. Zhora je ohranicend hodnotou svojho prvého clena,
n n=1

teda cislom 6 a zdola cislom 0, lebo md len kladné cleny.
12
n—+

U: Ano. V naSej postupnosti, danej upravenym vzfahom a, = 2 — T mas od cisla 2

. Najprv odpocitas 6, potom 4,
n+1}, _,

potom 3 ... Takto to bude pokracovat, az pre nejaké velmi velké n budes odpocitavat
hodnoty velmi blizke nule.

odpocitavat hodnoty ohranicenej postupnosti {

Z: Aha, kedZe od c¢isla 2 odpocitavam ohraniceni klesajicu postupnost, tak dostanem znova
ohraniceni, ale uz rasticu postupnost.

U: Presne tak. Uz ju vie§ ohraniéit?

Z: Najmensiu hodnotu, ktori tdto postupnost bude mat, je hodnota hned prvého clena
a; = 2 — 6 = —4. Dalsie ¢leny uZ budi vietky vicsie, takZe dolné ohranicenie moéze byt
d = —4. Zhora ju viem ohranicit ¢islom 2, pretoZe Ziaden clen nebude vicsi. TakZe h = 2.
Pre kazdy clen a,, plati:

je ohranicena.

, [(2n—10)7°
—4 < a, < 2 a teda postupnost { " }

n+1

n=1
U: Vyborne.
Uloha :
o cf2n =117 L
Zistite, ¢i je postupnost ohranicend.
2n+1/J,
Vysledok:

1
Postupnost je ohranicend, d = 3’ h=1.
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Priklad 3: Dokdzte, Ze postupnost {a,},_ | je ohranicend, ak:

1
a) a, =3+ —,

2n
2n n+1
b) a, = + .
) an n+1 3n
: Povedz mi najprv definiciu ohranicenosti postupnosti.

: Postupnost {a,,},__, je ohranicend vtedy, ak existuji také redlne ¢isla d a h alebo k, Ze pre

kazdy clen postupnosti plati d = a,, = h alebo |a,| < k.

: Okrem tychto definicii by si mal poznat aj nejaké vety o ohrani¢enosti. Spomenies si?

: Ak mdme dve ohranicené postupnosti, tak je ohranicend aj postupnost, ktord vznikne ako

ich sucet, rozdiel alebo siucin. A ohranicend je aj postupnost, ktori dostaneme ako ndsobok
alebo mocninu clenov jednej z nich.

: Vyborne. Tedriu ovlddas. Prejdime na priklady.

N«

N«

U:
Z:

1
: a) Postupnost je dand vzorcom a, = 3 + o Vypocitam si niekolko jej prugch clenov a
n

zapisem si ich do tabulky:

n 1] 2|3 [4] 5 |6 ..
1 1 1 1 1 1 1
=S 13 1P %6 1P 1810 [ P |

Myslim, Ze by som vedel nasu postupnost ohranicit takto:

A
o
ot

3+ !
2n

3

A

: To je tvoj odhad. Musi$ ho aj dokézat.

1
. VyrieSenim nerovnice 3 < 3 + 7 dokdzZem, Ze c¢islo 3 ohranicuje postupnost zdola:

n

1
3+ -3
2n

/- 2n

174N

3
1
0< —
2n
0=1

A IA

Dostali sme pravdivi nerovnost, takZe ¢islo 3 je dolnym ohranicéenim.

Ano. Ako to bude vyzerat pre odhad horného ohranicenia?

‘ ‘ 1 o
Vyriesenim nerovnice 3 + o < 3.5 dokdZem, Ze ¢islo 3,5 ohranicuje postupnost zhora:
n
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1 1
34— <3 /-3
+2?_ 12/
=~ <2 /.o

2n 2
1<n

Aj to je pravdivd nerovnost. Cislo 3,5 je hornym ohrani¢enim nasej postupnosti.
o0

Postupnost {3 + 2} je ohranicena zdola aj zhora zaroven, takze je ohrani-
n

L n=1
cena.
U: Dobre. Nie vzdy je odhad ohranicenosti, teda najdenie ¢isel d a h také jednoduché. Na
tom istom priklade si ukdZeme aj iny postup. Vyuzijes pri iom vety o ohranicenosti.
Z: Tie vety ale predpokladaji, e na zaciatku mdm nejaké ohranicené postupnosti. Teraz ne-
mam Ziadne také postupnosti.
U: Ale mas. Pozri sa pozorne na predpis postupnosti {3 + 2—} . Vidi§ v tomto vzorci
n n=1
nejakt jednoducht postupnost, o ktorej vies, Ze je ohrani¢ena?
Z: Myslim, e tam mdm postupnost { — . O nej viem, Ze je ohranicend zdola ¢islom 0, lebo
n=1
vietky cleny tejto postupnosti su kladné ¢isla. Zhora ju ohranicuje ¢islo 1, lebo postupnost je
pre rastice n klesajuca a jej prvy clen je jej najvicsim clenom. Mam teda jednu ohranicent
(e}
postupnost. Ako pomocou nej dostanem postupnost {3 + 2—} ¢
n n=1
U: Sleduj pozorne:
, < o . . L . 1 . ,
Postupnost < — je ohranicena, takze ak ju vynasobim konstantou 27 vzniknuta
n=1
postupnost {—} bude tiez ohrani¢ena. Ak k nej pripoc¢itam dalSiu ohrani¢enii po-
n=1
stupnost, konkrétne — konstantni postupnost {3}, tak vzniknuty sacet bude tiez
ohranic¢enou postupnostou.
Vzniknutd postupnost {3 + 2} je teda ohranicenou postupnostou.
n n=1
Z: To bolo perfektné. Pdr elegantnych riadkov a u? je koniec prikladu. Pdcilo sa mi to.
U: To som rad. Mozes si takéto rieSenie vyskusat na priklade b).

: b) Postupnost je dand vzorcom pre n-ty ¢len takto: a, =

2n n+1

_|_
n+1 3n
problém bude na zaciatku ndjst nejaki ohranicent postupnost. Aby som mal na ¢om stavat.

. Myslim, Ze najvdcsi
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U: Kazdy z tych dvoch zlomkov zo zadania postupnosti si upravime zvlast. Najprv prvy:

20 _ 2040 _2042-2 2 (n41)-2 _2(+1) 2 _, 2
n+1 n+1  n+1 n+1  on+1 n+1 n+1

2n
sme si upravili na vyraz 2 —

. Teraz uz vidi$ tu zdkladnt postupnost?
n+1 n+1

Zlomok

Z: Ano, pouZijem ohranicent postupnost {?} . Vyndsobim ju cislom —2. Novd po-
n

n=1

e}
stupnost {?} je tieZ ohranicend. A este k nej pripocitam ohranicent konstantni
n

n=1

[e) p —2 > .y .
postupnost {2}, . Postupnost {2 + n 1} bude teda ohranicend. Super.
n

n=1
2n n—+1
U: A to isté mas urobif s druhym zlomkom vo vzorci a,, = — i :
n+1 3n
< n+1
Z: Dobre. Pohram sa so zlomkom :
n
n+l n n 1 _1+1 1
3»,  3n 3 3 3 n
/ / c v / % Ve Voo . % 1 > /
Hotovo. Zakladna ohranicend postupnost, ktori pouzijem je postupmost < — . Vyna-
n n=1
1 [o.¢]
sobim ju cislom 3 a dostanem ohranicent postupnost {3—} . K nej pripocitam kon-
n n=1

o0

1 1 11°
Stantni postupnost {g} , ktord je tieZ ohranicend. Vzniknutd postupnost { 3 + 3—}
n

n=1 n=1

bude teda ohranicend.

2 1 1
U: Dobre. Ukazali sme, ze vyrazy (2 i a 3 + 3—) predstavuju predpisy pre ohra-
n n
ni¢ené postupnosti, takze aj ich sicet bude predstavovat ohranic¢eni postupnost.
, i 2n n+1 ., L
Postupnost dana vzorcom a, = + je ohranicena.
n+1 3n
Uloha 1: -
, on . N
Dokdazte, Ze postupnost ¢ 3 + —— je ohranicend.
n+1), _,
Uloha 2:

Dokazte, Ze postupnost {x"} >~ je ohrani¢end pre kaZdé cislo x, pre ktoré plati vztah:
lz| = 1.
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Priklad 4: Pocnic ktorym clenom si vietky éleny postupnosti {a,}, ., mensie ako 1000 ?
1
a) ap=s—5—,
2+3-n
1
b) a,=|—].
) a ‘1 —2-n

.....

1000 Ako budes postupovat?

: Budem riesit nerovnicu pre premenni n.

: Dobre, predved mi to.

c N c

N(

: a) Postupnost je dand vzorcom pre n-ty clen: a,, = T3 Ma platit:
n
1 11
Ay < ——— éize .
1000 2+3-n 1000

: Ako budes riesit takito nerovnicu?

: Nagprv odstrdnim zlomky ndsobenim oboch stran nerovnice kladnym c¢islom 1000 a kladnym

vyrazom 2 + 3-n, takZe mi to nezmeni nerovnost. Ked odstranim zlomky, uvidim, ¢o sa
bude dat zjednodusit dalej:

Ll 1000 2+ 34n)
— R . . -n
24+3n 1000

1000 < 243-n / —2
998 < 3. /:3

998

: Dobre. Ak1 hodnotu mé zlomok ??

. Zlomok % — 332, 66666 - - - = 332, 6.

: Ktoré prvé prirodzené ¢islo bude spliiat nerovnost n > 332,67

Prvé bude cislo ng = 333.

Od ¢lena as33 plati, Ze jeho hodnota aj hodnota vSetkych dalSich ¢lenov je
mensia ako 0,001.

: Dobre. Prejdi na priklad b).
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- 1
Z: b) Postupnost je dand vzorcom a, = ’12 . Urobim to tak ako v priklade a). Budem
J— -n
proste riesit nerovnicu:
1 1
1—2n 1000°
U: Ano, ale v tejto nerovnici mas aj . Som zvedavy, ako si s riou poradis.

Z: Pousilujem sa. Na lavej strane nerovnice vyuzijem vlastnost absoliutnej hodnoty podielu
a este odstranim zlomky:

1 1

— < -1000 - [1 — 2-
T—2a = 7000/ [1=2n]

1000 < |1 —2:n|
A teraz by som mal odstranit absolitnu hodnotu, lebo inak sa nepohnem dalej.

U: Zisti, aké znamienko nadobtida vyraz v absolitnej hodnote. Mas tam 1 — 2-n, je to kladny
alebo zaporny vyraz?

Z: Vijraz 1—2n bude mat stale zaporni hodnotu, takze |1 — 2-n| = —(1—2n). A ak odstrdnim
zatvorku, tak dostanem opacny vyraz k1 — 2-n, teda 2-n — 1. UZ to skoro madam.
1000 < 2n—1/+1
1001 < 2:n /:2
1001

2
n > 500,5

n

U: Dobre. UZ més len urcit, ktoré ¢leny st teda mensie ako 0,001.
Z: Mad to platit pre n > 500,5, ¢ize ng = 501.
Od ¢lena asg; plati, Ze vSetky dalSie ¢éleny postupnosti st mensie ako 0,001.

U: Vyborne.

Uloha :
Od ktorého élena postupnosti {(n — 3)? 4+ 4}~ | plati, Ze hodnota ¢lenov je vicsia nez 2007

Vysledok:
Od 18. élena.
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Priklad 5: Urcte najuicsi a najmensi élen postupnosti {a,} -, danej vzorcom pre n-ty clen:

a) a,=-n?+6n-25,

b) a,=-n*+5n—6.

: Povedz mi najprv, ¢o rozumieme pod pojmom a

: Najvicsi clen postupnosti je taky clen, Ze vsetky ostatné cleny tejto postupnosti su mensie,

nanajvys rovné tomu najvicsiemu. Podobne, najmensi clen postupnosti je taky, Ze vsetky
ostatné cleny su vdicsie, nanajvys rovné tomu najmensiemu clenu.

o v

: Spravne. Najvicsi — maximalny ¢len postupnosti {a,}, ., oznac¢ujeme a,,, a najmensi —

minimalny ¢len oznacujeme a,,;,. A teraz uz mozeme prejst na priklady.

N«

: Opit si pomozem grafom. Od tretieho clena je postupnost

: a) Postupnost je dand vzorcom pre n-ty élen a ten md tvar kvadratického virazu:

a, = —n? +6n — 5. Upravim ho na sucin

ap=-n>+6n—5=—(n>—6n+5)=—(n—1)(n->5).

: Dobre, ako bude$ postupovat dalej?

: Z tohto vijrazu viem, Ze keby som nemal postupnost, ale kvadraticki funkciu, tak jej graf

by bola parabola, ktord pretina os x v bodoch 1 a 5. V strede medzi bodmi 1 a 5 na 0si x
je bod 3. KedZe parabola je sumernd, tak jej vrchol bude mat suradnice [3, as]:
az = —3*+6-3—5=4. Suradnice vrchola paraboly si teda [3,4].

: Mas pravdu. Graf tejto kvadratickej funkcie by vyzeral takto:

Y, an

y=—-22+6z—-5

4" ——

: Virchol paraboly v takejto polohe predstavuje jej mazimum. Teda postupnost md mazximdiny

clen. Je nim treti clen. Zapisem to takto: an., = az = 4.

: Ostéva ti eSte preverif, ¢i existuje najmensi ¢len.

. Parabola v takejto
polohe nie je zdola ohranicend a nemd teda ani minimdlnu hodnotu. TakZe ani postup-
nost {—n?+6-n — 5}~ nema minimalny ¢len.
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: Vyriesil si to dobre. Prejdime na druhy priklad.

C N C

uU:

: b) Postupnost je dand skoro rovnako ako v predchddzajicom priklade. Kvadraticky vjraz

St upravim na sucin :
an=-n>+5n—6=—(n>—5n+6)=—(n—2)(n—3).

Keby som nemal postupnost, ale kvadraticki funkciu y = —x® + 5x — 6, tak jej graf by
pretinal os x v bodoch 2 a 3. V prostriedku medzi tymito c¢islami je cislo 2,5. Parabola md
vrchol v bode (2,5, f(2,5)] a je to jej maximum.

: V defini¢nom obore postupnosti sa ale ¢islo 2,5 nenachadza.

. TakZe postupnost nemd mazximdlny prvok.

: Nepondhlaj sa. Parabola, ktora je grafom kvadratickej funkcie f : y = —2% + 5z — 6 m4

naozaj v bode (2,5, f(2,5)] svoj vrchol - maximalnu hodnotu. A je pravda, Ze postupnost
tam nie je definovana. Pozri sa na graf:

Y, an
_ .2
y=—2"+5x—6
0 1 /2 kN 4 5 r,n
/ \
/ \
-1 / \
/ \
/ \
20 \
/ \
/ \
=37 \
/ \
L/ \
41 \
/ \
I \
—57, \
/ \
b

Cleny ay a as maji hodnotu 0, lebo tam parabola pretina os z, ako si povedal. Vsetky
ostatné c¢leny postupnosti budi mensSie nez a, a as. Teda postupnost ma maximum. Je
nim hodnota druhého a tretieho ¢lena. Zapisal by som to takto: @, = as = az = 0.

Tak dobre. Ostdva mi este preverit, ¢i existuje najmensi clen. Opit si pomozZem grafom
kvadratickej funkcie. Clen a1 = ay = —2, ale ¢leny as, ag, a7 ... maji stile mensiu
a mensiu hodnotu. Parabola v takejto polohe nie je zdola ohranicend a nemd ant minimdlnu
hodnotu.

Uloha :

v c sevv/ 3 v/ v - oo
Urcte najvicsi a nagmensi clen postupnosti {n2 — 9}n:1.

Vysledok:

Najmensim clenom je prvy clen s hodnotou —8, najvicsi élen postupnost nemd.
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Priklad 6: Urcte najuicsi a najmensi élen postupnosti {a,} -, danej vzorcom pre n-ty clen:

a) a,=3n?—1dn — 17,

21
b) a, = ... ndarocnejst priklad.
/ 3n? — 1dn — 17 b
U: Povedz mi najprv, ¢o rozumieme pod pojmom a

Z: Najvicsi prvok postupnosti je taky clen postupnosti, Ze vsetky jej ostatné cleny su mensie,
nanajvys rovné tomu najvicsiemu. Podobne, najmensi prvok postupnosti je taky clen, Ze
vsetky ostatné cleny su vdcsie, nanajvys rovné tomu najmensiemu clenu.

U: Spravne. Najviacsi — maximéalny ¢len postupnosti {an}zoz1 oznacujeme (., a najmensi —
minimalny ¢len oznacujeme a,,;,. A teraz uz mozeme prejst na priklad.

Z: a) Postupnost je dand vzorcom a, = 3n’—14n—17. Tento kvadraticky vijraz si upravim na

3n?—14n—17=13. (n2—%-n—g) =3- (n—g) (n+1) =3 (n—l?j) n—(-1)].

U: Dobre. Ako to vyuzijes?
Z: Keby som nemal postupnost, ale , tak jej graf by bola parabola, ktora
pretina 0s x v bodoch — a —1. Virchol paraboly ma z-ovi suradnicu v strede medzi nimi,

teda v bode ;

U: Sahlasim. Grafické zndzornenie funkcie g : y = 32? — 142 — 17, D = R a aj prislusne;j
postupnosti je na obrazku:

\\ Y, an y =322 — 142 — 17//
\ /
\ 10‘ /
\\A 3 o = . /
zy=—1, 0 1 2 3 4 5 /6 an
\\10 } /
—10; /
\ | Vs
| /
EYIAN /
20 N | y
\ } o
—30 \.\\ ! //
_ 100 o et
3
. , 17 , _ , , 7 100 ,
Z: Na intervale | —1, 3 nadobida funkcia g zdporné hodnoty. Vo vrchole 373 md

minimum, ale postupnost tam nie je definovand. NajbliZsie prirodzené cisla k 3 su 2 a 3.

Zistim, ktory z clenov as a az ma mensiu hodnotu:
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ay=3-22-14.2 17 = —33,
a3 =3-32—14-3 — 17 = —32.

: Zistil si, Ze miniméalny ¢len postupnosti je druhy, jeho hodnota je —33. A ¢o maximalny

¢len?

: Parabola nie je zhora ohranicend, teda nemd maximdlny clen. Rovnako je to aj s postup-

nostou.
Postupnost {3n?—14n—17} "~ ma najmensi ¢len a,,;,, = as = —33, najvicsi ¢len
nenadobuda.

: Dobre. Tento priklad ndm poméze pri vyrieSeni prikladu b).

No N
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: b) Postupnost je dand vzorcom a, =

21
3n? — 14n — 17

. Vyzerd to na riadnu fusku.

: Neboj sa, zvladnes to.

: Vypoéitam hodnoty niekolkijch prvych clenov a pomocou mich nejak zistim najvicsiu a

najmensiu hodnotu.

: Ak nevies ako vyzerd graf tejto postupnosti, tak by ta zopéar konkrétnych hodnot mohlo

pomylit.

: Tak ako mdm postupovat?

: Opét prejdeme od postupnosti k funkcidm. Zavediem oznacdenie f a g pre funkcie dané
takymito predpismi:
21 17
tY = D=R-<-1,—
Fiy 322 — 14 — 17’ { "3 }’

g:y=232>—142 — 17, D = R.

: Vidim, Ze funkcia g je vlastne kvadratickd funkcia z menovatela toho zlomku.
: Ano. A je to funkcia, ktorou sme sa zaoberali v predchadzajiicom priklade.

: Takze mi staci, ak poznam maximalnu a minimdlnu hodnotu funkcie g a to mi pomoze k

urceniu maximdlnej a minimdalnej hodnoty funkcie ¢

: Ano, len nezabtdaj, ze predpis funkcie ¢ sa nachadza v menovateli zlomku.
: Rozumiem. To, co je najmensie pre funkciu g je najvicsie pre funkciu f a naopak.

: Nie celkom. Tam, kde ma funkcia ¢ kladné hodnoty, ma ich kladné aj funkcia f. Podobne

pre zaporné hodnoty. Ale tam, kde funkcia g nadobtida nulové hodnoty, tam funkcia f nie
je vobec definovana.

, 7
: Ano, lebo pre x1 = —1 a pre x9 = 3 by som mal v menovateli nulu.

17
: Spravne. Zameriame sa teraz len na okolie bodu 3 pretoze —1 nepatri do defini¢ného

oboru postupnosti.

: Ale ani c¢islo g
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17 . . . . . . .
U: Cislo 3 sice tiez nie je prirodzené, ale nachadza sa medzi dvoma prirodzenymi c¢islami

: . 1w
5 a 6. Funk¢éné hodnoty funkcie f sa na okoli bodu 3 spravaju takto:
. IV A OO Co L AT .y
- vlavo od — s zaporné a ¢im blizsie si zlava pri cisle 3 tym st funkéné hodnoty

mensie a mensie. Blizia sa k nekonecne malym hodnotam.

17 L e . N YA L
- vpravo od 3 st kladné a ¢im blizsie si zprava na osi x pri Cisle 3 tym su funkcéné

hodnoty viicsie a viicsie. Blizia sa k nekonecne velkym hodnotdm.

. . . 17
: Rozumiem. Musim teda rozlisSovat, ¢i som vlavo alebo vpravo od c¢isla 3

N«

U: Ano. Zavedieme si oznacenie {b,} >~ = {3n* — 14n — 17} . Plati:

21
n = 3=, pre kazdé n € N.

A teraz uz mozes uvazovat o najmensom a najvic¢som clene postupnosti {b,} -, a {a,}
nJn=1 nfn=1"
. oe ) . ’
(Pozri sa opéf na graf funkcie g z prikladu a).)

17
Z: - Ak som vlavo od 3 tak najvicsi zaporny clen postupnosti {b,} -, je bs. Plati, Ze:

21 21
bs = ¢(b) = —-12 = min = a5 = — = —— = —1.75.
5 g( ) a as bs 19

17
- Ak som vpravo od 3 tak najmensi kladny clen postupnosti {b,}. ., je bg. Plati, Ze:

21 21
be =9(6) =7 = Gpuww=0=—=— =23.
6 = 9(6) " g 7
. . 21 o . .
U: Spravne. V postupnosti je teda najmensim clenom as a
3n?—14-n—-17J _,
najvicésim célenom ag.
Uloha 1.
Uréte najvicsi a nagmensi clen postupnosti {3-(—1)" + 10} 7 .
Vysledok:

Najvicsi prvok e, = 13. Tuto hodnotu maji vsetky cleny s parnym indexom.
Najmensi prvok a,,;, = 7. Tuto hodnotu maju vsetky cleny s nepdrnym indexom.

Uloha 2:
91 >
Urcte najucsi a najmenst clen postupnosti {m }nl'
Vysledok:

Najvicst prvok e, = 13. Tuto hodnotu maji vsetky cleny s nepdrnym indexom.
Nagmensi prvok a,,;, = 7. Tito hodnotu maji vsetky cleny s pdrnym indexom.




