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Monoténnost postupnosti

Mgr. Jana Kralikova

: Vieme, ze postupnost je Specidlny pripad . Aké vlastnosti funkcii poznas?
: Je toho dost: , i je
, ¢t md
: Vyborne. Niektoré vlastnosti si ale pre postupnosti nezaujimavé, pretoze ich defini¢ny

obor st len prirodzené cisla.

: Tomu celkom aj rozumiem. Ziadna postupnost nie je pdrna ani nepdrna, pretoZe vlavo

od o0st y nie su na ost x Ziadne prirodzené cisla.

. Ano, takze nie je simerny podla osi y (teda postupnost nie je parna)

ani podla zac¢iatku siradnicovej ststavy O,, (takZe nie je ani neparna).

: Ktorymi vlastnostami sa teda budeme zaoberat pri postupnostiach?
: V tejto téme sa budeme zaoberat monotéonnostou. Spomenies si, ¢o to je?

: Pri funkcidach to znamenalo, ¢i graf stupa hore alebo naopak, ¢i klesa dole. Pri postupnos-

tiach to bude asi to isté.

: V podstate ano, ale je to nepresné vyjadrenie. Postupnost moze byt rastica, klesajica,

neklesajuca, nerastiuca alebo konstantna. Teraz si tieto pojmy zadefinujeme:

Postupnost je rastica prave vtedy, ak hodnota Iubovolného jej ¢lena je mensia ako
hodnota nasledujiceho ¢lena. Symbolicky zapis si pozri v ramdceku:

Postupnost {a,} -, je rastica < Vn € N:a, < a,:1.

Postupnost je klesajiica prave vtedy, ak hodnota Iubovolného jej ¢lena je viicsia ako
hodnota nasledujticeho ¢lena. Symbolicky zapis mas v ramceku:

Postupnost {a,} -, je klesajica < Vn € N: a, > a,;.

Postupnost je neklesajica prave vtedy, ak hodnota Iubovolného jej ¢lena je mensia
alebo rovna ako hodnota nasledujticeho clena.

Postupnost {a,} -, je neklesajica < Vn e N:a, < a,1.

Postupnost je nerastiica prave vtedy, ak hodnota Iubovolného jej ¢lena je vid&sia
alebo rovna ako hodnota nasledujticeho ¢lena.

xX0 .

Postupnost {a,}, _, je nerastica < VneN:a, = a,.1.

Postupnost je konstantnd prave vtedy, ak Iubovolné dva jej ¢leny maja rovnaku
hodnotu.

oo .

Postupnost {a,},_, je konstantnd < Vn e N:a, = aq,.1.
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Z: Ak sa dobre pamdtam, je to zadefinované skoro rovnako ako pri funkcidch, len je to inak
zapisane.

U: Ano a uZ len doplnim, Ze $pecidlne pre rasttice a klesajtice postupnosti sa pouziva po-
menovanie rydzo monotonne postupnosti. Teraz si preverime, ¢i si spravne pochopil
jednotlivé definicie.

Z nasledujicich grafov uré monoténnost postupnosti:

a Ay b Qnp
) 7+ o ) 7+t
6 ° 6 °
5 ° 5 °
4 ° 4 °
3 ° 3 °
2 (] 2 e o o o o
1 L4 1 .
0] 1 234 56728 910n 0] 1 23456728 910n
Z: Oba grafy sa mi zdaji rastice.
U: Graf a) naozaj predstavuje rastiicu postupnost. Pre kazdé dva za sebou idtice ¢leny a,,
a an11 plati, Ze a,+1 > a,. Ale plati to aj pre graf b)?
Z: Nie. V grafe b) md zopdr clenov rovnaki hodnotu. TakZe to nie je rastica postupnost.
U: Tak porozmyslaj, aka je.
Z: Pre niektoré cleny plati, Ze a1 = a,, pre in€ plati, Ze an1 > a,. Clen a,1 moze byt vicsi
alebo rovny ako élen a,. Takto je podla definicie zavedend neklesajiica postupnost.
U: Dobre a teraz sa este pozri na tieto dva grafy:

C An, d QAn
) 6".. ) 6"..
[ ]
5 o 51
4 ° 441 e o
3 ¢ 31
2 ° 2+ o o
1 . 14
N | - o -
101'234'5678810% 1012345678910”
—24 . —2+ o o

Z: Graf c) je jasnd klesajiica postupnost. A graf d) predstavuje postupnost, kde kazdy ¢len
moZe mat hodnotu rovnaki alebo mensiu neZ predchddzajuci célen, takZze v tomto pripade
pdjde o nerastiicu postupnost.

U: Vyborne.
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Z: A ako budeme zistovat monotonnost postupnosti, ak ju budeme mat dani vzorcom a nie
grafom?

U: Presne tak isto ako pri funkciach. V jednoduchsich pripadoch sa vychadza priamo z defi-

nicie. Napriklad: postupnost je rastica prave vtedy, ak pre Vn € N je

ap+1 > a, atoje prave vtedy, ak a,.1 —a, > 0.

Proste si vytvoris rozdiel a,.; — a, a ak je tento rozdiel kladny pre kazdé n € N, tak je
dana postupnost rastuca.

Z: Rozumiem. Ak je rozdiel a, 1 —a, pre kaZdé prirodzené€ ¢islo n zaporny, tak ide o klesajucu
postupnost. A ak je rozdiel kaZdiyjch dvoch susednijch clenov nulovy, tak ide o konstantni
postupnost.

U: Aj to moze nastat. Ale konStantni postupnost spoznas hned, nie je potrebné robit rozdiel
susednych clenov.

Z: To je pravda. Konstantnd postupnost md vo vzorci pre n-ty clen len nejaké konkrétne ¢islo
a nie premenni n.

U: Na to aby si zistil monoténnost postupnosti, nemusis vytvarat len rozdiel a, 1 — a,,. Moze$

a , .. . -
"1 UkaZeme si to opéat na rasticej postupnosti. Postupnost je

vytvorit aj podiel
a
rastica prave vtedy, ak gre kazdé Vn € N je a,11 > a,.

N«

: V merovnici a,,1 > a, teraz nebudem odcitavat élen a,, ale budem nim delit:

(p41 > Qp / D Qp

Lenze visledny tvar nerovnice bude zdvisiet od znamienka clena, ktorym delim.

U: Mas pravdu. Ak su vetky cleny postupnosti kladné, tak postupnost je rastiica prave vtedy,
Ap41

ak pre Vn € N je —— > 1.
an,
Z: A ak su vsetky cleny postupnosti zdporné, tak pri deleni sa zmeni symbol nerovnosti na
a
opacny. Postupnost je potom rastica prdave vtedy, ak pre Vn € N je o,
an

U: Uplne rovnako by si postupoval pri klesajticej postupnosti. Postupnost je klesajiica prave
vtedy, ak pre kazdé Vn € N je a,,11 < a,.

N«

: TakzZe by som st vytvoril podiel dvoch susednych clenov a porovnal by som ho s hodnotou 1.
(p+1
< 1.

Ak s vsetky cleny postupnosti kladné, tak postupnost je klesajica prave vtedy, ak
a’n,

Antl .

A ak siu vietky cleny zdporné, tak postupnost je klesajica prdve vtedy, ak
aTL

U: Nezabudni, Ze pri zistovani monoténnosti pomocou podielu musia mat vSetky ¢leny po-
stupnosti rovnaké znamienko!

Z: Difam, Ze to nepopletiem a Ze si vidy spomeniem, kedy ktory vztah plati.

U: V pripade potreby si vzdy mézes rychlo odvodit pre akt postupnost plati nerovnost, ktora
ti vysla.

N«

: Alebo moZem pouZit rozdiel. Tam nemdm co pokazit.
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sa ti pouzitim podielu ¢lenov nieco vykrati alebo nie. V riesenej casti tejto témy najdes
dostatok prikladov na zistovanie monoténnosti pomocou rozdielu aj podielu.

Z: Toto vsetko, ¢o sme si teraz povedali, plati len pre jednoduchsie pripady? Co budem potom
robit v zloZitejsom pripade?

U: Uvedomis si, ze postupnost je funkcia. Kazdy jej ¢len je vlastne funkéna hodnota niektorého

prirodzeného ¢isla, takze budes vySetrovat monoténnost funkcie [, ktora je dand rovnakym

predpisom ako postupnost, ale jej definiény obor st realne éisla.

f:y=f(z), D={(l,+00), pricom pre kazdé n € N: f(n) = a,.

Z: Pomozem si grafom funkcie?

U: Ano. Grafom postupnosti je mnozina izolovanjch bodov, ktoré lezia na grafe prislusne;j
funkcie. Postupnost bude mat rovnaka monoténnost ako tato funkcia.

U: Teraz si prezri nasledujice grafy nekonecénych postupnosti a povedz mi nieCo o ich

monotdénnosti.

Ay a 7% b (7% C
6+ ) 6 . ) 6+ )
5 ° 5 ° 5
4 ° 4 L4 4 °
3 ° . 3 ° . 3 °
2 . . 2 ° 2 . . ° .
1 ° ° 1 o 1
_1701‘2371‘5678971_101234567§?”_170‘1‘2345678971
—21 -2 — 21 . ° .

Z: Myslim, Ze o kaZdej postupnosti z tijchto obrdzkov by som mohol povedat, Ze nie je mono-
tonna.

U: Spravne. Ani jedna z postupnosti nie je monoténna v zmysle definicie, ktorti sme si uviedli.

Ale ak si na kazdom grafe zakryjes tsek, kde to nie je v silade s definiciou, uvidis, ze od

urcitého clena uz kazda z tychto postupnosti monoténna je. Skius si to.

Z: Dobre, takze:

- V prvom grafe mi prekazZaji prvé tri cleny tejto postupnosti, lebo ich hodnoty su klesa-
guce. Od sturtého clena je uZ postupnost rastica.

- Vtom druhom grafe mi prekdza vlastne len prvy célen, potom je uZ postupnost klesajica.

- A v tretom grafe by som potreboval zakryt az pruych Sest ¢lenov a od siedmeho célena uZ
bude postupnost rastica.

U: Postupnost je rastica uz od Siesteho Clena.
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Z: Aha, naozaj.

U: O kazdej z tychto postupnosti mézeme povedaf, Ze je monoténna, ale az od urcitého
¢lena. Tento ¢len budeme oznacovat a,,,. Pojem monoténnosti postupnosti mézeme potom
zovSeobecnit takto:

Postupnost {a,} ~, je monoténna od urcéitého indexu ng (ny € N) prave vtedy,
ak definicénd vlastnost monoténnosti postupnosti je splnend pre vietky n = ny.

Priklady na monoténnost od urcitého clena najdes opif v rieSenej Casti tejto témy.

Z: Trosku si to zhrniem, aby som v tom mal jasno. Zatial sme mali dve moZnosti.
Prva moznost: — postupnost nezmenila svoju monotdnnost od zaciatku aZ do konca. Teda
pri nekonecnyjch postupnostiach — aZ do nekonecna.
Druha moZnost: — postupnost mohla na svojom zaciatku trosku poskakovat hore-dole,
ale potom sa umidrila a od nejakého élena uz svoju monotdonnost viac nezmenila.

U: To si zhrnul pekne. Ale niektoré funkcie menia monoténnost na svojom definicnom obore
Castejsie. Vtedy hovorime o intervaloch monoténnosti. Podobne je to aj pri postupnostiach.

Z: Aha, ale namiesto intervalov mdame asi mnoziny.

U: Presne tak. Aj v predchadzajicom obrazku a) by si mohol povedat, ze pre n € {1, 2, 3, 4}
je postupnost klesajiica a pre n € {4, 5, 6, ...} je rasttca.

Z: TakzZe si pridam aj tito moZnost:
Tretia moZnost: — postupnost moze byt monotonna len na nejakej podmnoZine definic-
ného oboru.

U: Ano, ale t4 podmnozina nie je Tubovolnéa. Ak je kone¢na, musi byt typu:
{k, k+1, E+2, k+3, ..., k+m}
a ak je nekonecnd, musi byt typu:
{k, E+1, k+2, k+3, ...},

kde &k a m st Tubovolné prirodzené ¢isla.

Z: Rozumiem. Ak je to konecnd podmmnoZina, tak premennd k oznacuje zaciatok a premennd
k 4+ m jej koniec. Ak je td podmnozina nekonecnd, tak zacina v k a pokracuje aZ do
nekonecna.

U: Dobre. Vsetko, ¢o potrebujes k monoténnosti vediet, sme si vysvetlili.
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Priklad 1: Pouzitim rozdielu aj podielu susednijch clenov zistite, ¢i je postupnost

N«

{ 3n—1 }OO )
monotonna.
n+ 2

n=1

: K zisteniu monoténnosti budes§ potrebovat vyjadrenia pre ¢leny a,, a @, 1.

. Predpis pre ¢len a, mdm v zadani postupnosti a predpis pre a, .1 dostanem tak, Ze do

predpisu pre ¢len a, dosadim namiesto premennej n vyraz n+1. Ak to bude potrebné, tak
aj upravim c¢o mi vznikne:

3n—1

Ap = i

n+2
3-(n+1)—1 3n+2
Upy1 = = .
n+1+2 n+3

: Dobre, najprv si ukdzeme prvy spdsob zistovania monoténnosti:

Uréenie monotonnosti na zaklade rozdielu élenov a,.1 a a,.

Vytvorim teda rozdiel a1 — a, a upravim ho:

n+2 3n—-1 @Bn+2)-n+2)-Bn—-1)-(n+3)

Ap+1 — Ap =

n+3 n+2 (n+3)-(n+2)
_ BnP4+6n+2n+4)—(3n*+9n—n—3) 7
(n+3)-(n+2) S n+3)-(n+2)

Hotovo. Co mdm urobit teraz?

. Zisti, aké znamienko ma vyraz, ktory si dostal. Je tento zlomok kladny alebo zaporny?

. V Citateli mdm +7, to je kladné cislo. A v menovateli mdm sucin (n + 3)-(n + 2). Obe

zdtvorky maju pre lubovolné prirodzené cislo vidy kladni hodnotu, takZe aj ich sucin bude
stdle kladny. Citatel je kladny, menovatel je kladny, cely zlomok je teda stdle kladny.

: Dobre. KedZe tento zlomok je kladny, tak aj rozdiel a, 1 — a, je pre kazdé prirodzené ¢islo

kladny. Zapisem to takto:
ap41 — Qp > 0 = Ap41 > Q.

A to je charakteristickd vlastnost pre akti postupnost?

c(3n—117 . ,
. Pre rastucu. TakZe postupnost { } je rastuca.

n -+ 2

n=1

: Ano, a ukaZeme si aj druhy sposob zistovania monoténnosti:

Urcenie monotonnosti na zaklade podielu célenov a, 1 a a,.

: Predpisy pre ¢leny a,.1 a a, uZ vytvorené mdm, mozem rovno vyrobit ich podiel.
+ ]

: Nezabudni najprv zistit, ¢i vSetky c¢leny postupnosti maji rovnaké znamienko.
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3n—1

Z: Aha. V zlomku

prirodzené ¢islo n vidy kladny. Kazdy clen tejto postupnosti bude mat teda kladni hodnotu.

je citatel aj menovatel stale kladny, takzZe cely zlomok je pre kazdé

An+1

U: Spravne. Mozes vytvorit podiel a upravit ho.

n

Z: Idem na vec:

3n+ 2
i1 n+3  (Bn+2)-(n+2) 3n®+6n+2n+4  3n°+8n+4
a, 3m—=1"(+3)-Bn—-1) 3n2+9n—-n—-3  3n2+8n—3
n+ 2

Teraz by som asi mal vyslovit nejaki tvahu.

Z: Dobre.
3n? 4 8n + 4>3n* + 8n — 3,

pretoZe ak odcitam z oboch stran rovnaké cleny, dostanem, Ze:
4> -3,

¢o je pravda. Citatel zlomku je vicsi ako menovatel a teda zlomok md hodnotu vicsiu ako 1.

, [3n—117 . ,
Postupnost { " 5 } je teda rastica.

n+ n=1
Uloha : -
. . [2-(n—1) )
Zistite, ¢i je postupnost § ——————= monotonna.
n+1 ne=1l
Vysledok:

Postupnost je rastica.
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Priklad 2: Zistite, ¢i je postupnost {a,}.., monotonna, ak:

n+1
W) =",

2?’L
b) (ln:m.

U: MaS zistovat monoténost danych postupnosti. Vies, ako na to?

Z: Najprv musim vytvorit predpis pre élen a,,1. Potom vytvorim rozdiel a, 1 —a, alebo podiel
Ap+1

. Pomocou vysledného vyrazu urcéim monotdénnost.
al’l/

U: Dobre, ukazes mi to na konkrétnych postupnostiach.

5 .. , . n+1
Z: a) Postupnost je dand vzorcom pre n-ty clen a, =

. Pripravim si predpis pre clen

(p1, dosadenim vyrazu n + 1 za premennt n do vzorca pre clen a,:

n+1
ap = P

n

n+2
Aptl = .
+1 ]

Teraz vytvorim rozdiel tychto ¢lenov a upravim ho:

n+2 n+l_ (+2)n—(n+1)-(n+1)

Apt1 — Ap

T+l n (n+1)n
nP42n—(n*+2n+1) n*4+2n-n*-2n—-1_ -1
B (n+1)n B (n+1)n (n+1)n’

Hotovo. Viac sa to uZ zjednodusit nedd.

U: Dobre. Aké znamienko méa vysledny zlomok?

Z: Sucin (n+ 1) - n v menovateli je kladny, lebo n je prirodzené cislo. V Citateli je zdporné
¢islo —1. Podiel zaporného a kladného éisla je vidy zaporny. TakZe moZem napisat:

Qpi1 — an <0, teda a, 1 < a,.

Tento vztah plati pre kaZdé prirodzené ¢islo n, takZe dana postupnost je klesajiica.
Zvldstne, myslel som si, Ze ked mdm v zadani v Citateli vicSiu hodnotu ako v menovateli,
tak postupnost bude rdst.

n+l .. e ; .
U: V zlomku a, = je citatel naozaj vicsi ako menovatel. Hodnota zlomku je teda

n
vicsia ako 1. Plati to pre kazdy ¢len tejto postupnosti. Ale ked uvazujes o celej postupnosti
takychto ¢isel, tak vyslednd hodnota zlomkov sa pre rastiice n zmensuje. Skis si vycislit
niekolko prvych ¢lenov.

Z: Dobre. Niekolko prvijch hodnot si zapisem do tabulky:
n +112345...
n —
201513 ]125|12] ...

n

ap =
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, (n+1Y7 . ..
Uz to vidim. TakZe postupnost {+} je naozaj klesajuca.
n n=1

: Naozaj klesajica je preto, lebo si to predtym dokézal. Nie preto, Ze si to overil na niekolkych

konkrétnych ¢lenoch. Prejdime na priklad b).

C N C N

: b) Postupnost je dand vzorcom pre n-ty élen a,, =

: Rozdiel si predviedol v priklade a). Teraz zisti monoténnost pouzitim podielu

277,

n!

: Pamiitas sa este na to, ¢o znamena ten vykri¢nik v menovateli?

: Hm, Ze si mdm dat na nieco pozor?

: Dtfam, ze zartujes. Pozor mas déavat stale. Ten vykri¢nik znamend nieco iné. Spomenies

si na slovo ?

: UZ st spominam. To bol taky postupny sucin. Ndsobili sa medzi sebou cisla - pocnic tym,

za ktorym bol vykricnik, aZ po cislo 1.

: Presnejsie, pre kazdé prirodzené ¢islo n je:

nl=n-(n—1)-(n—2)-(n—3)- ... -3-2-1.
: Dobre, idem na vec. Nagprv si vytvorim predpis pre Gy,i1:
2n
ap = —7,
n!
2n+1

Teraz si vytvorim rozdiel ¢lenov a,11 a ay,.

Qp+1

n

: Vykondm:
2n+1
Ap+41 . (n + 1)' - 2n+1 -n! B 2.1l B
@ 20 2+ (n41)!
n!

A dulej ako? Neviem vykrdtit tie faktoridly.

: Tak si pripomenieme vlastnost faktoridlu. Pre kazdé prirodzené ¢islo n plati:

(n+1)!=(n+1)-nl

: Aha, teraz uZ budem vediet pokracovat v uprave podielu:

2-nl 2.-nl 2

 (n41)! - (n+1)-n! n+1

: Pri pouziti podielu ¢lenov potrebujes vediet, ¢i mas postupnost len s kladnymi ¢lenmi

alebo len so zapornymi ¢lenmi.

n

2
. KaZdy clen tejto postupnosti viem vypocitat podla vzorca a, = —. Citatel je stdle kladnyj,

menovatel tiez. Takie mdm postupnost, ktord md len kladné cleny.
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Ne € N C

c

: Zistim, ¢ je zlomok

. A ako teda zistis monoténnost?

vicst alebo mensi ako 1. Postupnost je rastica vtedy, ak

2
n+1

>1 & 2>n+4+1 < 1>n.

Co mi to vlastne vyslo?

: Vyslo ti, Ze postupnost je rasttica pre také prirodzené ¢isla, ktoré si mensie ako 1.

: Prirodzené ¢isla mensie ako 17 Také nie si. Aha, uZ rozumiem. Postupnost nie je rastica,

takzZe je klesajica.

: Neponéhlaj sa. Ak postupnost nie je rastiica, neznamené to, Ze musi byt nutne klesajuica.

Prever to.

: Tak dobre. Postupnost je klesajica vtedy, ak

2

<l & 2<n+1 & 1<n.
n+1

Postupnost je teda klesajica pre prirodzené c¢isla vicsie ako 1. To znamend od druhého
clena. Prvy clen zrejme nejakym sposobom ti monotonnost pokazil. Mohol by som si vy-
cislit niekolko prvych clenov, aby som videl, ako to vyzerd?

: Samozrejme.
: Tak teda:
n |1]2]3 |4 5 |
an—f’: 2213|0302 ...
: Uz vidis ako sa sprava prvy c¢len?

. Ano, je rovnaky ako druhy clen. AZ potom sa hodnoty clenov zmensuji.

: Ako sa nazyva takato postupnost?

n!

: Postupnost {} je nerastiuca. Od druhého ¢lena je klesajuca.

n=1

: Vyborne. Nasledujiica tloha je pre tvoju samostatna pracu.

Uloha :

Zistite, ¢i je postupnost {a,}, ., monotonna, ak:
1

n-(n+1)’

b) ay = 5-1,017.

a) a, =

Vysledok:

Postupnost je
a) klesagica,
b) rastica.
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Priklad 3: Zistite, ¢i je postupnost {a,}.., monotonna, ak:

1+ (=1)"
a) a, =n- —————,
) 2
1+ (—=1)"
b) a, =n+ #
2
: M4 zistovat monotdénost danych postupnosti. Vies, ako na to?

: Najprv musim vytvorit predpis pre ¢len a,,1. Potom vytvorim rozdiel a, ., —a, alebo podiel

An41

. Pomocou visledného vyjrazu urcéim monotdénnost.
a/n,

: Dobre, ukazes mi to na konkrétnych postupnostiach.

N«

: a) Prud postupnost je dand vzorcom a, = n

I+ (=1)" ., ‘s .
. # Asi vam nebude stacit, ked si

vypisem niekolko prvych clenov a tak zistim monotonnost, vsak?

: To mi naozaj nebude stacif. A tebe by to tiez nemalo stacit. Potrebujes dokézaft, Ze nieco

plati alebo neplati pre vSetky ¢leny postupnosti, nielen pre niekolko prvych clenov.

: Tak dobre. Vyjadrim si vzorec pre clen a, 1 tak, Ze dosadim do vzorca pre a, za premennd

n vyraz n + 1:

1 _1\n
o, =p. 1F D
2
1+ (=1 n+1

2
Urcim ich rozdiel.

: Dobre. Podiel nie je mozné pouzit, pretoZze postupnost mé aj nulové ¢leny. Pri vytvarani

rozdielu bude vela tprav, tak davaj pozor, aby si neurobil chybu.

L Qp41 — Gp =

- 1+ (—1)"* 1+(-1)" (n+1)-1+(D)"—n-[1+(-1)"]

=(n+1)- 5 —n- 5 = 5 —

_ntl+n: (=) 4+ (=) —n—n-(=1)" _ 14n- (=) (=) — . (=1)"
2 2 '

A ¢o dulej?

: ESte moze$ upravit mocniny ¢isla —1 na rovnaky stupen a vybraf ich pred zatvorku.

: Uf. Mocninu (—1)"*! si napisem ako sucin (—1)-(—1)". Dostanem:

1n - (<1)"=(=1)"=n- (-1)" _1=(=1)"-@n+1)
2 2

Apy1 — Ap =

: Vyborne. Hodnota tohto vyrazu ale zavisi od hodnoty mocniny ¢isla —1.
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Z: - Ak n je parne, tak:

1—(+1)-(2n+1) 1-2n—-1 —2n

(pi1 — Gp = 5 5 5 =
- Ak n je neparne, tak:
1—(-1)-(2n+1) 1+2n+1 242n
An+1 — Ap = = = =n-+1.

2 2 2
: A teraz sa pozrime, ¢o nam to vlastne vyslo. Aky je rozdiel za sebou iducich ¢lenov?

: Pre parnen md rozdiel hodnotu —n, teda je zdporny. A pre nepdrne n je rozdiel kladny, lebo
md hodnotu n + 1. Rozdiel susednych ¢lenov je raz kladny, raz zaporny. TakZe postupnost
nie je monotonna?

nie je monotonna. Vypis si niekolko

1 + (71)n S
2
prvych ¢lenov, mozno ta to presvedci.

: Veru, nie je. Postupnost {n
n=1

: Dobre.
n : 1n1234567...
a,,,—n-+(2)0204060...

: Tak ¢o povie$ na takato postupnost?

: Teraz to uz vidim. Cleny s nepdrnym poradovym ¢islom si nulové a cleny s pdrnym priro-
dzenym cislom maju stdle vicsiu prirodzent hodnotu. Tak toto naozaj nie je monotonna
postupnost.

: Pokial ¢leny postupnosti takto kmitaja - raz hore, raz dole - hovori sa tomu kmitajica
alebo oscilujica postupnost. T4 nepatri medzi monoténne.

: A to kmitanie mi tam zabezpecuje vyraz (—1)". Kvoli nemu raz odpocitavam a raz pripo-
citavam.

: Ano, ale nie vzdy je to tak. Prejdi na priklad b).

: b) Postupnost je danda vzorcom pre n-ty clen a, = n + . Myslim, Ze tu nie je co

1 + (71)71
% 2 %
riesit. Vo vzorci je vyraz (—1)", ten strieda znamienka, takZe postupnost nie je monotdonna,
ale oscilujica.
: To je velmi undhlené tvrdenie.

: Tak ja vam to teda dokdZem. Najprv st vyjadrim vzorec pre Qpniq:

1 1"
an:n_f_L}
2
14+ (=1 n+1

Teraz vytvorim rozdiel tychto clenov.
: V poriadku.
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N(

EPERETE S BT RIS S
_p g ST R (e G i é_l D __ (—1)"

: Dobre. Ostéava ti urcit, ¢i je tento vyraz kladny alebo zaporny.

: - Ak n je parne, tak:

Upy1 —ap, =1 —(4+1) =0.

- Ak n je neparne, tak:
Upi1 —ap=1—(=1) =2,

: Hodnoty 0 a 2, teda mozné vysledky rozdielu a, ;1 — a,, st obe nezaporné. Moézeme teda

zapisat, Zze a,,1 — a, = 0. Odtial ale dostaneme, Ze a,y1 = a,. A to je vztah pre akua
postupnost?

1\

Kedze pre wvsetky dcleny postupnosti  plati, Ze a,iq a,, tak postupnost

1 —1) S
{n + W} je neklesajuca.

n=1

: Ano. Vypodcitaj si opit niekolko prvych ¢lenov, aby si aj videl to, ¢o si dokéazal.

: To urobim rad:

n |1]2]3|4|5]6]7]...

i 1"

Peknd postupnost. Ak je n nepdrne, necham ho bez zmeny, ak je n pdrne, tak ho zvicsim
o 1. A vidim, Ze takto dand postupnost je naozaj neklesajica.

Ap =N+

U: Vyborne.
Uloha : ~
Zistite, ¢i je postupnost {2 +3- (—1)"2} monotonna.
n=1
Vysledok:

Postupnost je oscilujica.
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Priklad 4: Pomocou grafu prislusnej funkcie zistite monotdnnost postupnosti {a,},,, ak:
a) a, =2+ 10",
b) a, = —2-logn.

U: Postupnost je definovana na mnozine prirodzenych ¢isel. Ale kedze mas vyuzit grafy funkeii,
tak si musi$ tento defini¢ny obor rozsirit.

Z: Vytvorim si funkcie f a g:
fy=2+10% prex € R.

g: y=—2logx, pre x € RT.

U: V poriadku, aj ked ako defini¢ny obor funkecii by postacoval interval (1,00). Ako vyzera
graf a ?

Z: Hm. Neviem. Nepamdtdm sa.

U: Pomozem ti, ale grafy zakladnych funkcii (kvadratickych, mocninovych, exponencidlnych,
logaritmickych, goniometrickych, ... ) je dobré mat v hlave. Sam vidis, Ze sa nevyuzivaju
len vtedy, ked sa preberaju funkcie. Tu je graf exponencidlnej a k nej inverznej logaritmickej
funkcie pre zaklad a > 1.

Yy y=a"
/ —
Y=z
/
/
/
/
/
/
/
/
e y =log,x
/
1 /
/
/
/
/
10 1 T
/
/
/

N«

. Zadklad v exponencidlnej aj logaritmickej funkcii je u mna a = 10. LenZe moje funkcie nie
su v zakladnom tvare. Exponencidlna funkcia | ma oproti zdkladnej funkcii y = 10% kaZdd
hodnotu zvicsentd o 2. A logaritmickad funkcia g ju md vyndsobeni c¢islom —2.

U: To by ti nemalo prekézat pri uréeni monoténnosti.

N«

: Mdte pravdu. Ezponencidlna funkcia y = 10% je rastuca. Ak kaZdi jej hodnotu zvicsim
0 2, dostanem funkciu f, ktorej graf bude posunuty smerom nahor o 2. Ale funkcia ostane
rastica.

U: Ano. Grafom postupnosti je mnozina izolovanjch bodov, ktoré lezia na grafe funkcie, takze

aj postupnost {2+ 10"}>7 | je rastica.

Z: Logaritmickd funkcia y = log x je tieZ rastica. Ak by som kaZdi jej hodnotu zvdcsil 2-krdt,
dostal by som opit rasticu funkciu, len jej graf by stupal hore strmsie.
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uU:

Uloha :

Vysledok:

: Sthlasim, ale eSte més aj zmenit znamienko.

: TakZe sa mi z rasticej stane klesajica. Funkcia g je vdaka ndsobeniu zdpornym cislom uZ

klesajica, takze aj postupnost {—2-logn} ~ je klesajuca. Hotovo. S grafom to nebolo
ani také tazké.
Sthlasim.

Pomocou grafu prislusnej funkcie zistite monotdnnost postupnosti {a,} -, ak:

g (2).
b) ay — 5 — (%)n

¢) ay = 5- (%)n

oo ()

a) c) klesajica,
b) d) rastica.
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Priklad 5: Zistite, ¢i je postupnost {a,}.., monotonna, ak je dand rekurentngm vztahom:

a) a1 =10, apyy = —2-a,, n €N,

an, +a
b) (11:1, CL2:2, &n+2:nTm, n € N.

Z: a) Postupnost je dana rekurentne takto: ay = 10, a, 1 = —2-a,, n € N.

Pouzigem podiel clenov anyy a ay, lebo tusim, Ze sa mi tam nieco vykrdti:
Un+1 _ —2-ay, _ 9
a'fll an

To bolo rychle. Podiel je mensi ako 1, takZe dand postupnost je klesajica.

U: Nemas pravdu. Ak vytvéaras podiel ¢lenov a, 1 a a, a chces ho porovnavat s ¢islom 1, tak
musi byt splnend jedna podmienka. Paméitas sa?

Z: Nie.

U: Vsetky Cleny postupnosti musia mat rovnaké znamienko. Je to splnené v tejto postupnosti?

Z: To neviem, ako to mdm zistit?

U: Pozri sa na rekurentny predpis. Ak chces vypocitat hodnotu nasledujticeho ¢lena a1,
musis ¢len a,, ndsobit zapornym ¢islom. Aj kazdy dalsi ¢len budes ndsobit zdpornym ¢islom.
Ako sa budu spravat znamienka jednotlivych ¢lenov?

Z: Myslim, Ze znamienka sa budi striedat. Raz plus, raz minus.

U: Presne tak. Vyjadri si niekolko prvych ¢lenov tejto postupnosti, aby si v tom mal jasnejsie.

Z: Dobre.

n 1] 2 | 3] 4] 5 |..

an || 10 | =20 | +40 | —80 | +160 | ...

Uz to vidim. Cleny postupnosti naozaj striedaji svoje znamienka. TakZe o monotdnnosti
nemoze byt ani reci.

Postupnost dana rekurentnym vztahom a; = 10, a,;1 = —2 - a,, n € N nie je
monotonna.

U: Teraz je to spravne.

> ) . . . ) ap + Ap+1

Z: b) Postupnost je dand rekurentngm vztahom ay; =1, as =2, 4,0 = ——————, n € N,
S takymto vzorcom som sa uZ niekde stretol. Je to dvoch cisel,

vsak?

: Ano, poéntic tretim ¢lenom postupnosti je kazdy dalsi ¢len vytvoreny ako aritmeticky

priemer predchadzajucich dvoch ¢lenov. Ako si poradi§ so zistenim monoténnosti takejto
postupnosti?

. Ani neviem. Poradite mi?

: Vytvor si rozdiel za sebou idtucich c¢lenov. Teraz to ale bude rozdiel ¢lenov a,.2 a ap1.




JKPo03-5 | List 17

Z: Dobre.

an + Ap41 o an + Ap4+1 — 2- An+1 o Qp — Apy1
——— — Qpy1 = = .
2 2 2

Ap4+2 — Ap41 =

Viac to uZ zjednodusit neviem. Ale ako odtial ziskam informdciu o monotonnosti?
U: Uprav vysledny zlomok tak, aby v jeho citateli bol rozdiel ¢lenov a,1 a a,.

Z: TakzZe v citateli vyberiem pred zatvorku cislo —1. Tym sa mi zmenia znamienka na opacneé:

—1-(a —a 1
Apt2 — Qpy1 = ( n—; 1) = 5 (Any1 — an).

U: Uz sme takmer na konci. Ak je rozdiel a,, .1 — a, kladny a vynasobis ho ¢islom —%, tak
hodnota rozdielu a,, 12 — a,+1, bude zaporna. Zapisal by som to takto:

ak Apt1 — Qp > 0 = Up4+2 — Apy1 < 0.

A naopak, ak je rozdiel ¢lenov a,,1 — a, zadporny a vynasobis ho zadpornym ¢islom —%,
tak dostanes kladnt hodnotu. Rozdiel ¢lenov a, 12 — a,1 bude teda kladny:

ak api1—a, <0 = aupio— ayy1 > 0.

Zatial rozumies?
Z: Ano, lenze neviem, pre ktoré ¢isla ani1 a ay je ich rozdiel kladny a pre ktoré zdporny.
U: To ani nepotrebujes. Staci ti vediet, Ze ak mame Tubovolné tri za sebou idtice ¢leny po-

stupnosti, tak rozdiel prvych dvoch bude mat iné znamienko, ako rozdiel druhych dvoch.
A to stadl na to, aby si vytvoril zéver, Ze dan& postupnost nie je monoténna.

Z: Aha, pretoZe pri monotonnej postupnosti si znamienka rozdielov vZdy rovnake, vsak?
A mozem si napisat hodnoty niekolkych prvych clenov?

U: Pravdaze. Vidim, zZe ti matematické odvodenie nepostacuje. Tak ich vypocitaj.

Z: Dobre.

n |[1]2]3 ] 4] 5 | 6 |..
a, [1]2]15]1,75] 1,625 1,6875 ] ...
Teraz uz to vidim. Raz to stupne, potom klesne, znovu stupne a potom klesne... TakZe

postupnost nie je monoténna.

Uloha :

Zistite, ¢i je monotdnna postupnost {a,} -

-1, ktord je dand rekurentnym vztahom:
a)a; =5, a1 =a, —10, n € N,
b) a; = V2, a1 = V2 +a,, neN.
Vysledok:
Postupnost je
a) klesajica,
b) rastica.
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. . 4 f2n+p T .
Priklad 6: Urcte, pre ktoré hodnoty parametra p € R je postupnost { n 4p} rastica
n

a pre ktorée je klesajica. "
U: V predpise pre dant postupnost sa nachadza parameter p. M4as zistit, ako zavisi monotdn-
nost postupnosti od hodnoty tohto parametra.
Z: Vyjadrim si najprv predpis pre clen a,., tak, Ze do predpisu pre clen a, dosadim za
premennu n vyraz n+1:
_2n+p
 n+4
2n+24p
n+5
U: Dobre. Ako budes postupovat dalej?

: Vytvorim si rozdiel tychto dvoch clenov a upravim ho:

n )

Apy1 =

N«

2n+2+p 2n+p (2n+2+4p)-(n+4)—(2n+p)-(n+5
n+5 n+4 (n+5)-(n+4) B

Upy1 — Ap =

Uf. Upravit to bude fuska.

: Len pomaly, aby si sa nepomylil. Roznasob zatvorky v ¢itateli a uvidis, ¢o sa da zlucit.

c

. Aj v menovateli mdm rozndsobit tie dve zdtvorky?

cC N

: Nie. V menovateli mas sucin dvoch stale kladnych zatvoriek. Takze aj ich stcin je kladny.
Citatela potrebujes roznésobif preto, aby sa ti zjednodusil. Kym je v takomto tvare, nevies
rozhodntt, ¢i je kladny alebo zaporny.

N(

TakzZe roznasobim zdtvorky v citateli:

(2n2+2n+pn+8n+8+4p) —(2n*+10-n+p-n+5-p)
Uns1 — Qp = =
i (n+5)-(n+4)
_2n*4+2n+pn+8n+84+4p—2n*—-10n—pn—>5p

(n+5)-(n+4)

8 —
= P . Poriadne sa to zmensilo a hlavne zjednodusilo.
(n+5)-(n+4)

U: Ano. Teraz mas rozhodnuf, kedy je postupnost rastica.

8—p
(n+5)-(n+4)
ako 0. Menovatel je stdle kladny, takZe cely zlomok je kladny len vtedy, ak je aj citatel
kladny. Teda vyraz (8 — p) musi byt vicsi ako 0. A to je vtedy, ak parameter p je mensi
ako 8.
U: Vyborne. Ja to uz len zapisem symbolicky:

N«

: Rastuca je vtedy, ak je rozdiel ¢lenov any1 a ay, teda viastne vyraz

8—p

api1 —ap >0 &
i (n+5)- (n+4)

>0 & 8—p>0 & p<8

je rastuca pre parameter p mensi ako 8.

s 2'/ 4 ] >
Postupnost { nt p}

n+4

n=1
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c NoC

N<

Este mdm zistit, kedy bude tdto postupnost klesagica. To musim urobit este raz vietky tie
upravy zlomku?

: Nie, nemusis. Ved tymi Gpravami si len vyjadril rozdiel ¢lenov a,,1 a a,. Pouvazuj, kedy

je postupnost klesajuca.

: Aha. TakZe postupnost je klesajica, ak je rozdiel clenov a,y1 a a,, teda vlastne vijraz

8—p
(n+5)(n+4)
porny, tak musi byt zaporny citatel. Teda vyraz (8 —p) musi byt mensi ako 0. A to je vtedy,
ak je parameter p vicsi ako 8.

mensi ako 0. Menovatel je vidy kladny. KedZe cely zlomok md byt zd-

: Skts to zapisat symbolicky.

: Dobre:
<0 & S p <0 & 8—p<0 & p>8
Qp, — Aan - .
+1 (n+5) (n+4) p p
. [2n+p T .
Postupnost { n+ 4p} je klesajuca pre parameter p vicsi ako 8.
n n=1

: Zaujima fa ¢o nastane, ak sa parameter p rovna hodnote 87

Ano. Mézem to zistit?

: Pravdaze. Dosad si za p hodnotu 8 do predpisu pre n-ty ¢len a uprav vzniknuty vyraz.

Takze:
_2n+p 2n+8 2-(n+4)

= = = 2.
n+4 n+4 n+4
Ak parameter p =8, tak a, = 2.

an

: Ano. Kazdy ¢len postupnosti ma hodnotu 2. Je to konstantna postupnost, pecialny pripad

nerasticej aj neklesajicej postupnosti. Podla zadania si mal urcit, kedy je postupnost
rastuca alebo klesajuca.

: Postupnost je teda rastiica alebo klesajtca, len ak parameter p # 8. Ak je vacsi

ako 8, tak je postupnost klesajica. Ak je mensi ako 8, tak je postupnost rastica.

Uloha :

np |7
Urcte, pre ktoré hodnoty parametra p € R je postupnost {%} klesajica.
n n=1

Vysledok:

Postupnost je klesajica, ak p < 0.
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Priklad 7: Zistite, ¢i je postupnost {n* — Tn} _, monotdnna od urcitého indexu no.

N«

: Ako zistis, ¢i je postupnost monoténna od urcitého indexu?

: Urobim to tak, Ze si nebudem vSimat, Ze mdm ndjst nejaky konkrétny index ny. Budem

normdlne zistovat monotdnnost postupnosti. Uvidim, ¢o mi bude vychddzat.

: To je celkom dobry postup. Zisti teda, ¢ je nasa postupnost monoténna.

: Pripravim si cleny a, @ apyq:

a, =n?—1Tn,
ni1=M+1)2=7n+1)=n*>+2n+1—-Tn—7=n?—5n—6.

Teraz vytvorim ich rozdiel:
a,l+1—a,,,l:n2—5n—6— (n2—7n) =n?—bn—6-—n>+7n=2n—6.

Vysiel mi vyraz 2n — 6. Tento vyraz nie je vZdy len kladny alebo vZdy len zaporny, takZe
postupnost nie je monotonna.

. Zatial spravne, ale ak zistis kedy je tento vyraz kladny a kedy je zaporny, tak tym vlastne

presnejsSie urcis, kde je postupnost rastica a kde je klesajuca.

s Zistim to vyriesenim nerovniciek:

postupnost je rasttica < 2n—6>0 & n>3 & ne{4,5 6, ...},

postupnost je klesajica & 2n—-6<0 & n<3 << ne{l, 2}.

U: A ¢o s hodnotou n = 37
Z: Vypocitam si hodnotu tretieho clena aj jeho susedngch clenov a rozhodnem, kam ho zara-
dim.
n | 1] 2 | 3] 4] 5 |..
a, | 6] 10| —12 | -12 | 10 ...
UZ to vidim. Treti ¢len moZem zaradit ku klesajicej ¢asti.
U: Postupnost je rastica aZ od Stvrtého ¢lena. Index, od ktorého postupnost rastie,
je ng = 4.
Uloha :

Zistite, ¢i je postupnost {—n?+ 11n — 28} " | monotdnna od urcitého indexu ny.

Vysledok:

Postupnost je od klesajica od Siesteho élena, ng = 6.
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Priklad 8: Zistite, ¢i je postupnost {a,},., monotonna od urcitého indexu ngy, ak:

N«

on
(1,) Qp = E}

1—n

NG

b) a,=

. ndrocnejsi priklad.

: Ako zistis, ¢i je postupnost monoténna od urcitého indexu?

: Urobim to tak, Ze si nebudem vsimat, Ze mdm ndjst nejaky konkrétny index ng. Budem

normdlne zistovat monotdnnost postupnosti. Uvidim, ¢o mi bude vychddzat.

: To je celkom dobry postup. Zisti teda, ¢i je nasa prva postupnost monotdnna.

. Preverim, ¢i podiel c¢lenov, teda zlomok

n

: a) Postupnost je dand vzorcom a, = —. Pripravim si predpis pre clen a,.1, dosadenim

n
vyrazu n + 1 za premennd n do vzorca pre clen a,:
on
Ap = —,
n
2n+1

an+1:n+1-

Vytvorim podiel tyjchto dvoch clenov, mozno sa mi pri delent nieco vykrdti:

2n+1

p+1  nm+1 2"t n 2-n

a, 2" _2”~(n+1):n—|—1'
n

: Ak chces$ pouzit podiel, musis vediet, ¢i vSetky Cleny postupnosti maji rovnaké znamienko.

n

: Uhm. Vzorec pre n-ty clen je a, = —. Mocniny dvogky v citateli su stale kladné a priro-

dzené cisla v menovateli tieZ. Cely zlomok bude teda vZdy kladny.

: Dobre. Postupnost méa len kladné ¢leny. Ako teraz zistis, ¢i je napriklad rasttica?

je vicsi ako 1:

2n
n+1

Postupnost je rastica < >1 & 2n>n+1 & n>1.

Vyslo mi, Ze postupnost je rastica, ak indexy jej clenov si prirodzené ¢isla vicsie ako 1.

: Vypocitaj si hodnoty niekolkych prvych ¢lenov tejto postupnosti.

n

: Kazdy clen tejto postupnosti je dany vzorcom a,, = —. Dostanem takéto hodnoty:

n

n 123 |45 ...
an [ 2]2]26]4]64]...

: Staci. Vidis, ako prvy ¢len postupnosti ,,pokazil“ celkovii monoténnost?
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: Ano. Postupnost {} je neklesajiica a pre ¢leny s indexom ny = 2 je rastiica.
n n=1

: Dobre, mdzeme prejst na priklad b), ten bude trosku naro¢nejsi.

cC N C

N(

;. ) 1—n o y
: b) Postupnost je dand vzorcom a, = . Pripravim si vzorec pre clen a, 1:

vn

1—n
v’

1—(n+1) —n

O — = )
i vn+1 vn+1

. .o Gpy1
Teraz vytvorim podiel ———.

Qn

Ay —

: Prerusim fa. Aka hodnotu mé prvy ¢len tejto postupnosti?

-1 0
: Ak jen =1, tak ay = —=— = = = 0. Hops. Podiel ¢lenov by mal v menovateli nulu.

JI 1

: Aké st znamienka ostatnych ¢lenov postupnosti? St rovnaké?

1—n

Vo vyraze je pren > 1 Gitatel zZlomku stdle zdporny. Menovatel je kladny. Od druhého

4

clena postupnosti budi vsetky zdporné.
: Ano. Podiel za sebou idicich ¢lenov mozes vytvorit, ale len pre n > 1.
: Dobre. Vytvorim ho a zjednodusim:

—n

py1 /n+1 —n-+/n B n-y/n

a, 1-n n+l-(1-n) Van+l-(n—1)

vn

: Teraz odstran odmocninu z menovatela.

Vynasobim vysledny zlomok zlomkom s hodnotou 1:

-(n—1) B (n—1) n? —1
No, to som si velmi nepomohol.

: Ale 4no. Urobime takuto avahu:

...............

: Slava. TakzZe citatel je vicsi ako menovatel, a,.1 > a,. KedZe cleny postupnosti si od
druhého ¢lena zaporné, tak to znamend, Ze postupnost je od druhého élena klesajica.

: Lenze prvy ¢len je nulovy a vSetky ostatné st zaporné, takZze postupnost je klesajica uz
od prvého clena.
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- L (1—n)™ . .
Z: Postupnost je klesajuca.
\/ﬁ n=1
Uloha :
Dokdzte, Ze postupnost {(n —4)*> + 1}, je monotdnna a od urcitého indexu ng.

Vysledok:

Postupnost je rastica od stvrtého clena.




