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Limita postupnosti

Mgr. Jana Kralikova

: Pred nami je nérocnejsie ale velmi dolezité ucivo. Poktsime sa nim prehryzt. Vies ¢o

znamena slovo limzita?

: Hranica.
: Presne tak. Slovo limita pochadza z latinéiny a mohol si sa s nim stretnat aj v dejepise.

Pojem LIMES ROMANUM znamenal hranicu Rimskej rise.

: Ano, nieco také sme sa fakt ucili.

: Dodnes slovom limita, z latinského limes, oznac¢ujeme nejaki hrani¢ni hodnotu. Ale podme

k matematike. Spomenies si na pojem limity postupnosti?

: Ak mdme dand postupnost {a,} ", ktorej hodnoty sa bliZia k nejakému ¢islu a, tak prave

toto cislo a nazyvame limita postupnosti.

: Dobre. Potrebujeme ale upresnit, ¢o to znamenad, Ze ¢leny postupnosti sa blizia k nejakému

a. Presnejsie to vyjadrime v definicii limity postupnosti:

Redlne ¢islo a je limitou postupnosti {a,} ~, prdive vtedy, ak ku kaZdému
kladnému cislu ¢ existuje také cislo nyg € N, Ze pre vsetky prirodzené disla
n = ngy plati

la, —a| <e.
Zapisujeme to takto:
lim a,, = a.
a = lim a, & Ve>03dngeN, Vn=2ng: la,—al<e
n—oo

: Ja rozumiem kaZdému slovu v tejto definicii ale dohromady tvoria nejaky divng gqulds.

: Tak sa pozrime, ¢o v tom gulasi plava. Nerovnicou |a, —a| < € je vyjadrené to, Ze

ay, € (a —e,a+¢). Interval (@ — £, a + £) ma stred v bode a. Takyto interval sa nazyva aj
okolie bodu a a ¢islu € hovorime polomer okolia.

. Tomu rozumiem. Okolo bodu a sme vytvorili jeho okolie. Velkost tohto okolia zdlezi od

hodnoty . Uz viem preco musi byt « > 0. Je to dizka polovice intervalu.

: Ano. Postupnost {a,} -, si teraz zndzornime graficky v stiradnicovom systéme O,,. Na

vodorovna os x nanesieme prirodzené ¢isla a na zvisli os y hodnoty ¢lenov postupnosti.
Cleny postupnosti sa majt blizit k ¢islu a, takze ¢islo a tieZ znazornime na osi 1.

: Jasné. A ak je tam zndzornen€ cislo a, tak aj celé jeho okolie je tam zndzornené s nim.

: Presne tak. A teraz v krajnych bodoch okolia bodu a a aj bodom a povedie$ priamky

rovnobeZzné s osou 1.

: Na ¢o mi to bude dobré?
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U: Vytvoris tak pas, ktory je simerny podla priamky y = a. Bude$ mat lepsiu predstavu, ¢i
nejaky ¢len postupnosti lezi v okoli bodu a alebo nie. Ukézem ti, Ze k Tubovolne zvolenému
kladnému ¢islu ¢ sa d4 najst také prirodzené ¢islo ng, ze pre vSetky indexy n = ny st
hodnoty prislusnych c¢lenov a,, znazornené vo vnutri pasu.

_1\ntl b
Ukéazeme si to na konkrétnej postupnosti {() + 2} .
n
n=1

1 1 3 1 5
Z: Jejcl i hodnoty: <3, 1=, 2=, 1—-, 2— 1— ... 5.
ej cleny maji onoy{ 5 230 1 25 15 }
U: Ano. Znézornim ich v stradnicovej stistave a za ¢ zvolim najprv také velké &islo, aby pas
bol poriadne Siroky. Pozri sa na prvy obrazok:
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Z: Vsetky cleny postupnosti st dnu, v pdse.

U: Ano, hodnotu polomeru ¢ sme zvolili dostato¢ne velkd, takze uz od prvého ¢lena postup-
nosti st vietky dalsie v okoli bodu a. Pre zvolené ¢ sme nasli ny = 1. Podme dalej. Hodnotu
¢ trosku zmensime:

an
a—I—E.
13 ° .
a
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Z: Pds sa zuzil, takZe zopdr projch clenov je mimo neho. A% od Sturtého clena su uZ vsetky
dalsie v pdse. Teda ny = 4.

U: Presne tak. Koneény pocet prvych ¢lenov je mimo péasu, ale nekonecény pocet dalsich ¢lenov
je uz v pase a blizi sa k hodnote a. A pozri sa eSte na treti obrazok:
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: Pds je este uZsi.

.....

ako v predchadzajicom pripade, ale opét vieme najst taky index ng, ze od ¢lena s tymto
indexom uz budu vsetky dalsie ¢leny vo vnutri pasu. Mimo pésu ostalo len prvych sedem
¢lenov.

. A vo vnitri pasu su cleny s indexom vicsim alebo rovnym ako ng = 8. Aky pocet clenov

moZe byt mimo pdsu?

: Akykolvek kone¢ny pocet prvych ¢lenov. Nekonecény pocet ¢lenov, ktory za nim nasleduje

uz musi lezat v pase. Od urcitého ¢lena budu teda vsetky dalSie ¢leny blizsie a blizsie
k ¢islu a. Samotni hodnotu @ pritom moéZzu ale nemusia nadobudnut.

Takze cislo a je limitou postupnosti vtedy, ak si mozem vytvorit lubovolne uzky pds a aj
tak v iom bude leZat nekonecne vela élenov postupnosti?

: Ano aj nie. Nestadi, ak v fiom bude nekone¢ne vela ¢lenov postupnosti. Musia tam byt —

od urcitého ¢lena postupnosti — vSetky dalsie ¢leny.

: A to je rozdiel?

: Pravdaze 4no. Vezmime si napriklad postupnost {(—1)"} " ;. Jej ¢leny nadobtdajt len dve

hodnoty: +1 a —1. Ktoré ¢islo je limitou tejto postupnosti?

Obe hodnoty +1 aj —1 sa mi vidia rovnocenné. Nekonecne vela clenov postupnosti md
hodnotu +1 a tieZ nekonecne vela clenov md hodnotu —1. Tak asi obe hodnoty by mohli
byt limitams.

: Vratime sa spét k definicii. Ak ¢islo +1 je limitou, tak v jeho Tubovolnom okoli budu od

urcitého indexu ng vSetky dalSie ¢leny postupnosti. A rovnako to bude aj pre ¢islo —1.
V Tubovolnom jeho okoli by mali lezat po¢niic nejakym clenom aj vSetky dalsie. Plati to?

: No, ale ja si predsa viem vyrobit taky Siroky pds, aby mi pokryl aj ¢islo +1 aj c¢islo —1.

Tak bude platit, Ze vietky cleny postupnosti — uZ od prvého — budi v pdse. Napriklad takto:
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: Presne tak. Ako to teda bude vyzeraf s limitou postupnosti {(—1)"}

an

_i_l” ° ° ° °

: Samozrejme, ak si zvoli§ Siroky pés, tak naozaj budu vsSetky ¢leny postupnosti lezat vo

vnutri. Ale v definicii limity sa hovori, Ze to méa platit pre akykolvek pas. Mimochodom,
tvoj pas nie je symetricky ani podla priamky y = +1 ani podla priamky y = —1.

: Aha. TakzZe mojou ulohou nie je ndjst jeden taky pds, pre ktory to plati, ale poturdit, Ze

akykolvek Siroky alebo tzky pds bude obsahovat vietky dalsie cleny postupnosti?
oo 9
n=1"

: Cislo +1 nebude limitou, lebo neviem ndjst taky ¢len postupnosti, aby uZ vsetky nasledujiice

mali tieZ hodnotu +1. Rovnako ¢islo —1 nebude limitou. A ¢o tak ¢islo 02 Nemohla by byt
limitou nulka? LeZi pekne v prostriedku medzi +1 a —1.

: TakZe znovu definicia. V akomkolvek Sirokom pése, ktorého os je priamka y = 0, bude

lezat od uréitého ¢lena postupnosti aj kazdy nasledujici élen?

: Hops. To nie. Staci ak si za £ zvolim hodnotu 0.5 a dostanem pds, v ktorom nebude leZat

dokonca ani jeden ¢len postupnosti, nieto este nekonecne vela.

: Ano, vyzeralo by to takto:
Qn,
+1 1 ° ° ° °
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9n
-1 . ° . . °

. Tak teda, ktoré cislo bude vlastne limitou?
: Odpoviem ti otazkou: vie§ najst ¢islo, pre ktoré bude definicia limity platit?

: Nie. Vhodnych kandidatov +1 a —1 sme vylucili a ostatné cisla budiu na tom tak ako cislo

0. TakZe asi Ziadne cislo nebude spliiat definiciu limity.

: Presne tak. Pre ttto postupnost Ziadne realne &slo nespliia definiciu limity. Postupnost

{(=1)"}>2| teda nemé limitu.

: Uf. To som necakal. Myslel som si, Ze kaZda postupnost bude mat nejaki limitu.

: A keby si mal postupnost {n} -,? Jej graf je ti urcite jasny. Vie$ urcif, ku ktorému

realnemu ¢islu sa blizi nekonecny pocet ¢lenov tejto postupnosti?
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. To nie. Hodnoty clenov rasti do nekonecna a mepriblizuji sa k Ziadnemu konkrétnemu
¢islu. Takd postupnost nie je ani ohranicend.

: Tak vidis. O tom, ako stivisi ohranicenost a existencia limity, sa budeme rozpravat o chvilu.

: Zatial by si uz mal mat predstavu o tom, kedy je ¢islo limitou postupnosti. S existenciou

limity stvisia aj dva dal$ie pojmy — konvergentnost a divergentnost postupnosti.

. Vady ked nieco ako-tak pochopim, hned mi predloZite dalsie zdhady. Co to bude teraz?

: Len dal$ie dve definicie:

- Kazda postupnost {a,} -, ktorej limitou je redlne éislo a, sa nazgva kon-
vergentnd postupnost.

- Ak neexistuje realne cislo a, ktoré by bolo limitou postupnosti, tak sa
postupnost nazjva divergentnou postupnostou.

. TakZe konvergentnd postupnost je takd, ktord md limitu. Divergentnd je takd, ktord nemd
limatu.

: Ano. A je najvyssi ¢as, aby sme si povedali, aké vety platia pre limity postupnosti. Najprv
to budu existenc¢né vety.

Ezxistencéné vety o limitach postupnosti:
- Veta 1: KaZda postupnost ma najviac jednu limitu.
- Désledok vety 1: Kazdd konvergentnd postupnost md prdve jednu limitu.

- Veta 2: Kazdd konvergentnd postupnost je ohranicend.

- Désledok vety 2: KazZdd neohranicend postupnost je divergentnd.

- Uf. Kym sa cez toto prehryziem. ..

: Pojdeme postupne. Prva veta hovori o tom, Ze postupnost moze mat len jednu alebo ziadnu
limitu. Ind moZnost nie je. Dokaz tejto vety aj jej dosledku néjdes v rieSenej dokazovej
casti.
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: Ak je veta pravdivd, tak jej dosledok je jasny. Postupnost je konvergentnd, ak md limitu.

No a ak md limitu, tak odpadd moznost, Ze nemd limitu. A ¢o td druhd veta?

: V druhej vete a jej dosledku sa rozoberd vzfah medzi ohrani¢enostou a konvergenciou.

Hovori sa tam, Ze ak postupnost mé limitu, tak ju viem ohrani¢it. A ak ju neviem ohra-
nicit, tak neexistuje ¢islo, ktoré by bolo jej limitou. Aj dokaz tejto vety najdes v rieSenej
dokazovej Casti.

N«

N«

C N

: Ako budeme zistovat, ¢i postupnost je konvergentnd alebo divergentnd?

: Postupovat budeme takto:

1. Zistime, ¢ postupnost je alebo nie je ohranicena.
2. Ak postupnost nie je ohrani¢end, potom je divergentna. (To je dosledok vety 2.)

3. Ak je postupnost ohranic¢end, potom moze byt konvergentna alebo divergentné. Urobime
preto odhad, ¢i méa alebo nema limitu.

4. Ak sme odhadli nejakt hodnotu a, dokdzeme hypotézu, ¢i odhadnuté cislo je naozaj
limitou postupnosti.

5. Ak sme odhadli, Ze dana postupnost je divergentna, dokdzeme to sporom.

: Ajaj. Co bod, to hroza. Povedzme, Ze zvlddnem vysetrit ohranicenost. Ak postupnost nie je

ohranicend, som dobry, lebo tuloha je skoncend. Ale ak je ohranicend, som nahraty. Ako
odhadnem, ¢ postupnost md alebo nemd limitu?

: Moze ti k tomu pomdct vypocet dostatocne velkého poctu ¢lenov postupnosti alebo tiez

grafické znazornenie postupnosti, pripadne funkcie, ktora vznikne rozsirenim defini¢ného
oboru postupnosti na vSetky realne ¢isla.

: Rozumiem. Bud si vypocitam tolko clenov postupnosti, aby mi bolo jasné, k comu sa bliZia

alebo si nakreslim graf a z neho uvidim, kam tie cleny smeruji.

: Ano. Ak uz bude$ mat odhad, ktoré ¢islo by mohlo byt limitou, urobis dékaz, overenie

hypotézy. V jednoduchsich pripadoch priamo na zaklade definicie limity postupnosti.

. A to urobim ako?
: Dokézes, ze ku kazdému, Iubovolne malému, ¢islu e existuje také Cislo ng € N, Ze pre

vSetky prirodzené ¢isla n = ny bude platit |a, — a| < e.

: To je definicia. Ale ako to urobim prakticky? Ved nemdZem preverovat kazdé kladné c¢islo .

: M&s pravdu. Pri dokaze postupujeme tak, ze ekvivalentnymi tipravami vyriesime nerovnicu

la, — a| < &, s premennymi ¢ a n. RieSenie nerovnice sa snazime ziskat v tvare n > V'(¢),
kde na pravej strane nerovnice bude vyraz, ktory zavisi len na premennej ¢.

: Tak na to sa vobec netesim.
: Uz to len dokon¢im. Ak si odhadol, Ze postupnost bude divergentna, dokaz urobis vyvra-

tenim negacie tejto hypotézy. To znamena sporom. Bude$ predpokladat, Ze existuje limita
postupnosti. Dosledkom tohto predpokladu by mal byt nejaky spor. Z neho vyplynie, Ze
predpoklad existencie limity je nespravny a teda postupnost je divergentna.
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Z: Ja len dufam, Ze mi to vysvetlite aj na prikladoch. Takto teoreticky si to viem len taZko
predstavit.

U: Samozrejme. Medzi rieSenymi prikladmi najdes tlohy na dokazovanie konvergencie aj di-

vergencie roznych postupnosti.

U: Doteraz sme za limitu povazovali nejaké konkrétne ¢islo a. Hovorime tomu, ze ¢islo a je
vlastna limita postupnosti.

N«

. A existuje aj nevlastnd limita?
U: Ano, hned si to aj vysvetlime. Existuji dva pripady nevlastnej limity postupnosti:

Postupnost {a,} >, md nevlastnid limitu plus nekoneéno (a =+o0) prdve

vtedy, ak ku kaZdému realnemu dcislu h existuje prirodzené céislo ng také,
Ze pre vsetky prirodzené cisla n = ny plati:

a, > h.
Hovorime, Ze postupnost {a,} -, diverguje k plus nekone¢nu a zapisujeme to takto:

lim a, = +o0.

n—oo

lim a, = +o00 & VheR3IngeN:Vn=>ny = a, > h

n—oo

U: V definicii sa hovori, Ze ku kazdému redlnemu ¢islu h mé existovat prirodzené ¢islo ng.
Prakticky sa ale voli ¢islo h > 0, lubovolne velké. Vies preco?

Z: Asi preto, Ze ked sa nekonecéne vela élenov postupnosti blizi do plus nekonecna, tak si to
kladné a velké ¢isla, preto md zmysel nastavit aj hodnotu h kladni a lubovolne velki.

U: V podstate ano.

Z: A moZeme si to ukdzat aj na obrdzku?

U: Samozrejme. Tu je geometrickd interpretacia definicie nevlastnej limity plus nekonec¢no:

Qn

T4+—————— —|—»

Z: Mne to trosku pripomina ohranicenost postupnosti.
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U: Skor neohranicenost. Na obrazku vidis, Ze akokolvek vysoko by si chcel umiestnit hodnotu
h, vzdy sa najde clen postupnosti a za nim vsSetky ostatné, ktoré budi umiestnené este
vyssie.

Z: Rozumiem. Zatial mi je jasné, Ze ak je a nejaké konkrétne redlne cislo, tak hovorime
o vlastnej limite a postupnost je konvergentnd. Ak je a plus nekonecno, tak hovorime
o nevlastnej limite a postupnost je divergentnd. Ten druhy pripad nevlastnej limity je asi
pre minus nekonecno.

U: Presne tak. Analogicky uvediem aj druhy pripad nevlastnej limity:

Postupnost {a,}.., md nevlastni limitu minus nekoneéno (a = —oco0) prdve
vtedy, ak ku kaZdému realnemu cislu d existuje prirodzené cislo ng také, Ze
pre vsetky prirodzené cisla n = ng plati:

a, <d.

Hovorime, ze postupnost {a,} -, diverguje k minus nekoneénu a zapisujeme to takto:

lim a, = —o0.
lim a, = —oc0 = VieR3IngeN:Vn2ng = a,<d
n—oo

U: V definicii mame opit uvedené, Ze ¢islo d je Tubovolné redlne ¢islo. Prakticky sa ale voli
d < 0, Tubovolne malé.

Z: Teraz sa nekonecne vela clenov blizi do minus nekonecna, takZe su zdporné a stdle mensie,
preto nds bude zaujimat hodnota d len zdpornd a lubovolne mald.

U: Graficka interpretacia by bola takato:

an

Z: Hodnoty clenov takejto postupnosti sa blizia k —oo, lebo vidy sa najde clen, ktory ma
mensiu hodnotu nez akékolvek ¢islo d.

U: Ano. O limitach postupnosti sa da rozpravaf este vela, napriklad ako sa limity poéitaja,
aké vety pre vypocty limit platia ... Ale to sa uz dozvies v inej téme.
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Priklad D1: Dokdzte, Ze kazdd postupnost md najviac jednu limitu.

U: Toto je prva existenéna veta o limitach postupnosti. Tvrdi sa v nej, Ze kazda postupnost
moze mat najviac jednu limitu. Co to znamena?

. Najviac jednu limitu — to znamend Ziadnu alebo prdave jednu.

cC N

: Dobre. V takomto pripade pouzijeme . Ako prebieha?

N«

: Myslim, Ze sa najprv vytvori opacné tvrdenie k povodnej vete, ktori mdme dokdzat. Potom
sa snaZime nejak priamo dokdzat to opacné turdenie a pocas toho by som mal prist k ne-
jakej hliposti. K nieComu nepravdivému. A kedZe opacné turdenie povedie k nepravde, tak
povodné turdenie must byt pravda. Tak nejak by to malo byt.

U: V podstate spravne. Vytvorime nasho tvrdenia. KedZe nemdze sucasne platit

povodné tvrdenie aj jeho negéacia, tak z dosledkov tohto nového predpokladu dospejeme

k nejakému sporu. Odtial vyplyva, Ze negaciou vytvoreny predpoklad je nespravny, a teda

povodné tvrdenie je pravdivé. Ako bude vyzeraf negécia nasej vety?

: V nasej vete je spojenie najviac jedna. Jeho negdciou dostanem spojenie aspon dve.

[

: Dobre. Ako znegujes ?

N«

: Ak je v povodnej vete pouzity kvantifikdtor pre vsetky, pre kaZdi postupnost cosi plati, tak
jeho negdcia je, Ze existuje postupnost, pre ktori to neplati.

c

: Ano. Ako teda bude vyzeraf negacia tvrdenia zo zadania prikladu?

N«

: Ak si nasu povodni vetu oznacim ako V a jej negdaciu ako V', tak:
V: Kazda postupnost ma najviac jednu limitu.

V': Existuje takd postupnost, ktord ma dve alebo viac réznych limit.

U: Vyborne. Tak sa pokisme dokézat negéciu.

N(

Lenze neviem ako.

U: Podla definicie limity. Nové tvrdenie, ktoré sme dostali negaciou hovori, Ze existuje po-
stupnost, ktord mé dve alebo viac limit. Predpokladdame, Ze st to rdozne hodnoty. Dokaz
si urobime pre dve limity. Pri predpoklade, Ze mé postupnost viac limit, by si postupoval
rovnako. Spomen si teraz na definiciu limity.

Z: Postupnost md limitu, ak pre kaZdé € > 0 existuje taky prirodzeny index ng, Ze kaZdy clen
postupnosti s indexom rovngm alebo vicsim nez ng, uz bude leZat v epsilonovom okoli tej
limaty.

U: Dobre. Predpokladdame teda, Ze existuje postupnost {a,} -, ktord mé dve rozne limity.

Ozna¢im si ich a a b, pricom a # b. Podla definicie — ¢islo je limitou postupnosti prave

vtedy, ak v kaZdom jeho epsilonovom okoli lezi nekone¢ne vela ¢lenov — od urcitého ¢lena

b—a
vSetky dalsie. Ak to mé platit pre kazdé =, tak urcite aj pre ¢ = | 3 |

Z: Preco ste si zvolili pre € prdve takuto hodnotu?

U: Ak si vytvorim pasy okolo limit a a b, tak pre taktito hodnotu epsilonu mam zarucené, ze
sa nebudu prekryvat. Mohol by som si zvolit Tubovolnii hodnotu mensiu ako je polovica
vzdialenosti limit ¢ a b. Ja som si zvolil tretinu ich vzdialenosti. Pozri si obrazok:
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Z: Dobre. A preco je nutné, aby sa tie pasy neprekrijvali?

U: Hned ti to vysvetlim. KedZe a je limitou, tak v pase simernom podla priamky y = a
sa nachddza nekonecne vela ¢lenov tejto postupnosti a mimo pésu je len koneény pocet.
KedZe aj b je limitou, tak v okoli tohto ¢isla sa tiez musi nachddzat nekonecne vela ¢lenov

s vynimkou nejakého konecného poctu.

Z: Ved to sa neda! Nemozu byt tie isté cleny postupnosti na dvoch roznych miestach — teda

v dvoch pasoch, ktore nemaju nic spolocne.

U: Presne tak. Znamena to, Ze sme dosli k sporu. Znegovana veta nie je pravdiva a z toho

vyplyva, ze plati povodné tvrdenie.

Uloha 1: Dokdzte, Ze konvergentnd postupnost md prdve jednu limitu.

Z: Teda neexistuje postupnost, ktora by mala viac ako jednu limitu.
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Priklad D2: Dokdzte, Ze kazdd konvergentnd postupnost je ohranicend.

c

N C N

: Mame dokazat, Ze ak je postupnost konvergentnd, potom je ohrani¢ena. Povedz mi najprv,

¢o to znamena, ze postupnost je konvergentna.

: Postupnost je konvergentnd vtedy, ak md limitu a tou limitou je nejaké konkrétne cislo.
: Ano. A kedy je postupnost ohranicend?

: Postupnost {a,}.~, je ohranicend, ak existuji také ¢isla d a h, Ze pre vetky cleny postup-

nosti plati:
d<a, < h.

: Dobre. To, ze kazda konvergentnd postupnost je ohranicend, dokdzeme priamo. Nech je

postupnost {a,} -, konvergentna a jej limitou je ¢islo a. Co plati pre toto ¢islo podla
definicie limity?

: Ak je c¢islo a limitou postupnosti, tak potom pre jeho lubovolné okolie existuje taky index

no, zZe vsetky cleny postupnosti s indexom n = ny lezia v tomto okoli ¢isla a.

: Vravis, Ze to plati pre Iubovolné okolie ¢isla a. Tak si zvolime jedno konkrétne okolie.

Nech napriklad € = 1. K nemu existuje také ng, ze plati:

ai, Az, as, ..., an0—17 a’n07 ano-i—la an0+27 an0+3a oo
TV ~ TV
moézu lezat mimo zvoleného okolia é&isla a lezia v zvolenom okoli ¢isla a

. Zatial ste vypisali vsetky cleny postupnosti a vyznacili ste, ktoré lezia v tom konkrétnom

epsilonovom pdse limity a a ktoré tam leZat nemusia. Ale ako dojdeme k ohranicenosti?

: Mimo nasho pasu moze lezat len koneény pocet ¢lenov postupnosti: ay, ag, as, ..., Gpe—1-

Néjdeme medzi nimi najvicsiu a najmensiu hodnotu. T4 najmensiu oznac¢ime m a naj-
vacsiu M:
m =min{ay, az, as, ..., Any_1},

M = max{ay, as, az, ..., Apo_1}-

Pre kazdy c¢len a,, z tohto kone¢ného poctu teda plati:

m=a, =M, kden €{1,2,3,...,n9 — 1}.

. TakZe konecny pocet clenov vieme ohranicit. Ale ostal ndm este ten nekonecny pocet. Ako

ohranicime nekonecne vela ¢isel?

: Tych nekone¢ne vela ¢lenov uz ohrani¢ené mame. Lezia predsa v pase, ktory je ohraniceny

hodnotami a — ¢ a a + . A my sme si zvolili za € hodnotu 1.

: Aha. KedZe podla definicie limity plati:

a—e<a, <a+e, kden = ng,
tak pre e = 1 moZeme pisat:

a—1<a, <a+1, kde n = ny.
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U: Ano. Kone¢né mnozina ¢lenov je ohrani¢end zdola ¢slom m a nekoneéna mnozina ¢lenov
je ohranicena zdola ¢islom a — 1. Staci, ak si za dolné ohranicenie postupnosti vezmeme
t mensiu hodnotu z tych dvoch:

d=min{m, a— 1}.

Z: A pre horné€ ohranicenie asi plati podobny postup. Konecny pocet clenov na zaciatku je
ohraniceny zhora cislom M a nekonecny pocet clenov je ohraniceny zhora cislom a + 1.
TakzZe za horné ohranicenie postupnosti si zvolime vicsiu hodnotu z tych dvoch:

h =max{M, a+ 1}.

U: Presne tak. Nasli sme ¢isla d a h, ktoré ndm ohranicuju zdola a zhora vsetky cleny po-
stupnosti. Pre Vn € N teda plati:
d < a, <h.

TYym sme dokdzali, e konvergentnd postupnost je ohranicéend.
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Priklad 1: Zistite, ¢i je postupnost {a,},., dand vzorcom pre n-ty célen konvergentnd, ak

(1"

n

Ay =

U: Poznas postup, ktorym sa zistuje alebo danej postup-
nosti?

Z: Najprv si vypocitam niekolko prviyjch ¢lenov postupnosti a pomocou nich sa pokisim vytvorit
odhad, ¢ postupnost konverguje alebo diverguje. V oboch pripadoch musim ten odhad
potvrdit dokazom.

U: Ak hned na zaciatku urcis, Ze postupnost je neohranicend, tak je divergentni. Ak je
ohranic¢end, tak naozaj musis vytvorit hypotézu o konvergencii alebo divergencii a dokazat
ju. Podme na néas priklad.

§ (—1)"

Z: Postupnost je dand vzorcom a, = ———. Vypocitam si zopar jej prvych hodnot a potom
n
sa uvidi:
n n\\1\2\3\4\5\6\7\...
(—1) 1 +1 1 +1 1 +1 1
Ay = - . . - I - I
n 2 3 4 5 6 7

U: Vies povedaf, ¢i je postupnost ohrani¢end alebo neohranic¢ena?
1
Z: Postupnost je ohranicend. Zhora c¢islom 3 @ zdola c¢islom —1.
U: Ak je ohranicend, moze byt konvergentna aj divergentna. Musi$ vytvorit odhad, ako sa
spravaju cleny tejto postupnosti.

Z: S stdle blizsie k nule, ale striedavo — raz sa k nule bliZia z kladnej strany a raz zo zdpornej
strany. Preto si myslim, Ze limita tejto postupnosti bude 0.

U: Dobre. Tvrdis, ze
lim (=1)

n—00 n

=0.

Musis$ to este dokazaf.
Z: Sporom?
U: To urcite nie. Negacia tvrdenia by bola, Ze limitou nie je ¢islo 0 a dokazovat, ze kazdé ¢islo

okrem nuly nie je limitou by bolo asi dost naro¢né. Urobis priamy dokaz. Vyjdes z definicie
limity postupnosti. Povedz mi ju.

_1 n oo
Z: Postupnost { (=1) } md limitu a = 0 prdve vtedy, ked ku kaZdému ¢islu e > 0 existuje
n n=1
taky prirodzeny index ng, Ze pre vietky prirodzené ¢isla n 2 ng plati

(="

n

-0

< €.

la, —al <e diZe ‘

U: Vyborne. Dostal si nerovnicu s premennymi n a €. Uprav ju tak, aby si z nej videl, ako n
zavisi od ¢.
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Z: Cize ¢ md byt nezdvisle premennd a n zdvisle premennd. Skisim nerovnicu upravit odstrd-

nenim . Jej riesenie je v ramceku:
—1)"
‘( ) —0‘ <e
n
—1)"
|( V| .
n
—1)"
=D
]
1
—<eg
n

U: Zatial dobre. Vyuzil si vlastnost absolitnej hodnoty podielu. Vysledny vztah este uprav.

N«

: Ano, aby som na lavej strane mal len n a na pravej strane vyraz obsahujici :

1 1
—<eg = n>-.
n €

U: Kedze € > 0, tak aj n > 0. Ku kazdému ¢ (lubovolne zvolenému) vies teda uréit potrebny

index ng. Dokézal si, Ze postupnost {(_)} je konvergentna a jej limitou je
n n=1

naozaj c¢islo 0.
Z: Ale ja neviem ako dostanem index no. Ako zdvisi od hodnoty & ?

.....

€
tohto podielu. Vyskusaj si to pre niekolko roznych hodnét «.

Z: Tak teda:
pre € =295 jge n>0,2 a ng=1,
pre =1 je n>1 a nyg=2,
pre €¢=0,5 je n>2 a ng=3,
pre ¢=0,1 je n>10 a ny=11,
pre ¢=20,01 jge n>100 a ng=101, ...
Uz je mi to jasné.

Uloha :
Zistite, ¢i je postupnost {a,} -, dand vzorcom pre n-ty clen konvergentnd, ak

(="

n=-—F—14,
a) a 5
1
b) a, = )
) 2n+4
Vysledok:
1
a) postupnost je konvergentnd, a = 4, n > o0
€
1
b) postupnost je konvergentnd, a =0, n > — — 2.

2¢e
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Priklad 2: Zistite, ¢i je postupnost {a,}.., dand vzorcom pre n-ty élen divergentnd, ak
a) a, = (=1)"-n?,
b) a, = (—=1)" - 52 +5.

U: Poznés postup, ktorym sa zistuje alebo danej postup-
nosti?

Z: Najprv si vypocitam niekolko prviyjch ¢lenov postupnosti a pomocou nich sa pokisim vytvorit
odhad, ¢ postupnost konverguje alebo diverguje. V oboch pripadoch musim ten odhad
poturdit dokazom.

U: Ak hned na zacdiatku urc¢is, Ze postupnost je neohranicena, tak je divergentni. Ak je
ohranicend, tak naozaj musi$ vytvorit hypotézu o konvergencii alebo divergencii a dokéazat
ju. Podme na nasSe priklady.

Z: a) Postupnost je dand vzorcom a, = (—1)" - n?. Vypocitam si zopdr jej prvjch clenov a
potom sa uvidi:

n |1 ]2 [3] 4|5 |6 7]..
an=(-1)"-n? || 1| +4[ -9 +16 | —25| +36 | —49 | ...

c

: Vies povedaf, ¢i je postupnost ohrani¢end alebo neohranicend?

: Je neohranicena. Kladné hodnoty st stale vacsie a vicsie, rastt do plus nekonecna. Zaporné
hodnoty st stale mensie a idit do minus nekonecna.

c

U: Ano. Postupnost je neohranicend, takze je divergentnd. Prejdi na druhy priklad.

Z: b) Postupnost je dand vzorcom a, = (—1)" - 5% + 5. Opdt si najprv vypocitam zopdr jej
pruych hodnot:

c

: Co tieto hodnoty znamenaji?

: Postupnost je ohranicend, ale kedZe strieda hodnoty —20 a 30, tak nemd limitu.

C N

: Dobre. Postupnost nem4 limitu. Ako by si to dokazal?

: Sporom. Budem predpokladat, Ze nejakd limita existuje.

cC N

: Ano. Nech je limitou ¢islo a. Co to znamend podla definicie?

N«

: Ak je cislo a limitou nasej postupnosti, tak:
preVe>0 dngeN, ZepreVn=ng plati:

la, —al <& éize |(—1)"-5°+5—a|<e.

U: Pamiitas sa dobre. Ak to plati pre fubovolnti hodnotu ¢, tak to musi platit aj pre nejaku
nami zvolent hodnotu, napriklad ¢ = 0, 5. Pre lubovolné n a n+1, n = ny, plati:
|(=1)"-5%+5—a| <0,5,
|(=1)""-52+5—a| <0,5.
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: K ¢omu to bude dobré?

: S¢itame tieto dve nerovnice a uvidis.

C N

[(=1)" 5" +5—a| +|(-1)""" 52 +5—a| < 1,

|(=1)" 5" +5—a|+|a— (-1)"" 5" —5| < L.
Z: No, vela toho nevidim.

U: Teraz vyuzijeme vlastnost absolitnej hodnoty |z + y| < |z] + |y|, takze:

[(—1)" 5 +5—a+a—(—1)"""-52=5| < |(=1)" - 5°+5—a| + |a—(—1)""" -5°=5| < L.
Z: Na lavej strane sa vijraz v absolutnej hodnote dd zjednodusit.

U: Ano. A este sa da tato absoltna hodnota priamo porovnaf s ¢islom 1 na pravej strane
nerovnosti.

Z: TakZe prostredni cast vynechdm a vzniknutd nerovnicu vyriesim. RieSenie nerovnice je
v ramceku:

‘(—1)” 5245 ata—(—1)"" 52—5’ <1
‘(—1)" L9295 —(—1)"*L. 25‘ <1
(=1)" - 25 +(—1)" - 25] < 1

(—1)"- 50| < 1
(—=1)"] - 50 < 1
50 < 1

U: Tak, co ti to vyslo?

Z: Vyslo mi, Ze 50 < 1. Ale to nie je pravda.

U: Presne tak. Dosiel si k nepravdivému tvrdeniu, k sporu. Tvrdenie, Ze postupnost mé
limitu je teda nepravdivé. Plati povodné tvrdenie: postupnost {(—1)"-5%+5} " je

divergentna.
Uloha :
Zistite, ¢i postupnost {a,},_, dand vzorcom pre n-ty clen je divergentnd:
2n? +1
a) a, = )
( 15)” +7
b) a, = ————.
) 2
Vysledok:

a) Postupnost je divergentnd, pretoZe je neohranicend.
b) Postupnost je divergentnd, pretoZe ,kmita“ medzi hodnotami 3 a 4.
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Priklad 3: PouZitim definicie limity postupnosti dokdzte, Ze postupnost {a,},-, dand vzorcom

N«

pre n-ty clen md limitu rovni nule:

1
Y=
1
b n — 5.
) an =55
(-1)"+5
C) Ay = T
: Vo vsetkyjch troch prikladoch mdm dokdzat, Ze

lim a, = 0.
n—oo

. Ano. Kedy je ¢islo a = 0 limitou postupnosti?

: Podla definicie je to vtedy, ak pre lubovolné epsilonové okolie limity a =0 vieme ndjst taky

prirodzeny index ng, Ze vsetky cleny postupnosti, ktoré maji index vicsi alebo rovny ako
no, uZ budi lezat v epsilonovom okoli limity a=0.

: Vyborne. Ak ¢leny a, lezia v epsilonovom okoli limity, tak ich vzdialenost od limity je

menSia ako . Mozeme to zapisat takto:

a, € (a —e,a+¢e) Ccize |a, —al <e.

. A v nasom pripade to bude:

la, — 0] < e.

: Presne tak. Predpis pre n-ty ¢len je vlastne vyraz obsahujici premennia n. Dostanes tak

nerovnicu s absolitnou hodnotou, s dvoma neznamymi n a ¢.

: To sa nebude dat vyriesit.

: Nemds ju vyriesit. Len ju upravi§ na tvar n > V(g), kde V' (¢) je vyraz obsahujtci len

premennti .

: TakzZe ¢ bude nezavisle premennd, teda lubovolne volitelnd a n bude zdvisle premennd. Bude

zdvisiet od hodnoty c.

: Ano. Ak sa ti to podari, dokazes tym, ze k Tubovolnému ¢ vies najst potrebny index n,.

: Ale ak dostanem nerovnicu, v ktorej porovndvam premenni n s vgyrazom V (£) obsahujicim

premenni ¢, ako odtial dostanem hodnotu ng?

U: Za ny staci vziat najmensie prirodzené ¢islo n, pre ktoré plati, ze n > V/(¢). Alebo Tubovolné
vicsie. Tymto postupom dokazes, Ze existuje. A o to ide. K Tubovolnému ¢ néjdes ny.

Z: Urobim, ¢o budem vediet.

Z: a) Pruvd postupnost je dand vzorcom a, = . Mdam dokdzat, Ze jej limitou je ¢islo

n+7
a = 0. Nech ¢ je lubovolné dané kladné cislo. Vyriesim nerovnicu |a, — 0| < € pre dani

postupnost.
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KedZe vijraz = 0 v absolitnej hodnote je kladny, moZem rovno odstranit absolitnu

n 4+
hodnotu. Celé riesenie tejto nerovnice je v ramceku:

1

n+7
1

—0‘<5

|<5
1
n+7
1

TI/>__7
£

<e€

U: Dostal si nerovnicu v tvare n > V' (¢), kde V' (¢) = — — 7. Odtial vie$ pre akékolvek & urcit
pozadovani hodnotu indexu ngy. Vyskasaj si to pre e = 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001 ...
Z: Dobre:

pre ¢=0,1 je n>3 a ng=4,

pre ¢ =20,01 je mn>93 a nyg=94,

pre =20,001 je n > 993 a ng=99%4,

pre € =20,0001 je n>9993 a ny=999%4, ...

U: Ide ti to. Myslim, Ze mozeme prejst na dalsi priklad.

- 1
Z:b) Druhd postupnost je dand vzorcom a, = 3 Jej limitou md byt ¢islo nula. Pre lubovolné

1
kladné e vyriesim nerovnicu |a, — 0] < €. V absolitnej hodnote je vyraz . — 0 a ten je

vzdy kladny, preto mézZem odstrdnit absolutnu hodnotu bez zmeny viyrazu. Rieenie celej
nerovnice je v ramceku:

Ako sa mam dopracovat k tvaru n > V(e)?
U: Pontkam ti pomocku: logs 3" = n.

Z: Ahd. Zlogaritmovanim nerovnice pri zdklade 3 dostanem premennid n z exponentu:

1
n > logs —
£
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U: Kedze logaritmicka funkcia so zdkladom 3 je rastiica, tak sa nerovnost nezmenila. Vysktsaj

Cn4ist ind 3 1 11 1
si najst index ng pree =3; 1; =; —; a —.
) op 39 "8l
Z: Dobre:
pre £€=3 je n>-—1 a ng=1,
pre =1 je n>0 a nyg=1,
1
pre ezg je n>1 a ng =2,
1
pre €:§ je n>2 a ng=3,
1
pre 5:g je n>4 a ng=>o.

U: Vyborne. Mozes prejst na posledny priklad.

= . g - s _1 " + 5 ’ - 2 v R I . . v/
Z: c) Tretia postupnost je dand vzorcom a,, = % Mam dokazat, Ze jej limitou je cislo
n
a = 0. Nech ¢ je lubovolné dané kladné cislo. Vyriesim nerovnicu |a, — 0] < & aj pre tito
postupnost:
)" +5
‘ ( )2 —-0| <e
n
(-1)"+5
3 <e
n
(-1)"+5
<e
n2

Opit som vyuZil, Ze vijraz v absolitnej hodnote je kladny, takZze som odstrdnil absolitnu hod-
notu. A teraz c¢o?
4 4 ) 4

U: Pre neparne n dostanes nerovnicu: — <e¢ <« —<n° & n>4/-.
n € €

, . : 6 6
A pre parne n dostanes nerovnicu: — <& < —-<n & N> -
n € €

' 6 4 , ; . 6
Kedze n > \/j > 4/ —, sta¢i ak budeme uvazovat o nerovnosti n > 4/ —.
€ € €

. 6
Z: Uf. Zaujimavé. TakZe V(e) = \/j Mohol by som si to opdt vycislit pre nejaké konkrétne
€
hodnoty?
U: Samozrejme. Urob to pre ¢ = 6; 1; 0,01 a 0,0001.
Z: Dobre:
pre =06 je n>1 a ng=2,
pre =1 je mn > 2,449 a ng=3,
pre ¢ =20,01 je n>24,4948 a ng = 25,
pre ¢ =20,0001 je n >244,948 a ny = 245.
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U: Ano. Vo vietkych troch prikladoch sme dokazali, ze pre Iubovolné epsilonové okolie nuly

lezat vo vnutri toho okolia. Cislo 0 je limitou tchto postupnosti.

Uloha :

Pouzitim definicie limity postupnosti dokdzte, Ze limitou postupnosti {a,} -, danej vzor-
com pre n-ty clen je nula:

) 4
a) a, = ——,
on + 3
1
b n — T, —
) a Tn
1
c) G =—"—"2.
(2n —1)
Vysledok:
) >4 3
a)n>_———
5 5’
1
b)n>g,
Jn> 4 +1
c)n VRIS

.....
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cC N C

riklad 4: Pouzitim definicie nevlastnej limity postupnosti dokdzte, Ze plati:
a) lim n? = +oo,

b) lim (10 — n) = —oo,

n—oo

4n? —
c) lim oS

n—o00 5

+00.

: V zadani ilohy mame pojem nevlastna limaita postupnosti. Spomenies si ¢o to je?

: Limita je nevlastnd vtedy, ked to nie je konkrétne ¢islo, ale plus alebo minus nekonecno.

: Dobre. Uvediem to presnejsie:
Postupnost {a,} ~, md nevlastnd limitu plus nekonecéno (a = +o0) prdve vtedy,
ak ku kaZdému (lubovolne velkému) redlnemu éislu h > 0 existuje prirodzené
¢islo ny také, Ze pre vsetky prirodzené éisla n = ng plati: a, > h.
Vies preco sa za h berie kladna hodnota, Tubovolne velka?

. Asi preto, Ze ked sa nekonecne vela clenov postupnosti bliZzi do plus nekonecna, tak si to
kladné a velké c¢isla, preto md zmysel nastavit aj hodnotu h kladni a lubovolne velkii.

: Dobre. Podobne zavediem nevlastna limitu minus nekonec¢no:
Postupnost {a,},—, md nevlastnid limitu minus nekoneéno (a = —o00) prive
vtedy, ak ku kaZdému (lubovolne malému) reilnemu éislu d < 0 existuje pri-
rodzené ¢islo ng také, Ze pre vsetky prirodzené cisla n = ng plati: a, < d.

: Teraz sa nekonecne vela clenov blizi do minus nekonecna, takZe su zdporné a stdle mensie,
z ./ ) z 7z u P z
preto nas bude zaujimat hodnota d len zdpornd, lubovolne mald.
: Podme teda na konkrétne postupnosti.

o0 v

: a) Mdm dokdzat, Ze postupnost {n*} ~ md nevlastni limitu plus nekonecno. Podla de-
finicie by som teda mal vediet k lubovolne velkému cislu h ndjst taky index ng, Ze vietky
cleny postupnosti s indexom rovnym alebo vicsim ako ng, budi vicsie ako h.

: Znamena to, Ze mas nerovnicu a, > h upravit na tvar n > V' (h), kde na pravej strane je
vyraz obsahujici premennt . Tym dokazes, Zze pre lubovolne zvolené h existuje potrebné
ng-

: Skiisim. Nech h je lubovolné kladné redlne ¢islo. KedZe a, = n?, tak nerovnost a, > h md
tvar:

n?>h, odtial n> Vh.

. Ano. Za ng teraz stadi vziaf najmensie prirodzené &slo, ktoré je vicsie ako vh. Tym
sme dokézali, Ze ¢leny naSej postupnosti idii do nekonecna. Nevieme ich ohranicif zhora

prekrocia ohranicenie h. Vyskuasaj si to pre h = 0,01; 4; 25 a 100.
: Dobre:

pre h=0,01 je n>0,1 a ng=1,
pre h =4 je n>2 a nyg=3,
pre h =25 je n>>5 a ng=0,
pre h =100 je n>10 a ng=11.
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U: Islo ti to dobre. Prejdime na druht postupnost.

Z: b) Mdm dokdzat, Ze postupnost {10 —n}~ , diverguje do minus nekonecnu. Definicia
hovort, Ze by som teda mal vediet k lubovolne malému c¢islu d ndjst taky indexr ng, Ze

.....

U: Pre fubovolné zaporné ¢islo d mas nerovnicu a,, < d upravit na tvar n > V'(d). Ak sa ti to
podari, dokaz je hotovy.

Z: KedZe a,, = 10 — n, tak nerovnost a,, < d md tvar:
10—n<d, odtial n > 10— d.

Je to v poriadku?

vvvvvv

najmensiu prirodzent hodnotu vécésiu ako 10 — d. Ku kazdému d teda existuje hodnota
indexu ny. Vyskusaj si to pre d = —5; —10 a —1000.

Z: Dobre:
pre d= —5 je m>15 a ng =16,

pre d = —10 je n>20 a nyg=21,
pre d=—1000 je n>1010 a ny=1011.

U: Dobre. Rovnako by si postupoval pri akejkolvek hodnote d. Ostal nam uZ len posledny
priklad.

- ) . 4n? — 317
Z: c) Tretia postupnost je =
n=1
K lubovolne velkému c¢islu h by som teda mal ndgst taky index ng, Ze vsetky cleny postup-
nosti a, s indezom n rovnym alebo vicsim ako ng, budi vicsie ako h. CiZe:

4n? — 3 . Vbh + 3
3 > h, odtial n>T.

a mdm dokdzat, Ze diverguje do plus nekonecna.

Hotowvo.

U: Vyborne. PouZil si niekolko ekvivalentnych tprav a dosiel si k tomu, Ze k Tubovolnému
kladnému £ existuje potrebny index nq. UkaZ mi to opit pre niekolko konkrétnych hodnot
h.

Z: Dobre. Tak napriklad:
pre h=10 je n > 3,64 a ng=4,
pre h=85 je n>10,344 a ny=11,
pre h=>523 je n>2505832 a ny=206.

U: Vyborne. Dokézal si, ze vsetky tri postupnosti st divergentné. Dokazovanie nevlast-
nych limit pomocou definicie si mozes precvi¢it aj samostatne.
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Uloha :
PouZitim definicie nevlastnej limity postupnosti dokdzte, Ze plati:

a) lim \/n = +o0,

n—oo

b) lim (2 — 5y/n) = —oc.

n—oo

Vysledok:
a) n > h?

b)n > (2%1)2




