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Geometrickd postupnost

Mgr. Jana Kralikova

: V tejto téme sa budeme rozpravat o geometrickej postupnosti. Co o nej vies?

: Noooo, nie je toho vela, ale pamdtam si nieco z a viem, Ze

v geometrickej postupnosti platia podobné vztahy.

: Tak to budeme musiet zacat pekne od zaciatku. Definiciou.

Postupnost {a,} ~ sa nazjva geometrickou postupnostou prive vtedy, ak sa
ddé vyjadrit rekurentne v tvare:

a1 =a, Gpy1 = Gy, -q pre kazdé n € N,

pricom a, ¢ su dané realne cisla.

Realne cislo q sa nazgva kvocient geometrickej postupnostsi.

: Ak tomu rozumiem sprdvne, tak kazZdy nasledujici clen dostaneme tak, Ze predchddzajici

clen vyndsobime cislom q. Pri aritmetickej postupnosti sme pripocitavali diferenciu, pri
geometrickej postupnosti ndasobime kvocientom.

: Presne tak. Co myslis, ako bude vyzeraf geometricka postupnost, ktorej prvy ¢len sa rovna

nule?

: Ak je prug clen nula a vyndsobim ho nejakym kvocientom, tak aj druhy clen mi vyjde nula.

A ak ten vyndsobim kvocientom, tak aj treti clen bude nula. A tak dalej. Vietky cleny budi
nulove.

: Ano. Ak v geometrickej postupnosti {a,}.>, je a1 =0, tak pre kazZdé n € N bude

a, = 0. A ako bude vyzerat geometrickd postupnost, ak sa nule nerovna jej prvy ¢len, ale
kvocient ¢7

: TakzZe prvy clen je nenulovy. Druhy dostanem tak, Ze ten prvy vyndsobim qéckom, teda

vlastne nulou. Druhy clen mi vyjde nulovy. A potom uzZ to budi tieZ len samé nuly.

: Spravne. Ak v geometrickej postupnosti {a,} -, jea; #0 a ¢ =0, tak bude a, =0

pre kazdé n € N, n > 2. Dalej sa budeme zaoberaf uz len geometrickymi postupnostami,
v ktorych a; ani ¢ nie st rovné nule.

: Je mi jasné, Ze ak ani prvy clen ay ani q nie su rovné nule, tak potom Ziaden clen geomet-

rickej postupnosti nebude mat nulovi hodnotu. Nula medzi ¢lenmi nebude.

: Ano. V takom pripade ale vieme urobit podiel kazdjch dvoch za sebou idtcich ¢lenov

a tento podiel je konstantny. Ak v geometrickej postupnosti {a,} —, je a; # 0
a q#0, tak pre kazdé n € N plati:

Un41 o

an,

: V aritmetickej postupnosti je diferencia - rozdiel.

V' geometrickej postupnosti je kvocient - znamend to podiel ?




JKPo06-T | | List 2

U: Ano. Podiel alebo pomer dvoch veli¢in. Ale tento pojem sa nevyskytuje len pri postupnos-
tiach.

Z: Ja viem, existuje napriklad inteligencny kvocient — IQ).

U: Pekny priklad. V tomto pripade ide o podiel mentalneho — rozumového veku a kalendar-
neho veku, vynasobeny hodnotou 100. Ale podme spit k matematike a k postupnostiam.
Doplnim este, ze geometrickd postupnost je jednoznacéne uréend svojim prvym
clenom a; a kvocientom q.

Z: Rozumiem. Pomocou prvého clena a kvocientu viem vyrobit prdve jednu geometricki po-
stupnost.

U: Mame za sebou tvod do geometrickej postupnosti. Teraz si ukdzeme, ako budeme zistovat,
¢i nejakd postupnost je geometricka.

2n+3 ) °
Zisti, ¢i postupnost { o } je geometricka.

n=1

Z: Ak si urobim rozdiel dvoch za sebou iducich clenov a tento rozdiel bude konstantny, tak
pojde o aritmetickid postupnost. V tomto priklade mdm asi zistit ¢i bude konstantny podiel.

U: Ano. Ak je podiel lubovolnych dvoch za sebou iducich ¢lenov postupnosti konstantny,
tak je to geometrickd postupnost.

Z: Musim si teda vyrobit vztahy pre lubovolné dva za sebou idice éleny. Vztah pre clen a, je
v zadani prikladu. Vztah pre nasledujici ¢len dostanem tak, Ze vo vzorci pre a, nahradim
premenni n vyrazom n+1:

32n+3
Un =~
32'(n+1)+3 32n+2+3 32n+5
ant1 = qntl  gnfl gnflc

U: Dobre. Pokracuj.

Z: Teraz vytvorim podiel clenov a,1 a a, a upravim ho:

32n+5
Ant1 . gn+1 . 32n+5 - 4" . 32 . 9
ay, - 32n+3 - An+1 . 32n+3 - 4 - 4_1
4n

U: K ¢omu si sa dopracoval?

9
Z: Podiel mi vysiel T To je konstanta, lebo nezdvisi od hodnoty premennej n.

2n+3 ) °°
Postupnost { T } je geometricka s kvocientom ¢ = 125 prvym c¢lenom
n=1
35

[ 4

U: Spravne. Dalsie ulohy podobného typu najdes medzi riesenymi prikladmi.
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U: V aritmetickej postupnosti platia pre jej ¢leny uréité vztahy. Spomenies si na niektoré?

Z: Pokusim sa. Napriklad — vzorec pre n-ty clen aritmetickej postupnosti vyzera takto:

a, =a;+ (n—1)-d.
U: Vyborne. Podobny vzfah plati aj pre geometrickii postupnost, s tym rozdielom, Ze nepri-

pocitava$ diferenciu, ale nasobis kvocientom. Skus si odvodit, ako by si dostal druhy, treti,
stvrty a potom n-ty ¢len geometrickej postupnosti - pomocou prvého clena a kvocientu.

Z: Podla definicie geometrickej postupnosti sa a,., = a, - q. TakZe:

— pre druhy clen plati: as = ay - q,
— pre treti clen plati: az=as-q=(a1-q)-q=ay- ¢,
— pre Sturty clen plati: ag=az-q=(ar-¢*) - q=ay¢.

U: Uz vidis, ako dostanes ¢len a,,?

Z: Ano. Prvy clen ndsobim mocninou gécka. Stuperi mocniny je viZdy o jeden mensi nezZ
poradové ¢islo clena, ktory chcem vypocitat. TakZe ak budem chciet clen a,,, tak prvy célen
vynasobim géckom umocnenym na n—1.

U: Upresnim to:

Veta o uréeni geometrickej postupnosti vzorcom pre n-ty clen:
V geometrickej postupnosti {a,} ~ s dangm prvgm élenom a; a kvocientom g
plati:

n—1

pre kazdé n e N: a, =a;-q

U: Prvy dolezity vzfah mame za sebou. Teraz skis vyjadrit n-ty ¢len nie pomocou predché-
dzajtaceho alebo prvého ¢lena, ale pomocou lubovolného s-tého ¢lena.

Z: To akoZe si mdm ten vztah odvodit?

U: Presne tak. Cleny a, a a, si najprv vyjadri pomocou predchidzajiceho vzorca pre n-ty

clen.

Z: Takze:
an =ay-q" %,
as =ay - ¢° L.

a
U: Dobre. Teraz vytvor podiel — a z neho vyjadri ¢len a,,.
S

Z: Vykonam.

n—1
a aj - .
o= al—gl = ¢ =g g odtial a,=a,q
s 1°

n—s

U: Spréavne. Odvodil si vzorec, v ktorom ¢len a,, vie$ vyjadrit aj pomocou [ubovolného ¢lena.
Tento vzorec sa obycajne pouziva s inou dvojicou pismen. Takto:

Veta o vztahu medzi r-tgm a s-tgm élenom geometrickej postupnosti:
V geometrickej postupnosti {a,} ., s dangm kvocientom q plati:

r—s

pre kazdé r,s e N: a, =as-q
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U: Dalsi vzfah, ktory si zavedieme, bude o tom, ako sa s¢itavaji ¢leny geometrickej postup-
nosti. Najprv sa ta ale opytam: je aritmetickou?

N«

. Ale dno. Ak su vsetky cleny rovnaké, tak ide o aritmeticki postupnost s diferenciou 0.
Dalsi clen, ktory je rovnaky ako predchddzajici, dostanem len pripocitanim nuly. TakZe
konstantna postupnost je aritmetickou postupnostou.

c

: Dobre. A je konStantna postupnost geometrickou postupnostou?

. Teraz ste ma zmiatli. Ved je aritmetickou.

cC N

: Porozmyslaj. Je aj geometrickou?

N«

: V konstantnej postupnosti si vietky cleny rovnaké. Aky by musel byt kvocient, aby som po
vyndsobeni kvocientom dostal zas rovnaké ¢islo? No jasné, kvocient bude 1. TakZe kon-
stantna postupnost je geometrickou postupnostou.

U: Tento poznatok budeme potrebovat. Pri geometrickych postupnostiach sa totiz inak pocita

sucet ak ide o konStantni postupnost a inak, ak nejde o konstantni postupnost.

Z: Sucet prvych n ¢lenov konstantnej postupnosti vypocitat viem. Predsa, ak mdm

scitat n rovnakych cisel, tak ich sucet je n - a,,.

U: Spravne. Ostal nam pripad, Ze postupnost nie je konStantna, teda kvocient ¢ # 1. Stcet

prvych n ¢lenov postupnosti si oznacime s,,. Skis ho rozpisat.

Z: Dobre.
Sp =01+ ax+az+---+a,

Sp=ai+a-q+ta ¢ +-+a " (%)
U: Celt rovnicu teraz vynasob kvocientom gq.
Z: To zvladnem.

Sn=a1+a-q+a ¢+ +a-¢"" /g

Snoq=a-qta-¢ta-¢+ta-g" (x%)

U: Nasledujica uprava bude takato: od rovnice vynasobenej kvocientom ¢ (rovnica je modra

a oznacend *x ), od¢itas rovnicu so stictom c¢lenov (rovnica je Cervend a oznadend * ).
Mnohé vyrazy sa ti potom podari od¢itat. Na zaver uz len osamostatni s,,.

N«

: Skusim, upravy su v ramceku:

n—1

Sp=ai+ai-qtar g+ targ
Sn-q=a1-q+a-¢*+a-¢+---Fa-q"
Sn =S = a1t ar @t ar @+t ar g

—(a1+a1-q+a1-q2+---+a1-q”_1)

Sp q—Sp=a1-q+a-¢+a-¢ 4+ +ar- g~
—a—a-q—ar-F— - —ay g

Spq — Sy, =4da1 (g

sn-(@—1)=a1-(¢" - 1)
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Hotovo. Slo to celkom dobre.

U: Takze ja uz len zhrniem, ¢o sme si to vlastne odvodili:
Veta o sucte s, prvych n célenov geometrickej postupnosti:
V geometrickej postupnosti {a,} ~, s dangm prvgm élenom a; a s kvocien-
tom ¢ plati pre sucet prvych n élenov tejto postupnosti vzorec:
n-a, ak g =1,
S — n __
! a - 1 , ak q#1.
qg—1
U: A teraz sa porozpravame o tom, preco sa geometrickd postupnost nazyva geometricka.
Majme tri za sebou iduce ¢leny geometrickej postupnosti: a,,_1, a,, a,,1. Ako by si vyjadril
¢leny a, a a,y; pomocou rekureniného vztahu?
Z: Takto:
Ap = Qp—1 " q a Apy1 = Ay " (.
U: Dobre. A teraz z oboch rovnic vyjadri kvocient q.
Z: Takze:
Qp, (p41
q= a q= :
(p—1 Qn
U: Opiit predpokladéame, Ze ani prvy ¢len postupnosti, ani kvocient nie st rovné nule, takze
ziadny clen postupnosti nie je nulovy. Teraz porovnaj pravé strany oboch rovnic, ktoré si
dostal a vyjadri ¢len a,,.
Z: Ak porovndm obe pravé strany rovnic, tak mi kvocient q tplne vypadne. Odstrdnim zlomky

ndasobenim menovatelmi a odtial uz rovno vyjadrim clen a,. Upravy si v rdmceku:

Qap . An+1
an—1 Qnp,
Qn, L An+1
— / *Ap—1 - ap
an—21 anp
a2 =ap_1-aps1 [V
|an‘ — Ap—1 " Ap41

: Takymto vztahom je v statistike definovany geometricky priemer dvoch hodnot.

V geometrickej postupnosti {a,} ., je lubovolny jej élen, poénic druhygm,
geometrickym priemerom svojich susednych élenov:

pre kazdé n € Nyn =2 2 plati:  |a,| = /an_1 - apyi1-

: Aha, takZe odtial ndzov. Aritmeticky priemer — aritmetickd postupnost, geometricky prie-

mer — geometrickd postupnost.




JKPo06-T | | List 6

U: Mame za sebou odvodenie Styroch délezitych vztahov tykajucich sa geometrickej postup-
nosti. Ich zhrnutie si pozri v ramceku:

V geometrickej postupnosti plati:

vzorec pre n-ty ¢len ap = ay - q" 1 neN,geR
vztah medzi r-tym a s-tym ¢élenom | a, = a, - ¢ *° r,seN, geR
stucet prvych n c¢lenov Sp =N - a neN, ¢g=1
sucet prvych n ¢lenov Sp = ay - q;:l neN, g#1
geometricky priemer \a,| = \J/an_1 api1 | MEN, n =2

Dokazy ich platnosti najdes v rieSenej dokazovej Casti.

U: Ostava nam porozpravat sa o monoténnosti geometrickej postupnosti. Co myslis,
ako monoténnost zavisi od hodnoty kvocientu ¢?

Z: Uz viem, Ze ak sa q = 1, tak sa vsetky cleny geometrickej postupnosti rovnaji prvému
¢lenu, takZe postupnost je konstantna.

U: A vedel by si aj pre nejaki intt hodnotu kvocientu povedat, ako sa buda spravat ¢leny
geometrickej postupnosti?

Z: Ak sa q = 0, tak od druhého clena su v postupnosti samé nuly. Teda postupnost je kon-
Stantnd od druhého élena. Ak je aj prvy clen nula, tak celd postupnost je konstantnd.

U: Ak prvy ¢len mé kladnt hodnotu a za nim nasleduji uz len ¢leny s nulovou hodnotou, tak
postupnost je monoténna. Presnejsie aka?

Z: Takdto geometrickd postupnost je

U: Dobre. A v opa¢nom pripade, ak je prvy ¢len zaporny a za nim nasleduji uz len nuly, tak
ide o akt postupnost?

Z: V takom pripade ide o

U: Dobre. Vyriesili sme si pripady, ze ¢ = 0 a ¢ = 1. Rozoberme si teraz pripady, ze ¢ > 0
aq<0.

Z: Uz viem. Ak ndsobim kladnym cislom, tak postupnost bude rastica. Ak budem ndsobit
zdpornym c¢islom, tak postupnost bude klesajica.

U: Naozaj? Tak si to preverime na priklade:

Nech postupnost {a,} -, je geometrickd, s prvgm élenom a, a kvocientom q.
Vypis hodnoty prvych siedmych clenov tejto postupnosti, ak:
a) a; =16, ¢ =2,
b) a; =16, ¢=0,5,
c) a; =16, q=—2.

Z: a) To je lahké. Prvy c¢len md hodnotu 16 a kaZdy dalsi ¢len bude 2—krat vicési ako pred-
chdadzaguci. Prvych sedem clenov postupnosti bude mat hodnoty:

16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024.
Ved som to vravel. Kladny kvocient, rastica postupnost.
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U: Tak prejdime na priklad b).

Z: b) V druhom priklade ma kvocient hodnotu jedna polovica. KaZdy nasledujici clen po-
stupnosti dostanem tak, Ze ten predchddzajict vynasobim jednou polovicou. Vlastne delim
dvoma. Cleny tejto postupnosti budi mat hodnoty:

16, 8, 4, 2, 1, 0,5, 0,25.
Kvocient je kladny, ale postupnost nie je rastica ani zdaleka. Prdve naopak. Je klesajica.
Asi som urobil nejaki chybu v usudku.

U: Presne tak. Geometrické postupnost sa sprava inak ako aritmetické. Pri nasobeni kladnou
hodnotou zalezi aj na tom, ¢i je t4 hodnota vicsia ako 1 alebo mensia ako 1.

Z: ¢) Kvocient md hodnotu —2. Absolitna hodnota nasledujiceho clena bude stale 2—krat
vicsia neZ u predchddzajiceho, ale znamienka sa budi striedat.
U: Ano. Este vypis ¢leny tejto postupnosti.

Z: Pruvy clen je 16, kvocient je —2, takZe prvych sedem clenov bude:
16, —32, +64, —128, +256, —512, +1024.
Takdto postupnost nie je monotdnna.

U: Dobre. Postupnosti, ktorej cleny striedaju znamienka sa hovori oscilujica alebo kmi-
tajuca. Takato postupnost dostane$ aj v pripade, Ze prvy ¢len postupnosti aj kvocient
maji zaporni hodnotu.

Z: TakzZe musim ddvat pozor nielen na znamieno kvocientu, ale aj na znamieno prvého clena?

U: Ano. Zhrnutie monoténnosti si pozri v nasledujiicom raméeku:

’ prvy clen \ kvocient \ geometricka postupnost"

qg>1 rastiica
g=1 konstantna
ap >0 |qe(0,1) klesajuca
q=20 nerastuca
qg<0 oscilujuca
’ a1 =0 \ geR \ konstantna
g>1 klesajuca
g=1 konstantna
a; <0 qe (0, 1) rastiica
g=0 neklesajuca
qg<0 oscilujuca

Z: Dakujem, teraz to vidim pekne pohromade.

U: Posledna vec, o ktorej sa porozpravame, bude graf geometrickej postupnosti. Mal by si

vediet, ze je mnozina izolovanych bodov. Pripomenme si vzorec pre
n-ty ¢len geometrickej postupnosti a ty mi povedz, ¢o je v tomto vzorci konstanta a co
premenna.

Z: Vzorec pre n-ty clen je

a, =ar-¢"", neN, a;,q €R.

Hodnoty ay a q su dané€, teda konstanty. Premennou je n.
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U: Spravne. Aku funkciu s premennou n by si dostal, keby si rozsiril defini¢ny obor postupnosti
na mnozinu vsetkych realnych ¢isel?

Z: Premennd n je v mocniny so zdkladom q, takzZe vyslednd funkcia je

U: Nie vzdy. V exponencialnej funkcii musi byt zdklad mocniny kladny a rozny od jednej. V ta-
bulke pre monoténnost geometrickej postupnosti sme si zhrnuli, ako z&visi monoténnost
od hodnoty kvocienta q.

Z: Aha, exponencidlnu krivku by sme dostali len v pripade, Ze a; # 0 a kvocient ¢ > 1 alebo
je z intervalu (0, 1).

U: Spravne. Body tvoriace graf geometrickej postupnosti budi v takom pripade lezat na
exponencialnej krivke funkcie

y=ay-¢" ", kdex € R, a; € R— {0}, g € RT — {1}

Z: A ak sa napriklad q = 1, tak je postupnost konstantnd a jej graf je mnoZina bodov, ktoré

lezia na priamke
Y =a.

U: A sme na konci. Povedali sme si vSetko potrebné k tedrii geometrickej postupnosti. Ak
chces vedief o geometrickej postupnosti eSte viac, pozri si rieSent ¢ast Priklady. V praxi
sa geometrickd postupnost vyuziva napriklad vo , ale o tom sa
uz hovori v inej téme.
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Priklad 1: Zistite, ¢i postupnost{a,}. ., je geometrickd. Ak dno, urcte jej kvocient, prvy clen
a rekurentny vztah.

27171 . 5n+2

a) an = —p

b) a, = 2n71 + 32711 + 5n+2'

U: MAS zistit, ¢i dané postupnosti st . Akt postupnost nazyvame geometrickou?

Z: Postupnost je geometrickd, ak podiel kazdijch dvoch za sebou idicich c¢lenov je konstantny.

alebo podiel o+l

Qp+1 Qp

. v ~ . . n
Len neviem, ¢ mdm vytvorit podiel

U: Aby si zistil, ¢i postupnost je geometrickd, mozes vytvorit ktorykolvek z tychto dvoch

navzajom si prevratenych pomerov. Ale mas uréit aj q a ten je definovany ako

. 1 An41
podiel —
a’n

271,71 . 5n+2

Z: a) Dobre. Prvi postupnost mdam dani vzorcom a, = . Vyjadrenie pre clen a, .,

327n
dostanem tak, Ze vo vyraze pre clen a, dosadim za premennd n vyraz n+1:
2n—1 . 5n+2
an = 3277L )
2(n+1)—1 . 5(n+1)+2 on . pn+3
Apy1 = -

32—(n+1)  3l-n

Teraz vytvorim ich podiel a zjednodusim ho:

on . 5n+3
" Talon on . 5n+3 .
fntl _ _ 3 - = 2.3.5 = 30,
a, on ,5n+2 . on—1 ., 5n+2
327n

Podiel je konstantny, nezdvisi od premennejn. Postupnost je teda geometrickd, jej kvocient
q = 30.

U: Dobre. Ur¢ este prvy ¢len a pomocou neho a kvocientu

Z: Prvy clen wrcim lahko. Dosadim do vzorca pre n-ty c¢len za n hodnotu 1:
2n—1 . 5n+2
an = T 32n
_o2tt.pttz 2058 1.125 125
T T

Este si vypocitam clen a1 pomocou clena a,. TakZe:
Upi1 =q - Ay = 30 - ay,.

U: V rekurentnom predpise musi§ maf aj hodnotu prvého ¢lena aj tento vzfah. Aky bude
teda zaver tohto prikladu?
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Z: Dana postupnost je geometricka a jej rekurentny vztah je:

125
a; = KR Gpy1 =30-a, pre Vn e N.

U: Dobre. Prejdime na priklad b).

Z: b) Postupnost je dand vzorcom pre n-tyj élen: a, = 2"' + 327" + 5""2, Budem postupovat
ako v predchdadzajicom priklade. Vytvorim najprv predpis pre clen apyq:

a, = 2n—1 + 32—n + 5n+2’

Upg1 = 9(n+1)-1 4 32—(n+1) + 5(n+1)+2 —9on 4 31-n + mn+3.

Ich podiel je:
anp1 2"+ 3l=n 4 5nt3
a, - on—1 + 32-n + 5n+2'

A co teraz?
U: Hodnota podielu zavisi od hodnoty premennej n. Skus si vypocitat zopar prvych ¢lenov.

Z: Asi postacia prvé tri éleny. Vypocitam ich a zapisem do tabulky:
nl 1] 2] 3 ..
129 | 628 | 3129,3 | ...

a n

a a
U: A teraz podiel = porovnaj s podielom =2

ay a2
. 4y 628 as 31293
7. Takzer 22 =220 = 4 868 4 _ - 4,983,
e T 129 ¢ 628 ’

» ° o . o » v . (07% . o v »
Dana postupnost nie je geometricka, pretoze podiel —* hie je konstantny.
an

U: Spravne. Vyries si aj nasledujtice tlohy.

Uloha :
Zistite, ¢i postupnost {a,} | je geometrickd. Ak dno, urcte jej kvocient, prvy clen a re-
kurentny vztah.

a) a, = 2n—5 . 32—n;

3n71
b) a,= 5
Vysledok:
Obe postupnosti si geometricke.
2 L, 3 2
a) g ==, rekurentny vztah: a1 = —, Gpy1==-a, pre Vn €N,
3 16 3
3 . 3
b) ¢ = 3 rekurentny vztah: a; = 16, a,11 = 5 a, pre Vn € N.
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Priklad 2: Zistite, ¢i je postupnost {a,}, ., geometrickd a urcte sicet jej prvych piatich

clenov, ak:
7
a,=—, x€R, x#£0.
xn

U: Kedy sa postupnost nazyva ?
Z: Postupnost je geometrickd vtedy, ak podiel lubovolngch dvoch za sebou idicich clenov je

konstantny.
U: Dobre. Ako zistis, ¢i postupnost je geometricka?
~ a g
Z: Vytvorim si predpis pre clen a,.1 a potom urobim podiel il Ak je konstantny, postupnost

je geometricka. !
U: Mozes sa pustit do rieSenia prikladov.
> g . - 7 . v
Z: a) Postupnost je dand vzorcom a, = —, = € R, x # 0. Predpis pre clen a1 dostanem

tak, Ze vo vyraze pre clen a, dosadim za premenni n vyraz n—+1:

Qp = .’If_n;

T
an+1 = T
Vytvorim ich podiel a zjednodusim ho:
7
e I (L A |
T
xn
A teraz neviem, to ¢o mi vyslo je konstanta alebo nie?
1
U: Cislo z je redlny, nenulovy parameter. Zavisi podiel — od premennej n?
x

Z: To nie. Ziadne n vo vysledku nie je.
U: V tom pripade je podiel konsStantny a udava hodnotu kvocientu gq.
Z: Tak%e dand postupnost je geometricka a jej kvocient g = —.
U: Spravne. Ostava urcit stucet prvych piatich ¢lenov tejto postupnosti.
Z: Pit ¢lenov nie je tak vela, mohol by som si ich vypisat a potom spocitat.
U: V tom pripade menim zadanie prikladu. Vypocitaj sucet prvych pitdesiatich ¢lenov.
Z: Aha, tak to si musim spomenit na vzorec pre sucet. Lenze zapamital si vzorec je miekedy

velmi tazké.
U: To je pravda. Tak si ho odvod, ked si ho nepaméitas.
Z: Zartujete? To je este horsie, neZ si ho zapamitat.
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U: Pomo6zem ti. Ak je postupnost konstantna, tak vsetky ¢leny st rovnako velké ako prvy

a teda sucet n rovnakych ¢lenov je s, = n-a;. Ak postupnost nie je konStantna, tak vzorec
q'n, -1

pre sucet ma tvar s, = a; T
q —

: A nasa postupnost je konstantnd alebo nie?

c N

: Rozhodni to sam. Kvocient poznas.

. 1 : .
. Kvocient ¢ = — nemd konkrétnu ciselni hodnotu. Aha, uz rozumiem, x je parameter, od

N«

x
ktorého zdvisi, aky bude kvocient aj celd postupnost.

U: Ano. Pokracuj.

Z: TakZe:
Postupnost je konstantni prave vtedy, ak jej kvocient sa rovna 1.
1
=1 & —=1 & z=1
x

Do vzorca pre sucet budem potrebovat este hodnotu prvého élena:

7 7
m=-—;=-, akxz=1 taka=-="T.
T T 1
Mdm teraz vypocitat sucet prvych piatich alebo prvych pdtdesiatich ¢lenov?
U: Prvych piatich bude stacit.
Z: Dobre. Takze:
Sp =N ay

U: A teraz vypocitaj sucet, ak postupnost nie je konstantna.

Z: Pre kvocient réozny od 1 nie je postupnost konstantna.

1
g#1 & —#1 & x#l.
x

V tomto pripade pouZijem ten druhy vzorec pre sucet clenov.

U: Presne tak. Prvy ¢len a kvocient poznés.

Z: Ano. Kedse a; = — a ¢ = —, tak dosadim do vzorca:
x x

S5 =

U: Dobre. Zjednodus vyraz, ktory si dostal.
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Z: Ak to wlddnem.

ARG s N A B G N O ) RN O ¢ B
T T Cx B2 (l-x) 2b-(l-a)
U: Vysledny vyraz sa sice d4 dalej kratif, ale pre nés bude stacit v takomto tvare. Povedz mi

uz len odpoved tohto prikladu.

= 9 7 > . . »
Z: Postupnost {n} , x € R, z # 0, je geometricka.

L™ n=1
Ak parameter r = 1, tak je konstantna: a; =7, ¢ =1 a s; = 35.
.. . , 7 1 7-(1—2)
Ak parameter = # 1Az # 0, tak nie je konstantna: a; = —,¢g=—as; = ———.
T x z® - (1 —x)

U: Pekne si to zhrnul. Skus si samostatne preriesit aj nasledujtce tlohy.

Uloha 1:
Zistite, ¢i je postupnost {a,},_, geometrickd a urcte sucet prvych Siestich clenov tejto
postupnosti:
5xn+2
a) a, = 7 ° € R,
n—1
b)anzw; r,y €R, y#0.
Vysledok:

a) Postupnost je geometrickd s kvocientom q = = a progm clenom a; = 1 a3

5 15
- Ak g=1, takalzzasf;:?.
523 2%—1  5a3
—Akq;él,taksﬁ:i~m :i~(x5+x4+x3+x2+x+l).

4 -1 4
b) Postupnost je geometrickd.

1
- Ak x =y, tak postupnost je konstantnd: a; = —q=1ass=
Yy

x 1 2°—y
;= — a8 = —5

1
- Ak x # y, tak postupnost nie je konstantnd: a; = — 5 .
) ) Y r—y
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o0

Priklad 3: Urcte vsetky geometrické postupnosti {a,}._,, pre ktoré plati:

a)

Cl1+&3:20
CL1+CL2+(13:26,

b)

a1+a2+a3:168
a4+a5+a6:21.

Z: a) Je dand sustava rovnic:
aq —f- ag = 20

a1+a2+a3:26.

Vsimol som si, Ze ak odpocitam prvi rovnicu od druhej, tak dostanem, Ze druhy clen ma
hodnotu 6. Dd sa to vyuZit?
U: Dobry postreh. KedZe aq, as, az st ¢leny geometrickej postupnosti a ay = 6, tak plati:
a
ap — 72 = -
q q
az = as - q = 6q.

Z: A ¢o ak je kvocient rouny nule? Nebudem ho moct stréit do menovatela.

U: Ak by kvocient bol rovny nule, tak vsetky ¢leny od druhého by boli tiez nuly. Ale potom
by si z prvej rovnice dostal, ze a; = 20 a z druhej rovnice a; = 26.

Z: Aha, takZe kvocient je urcite nenulovy. MoZem teda vyjadrenia pre a1 a az dosadit do prvej

rovnice a vyriesit ju.

CL1—|—CL3:20
6
5+6q:20/-q
6 + 6¢> = 20q / — 20q

64> —20g+6=0 /:2
3¢2—10¢+3=0

U: Odstranenim zlomku a prehadzanim clenov na jednu stranu si teda dostal kvadraticka
rovnicu pre neznamu ¢. Ako sa riesi?

Z: Pre plati vztah:
—b+ Vb — dac

(o= , pricom a=3, b=-10, c=3.
’ 2a

Po dosadent dostanem:

10j:\/(—10)2—4-3-3 10 +£+/100 -36 10£+v64 10=x38
q1.2: = = =
’ 2-3 6 6 6

_104—8_3 a _10—8 1
(11——6 = QQ——6 =3
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: Vyborne. Vysli ti dve rozne hodnoty kvocientu ¢. Zda sa, ze budeme mat dve rdzne

geometrické postupnosti. Pre kazdi hodnotu kvocienta vypocitaj hodnotu prvého clena.

Ak q=3, tak a1 =

|
o

I
—_
&

1
Ak q = 3 tak a; =

< | QO
wIE O ol o

Uloha ma dve rieSenia, pretoze danej sustave rovnic vyhovuja dve postupnosti:

Prva postupnost je dana kvocientom ¢ = 3 a prvym ¢élenom a; = 2.

Druhéa postupnost je dana kvocientom ¢ = 3 a prvym ¢lenom a; = 18.

: Spravne. Prejdime na dalsi priklad.

N«

: b) Je dand sistava rovnic:

ay + as + az = 168
as + as + ag = 21.

Ziadnu pomdcku tam nevidim. Mdm dve rovnice a Sest nezndmych. Ako to mdm vypocitat?

: Staci si uvedomit, Ze

VvneN: a,=a; ¢" "

: Aha. Pomocou tohto vztahu si vyjadrim jednotlivé cleny v oboch rovniciach sustavy.

: Presne tak. Zo stustavy dvoch rovnic s mnohymi neznamymi dostanes uz len ststavu dvoch

rovnic s dvoma neznamymi — prvym c¢lenom a; a kvocientom g¢.

: Dobre. KazZdy clen okrem prvého si teda vyjadrim takto:

g = day * ¢,
_ 2
az =a-q-,
_ 3
g4 = Ay - )
_ 4
as = aiy-q-,
_ 5
ag = a1 - q~.
: Mozes tieto vyjadrenia dosadif do rovnic. Potom v kazdej rovnici vyber pred zatvorku

vSetko ¢o sa da.

: Dobre:

ai+a;-q+a-q> =168
al-q3+a1-q4+a1-q5:21
a1 - (14 g+ ¢*) = 168
a-¢ (1+q+¢)=21/:¢
a1 - (14 ¢+ ¢*) =168

21
al'(1+Q+q2)=$
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U: Vyborne. Delil si kvocientom. Vies urcite, ze je nenulovy?

Z: Keby bol kvocient nula, tak od druhého clena by mala postupnost uz len nuly. Ale potom
by sme v druhej rovnici dostali, Ze sucet troch nul je 21. To nie je pravda, takZe q # 0.

U: M&S pravdu. Na Tavych strandch rovnic mas rovnaké vyrazy. Rovnat sa teda budu aj pravé

strany. Vyuzi to.

Z: Dostanem jednu rovnicu s neznamou q. Odstrdnim zlomok, osamostatnim nezndmu q a na-

koniec este odmocnim.

U: Oceniujem spravnost rieSenia. Pokracuj, priklad eSte nie je hotovy.

Z: Vypocitam si este ¢len ay z prvej rovnice upravenej sustavy, dosadenim za kvocient q.

21 3
168-q3:21/:168
3 21
q = —<
1618
qug/\?/_

_1
173

a1 - (1+q+¢*) =168
1 1\?

1 1
aj - 1—{-5—1—1 = 168
7 4
.~ =168 /- =
4 / 7

CL1:96

aj

U: Velmi dobre. Ostéva ti uz len odpoved.

Z: Uloha mé4 jedno rieSenie, danej stistave rovnic vyhovuje len postupnost s prvym

¢lenom a; = 96 a kvocientom ¢ = 3"

U: Dobre. Nasledujtce tlohy st podobného typu.
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Uloha :

Urcte vsetky geometrické postupnosti {a,} -~ ,, pre ktoré plati:
a)
a1 — Ay = 2

a3—a4=8,

b)
ap + a4 =195
as + as = 60,

CL1+CL2+CL3:35

a4 + as + ag = 280.
Vysledok:

a) Uloha md dve riesenia:
1. postupnost mda ¢ =2 a a; = —2,
2
2. postupnost md ¢ = —2 a a; = 3
b) Uloha md dve riesenia:
1. postupnost mda ¢ =4 a a; = 3,
1
2. postupnost md q = 10m= 192.

¢) Uloha md jedno riesenie:
postupnost md ¢q =2 a a; = 5.
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Priklad 4: T¥ri c¢isla si tri za sebou idice c¢leny geometricke) postupnosti. Ich sucin je 8 a sucet

C N

N«

uU:

62
je 5 Najdite tieto cisla.

: Oznacim si hladané éisla a1, as a as.
: Dobre. V zadani mas uvedené vztahy, ktoré medzi nimi platia. Zapis ich rovnicami.

: Prva rovnica je pre sucin:

ai - as - as = 8.
V' druhej rovnict je sucet jednotlivych clenov. Teda:

62
aq + a9 —+ as = g

: Ziskal si dve rovnice, v ktorych mame zatial tri nezname. Ako by si riesil vzniknuti stistavu

rovnic?

: PouZijem vztah pre n-ty clen geometrickej postupnosti:

n—1
ap =0ay - ¢q .

Vyjadrim si éleny as a az pomocou tohto vztahu a dosadim ich do sustavy. Dostanem
sustavu dvoch rovnic s dvoma neznamymi — prvym clenom a, a kvocientom q.

: Ano, takto sa oby¢ajne postupuje. V tomto pripade to ale nie je az taky vyhodny postup.

Vyhodnejsie je vyjadrit si prvy a treti ¢len pomocou druhého ¢lena.

: Nech je po vasom. Vyjadrim si prvy a treti ¢len pomocou druhého:

a9
a] = — a
q

as = Gz - g.

: Dobre. Teraz tieto vyjadrenia dosad do ststavy a vyrie$ ju.

: Pokusim sa:

CL1'CL2'CL3:8

62
a1+a2+a3:€
a
52.012.(a2.q):8

62

az

;-I—az—kag-q:
a3 =8 /v
1 62

as - —+q+1 = —
q 5

Dobre. Z prvej rovnice tejto upravenej sustavy po odmocneni dostanes, ze a; = 2. Dosad
si tato hodnotu do druhej rovnice a vyries ju.
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Z: Urobim to:

1 62

2. (241 — 2 /.9
(q+ +q> 5/
1 3

4 l14g9g=2=/.5

q+ +q 5/ q

54 5¢>+5¢ =31q / — 3lq
52 —26¢+5 =0

U: Dobre. Dostal si pre kvocient g. Ako ju vyriesis?
Z: Pre plati vztah:
—b+ Vb —4
12 = 5 ac) pricom a =5, b= —26, ¢c=25.
a
Takze:
B 26+ +/(—26)2—4-5-5 26+ 676 —100 26+ 576 26+ 24
2= 2.5 - 10 - 10 10
26 + 24 5 260—24 1
— = Qa o = = —.
"0 S T R

U: Vyborne. Vysli ti dve rozne hodnoty kvocienta g. Budeme mat teda dve rozne geometrické
postupnosti. Pre kazda hodnotu kvocienta vypocitaj hodnotu zvysnych ¢lenov.

2
Ak g =5, tak a1:%:5 a az=as-q=2-5=10.
q

ag

1
A/{:q:g, tak alzgz =10 a a3:a2~q:2'5:5.

OWI»—ll [(\&)

Ved to st tie isté cisla.
U: Ano, zadaniu vyhovuji dve trojélenné geometrické postupnosti. Jedna je rastiica s ¢lenmi

2 2
{r, 2, 10} a druha je klesajica s ¢lenmi {10, 2, 5}. V priklade sa ale pytaja, aké cisla
5

vyhovuju zadaniu, nie aké postupnosti.

N«

2
: Zadaniu ulohy vyhovujua éisla = 2 a 10.

U: Postup, v ktorom je vyhodnejsie pomocou prostredného ¢lena vyjadrit jeho predchadzajici
aj nasledujuci ¢len, si mozes precvicit aj v nasledujicej tlohe.

Uloha :
64

Tri cisla su tri za sebou iduce cleny geometrickej postupnosti. Ich sucet je 7 a sucin je 77
Najdite tieto cisla.

Vysledok:

Ide o cisla —,

a1_6
3

W |
[GCRNTN
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Priklad 5: Tri kladné cisla su tri za sebou idice cleny geometricke) postupnosti. Ich siucet je

C N

N«

21 a sucet ich prevrdtenych hodnot je 13 Najdite tieto cisla.

: Oznacim si hladané éisla a1, as a as.
: Dobre. V zadani mas uvedené vztahy, ktoré medzi nimi platia. Zapis ich rovnicmi.

: Prvd rovnica je jasnd. Ich siucet je 21. Rovnica bude vyzerat takto:

a1 +(I2+CL3 = 21

V' druhej rovnict je sucet prevratenych hodnot jednotlivych clenov. Teda:

1 1 1 7

aq a9 as 12 ’

: Ziskal si dve rovnice, v ktorych mame zatial tri nezname. Ako by si riesil vzniknuti stistavu

rovnic?

: PouZijem vztah pre n-ty clen geometrickej postupnosti:

n—1

ap =4ay - q

Vyjadrim si éleny as a az pomocou tohto vztahu a dosadim ich do sustavy. Dostanem
sustavu dvoch rovnic s dvoma neznamymi — proym clenom ay a kvocientom q.

: Ano, takto sa oby¢ajne postupuje. V tomto pripade to ale nie je az taky vyhodny postup.

Vyhodnejsie je vyjadrit si prvy a treti ¢len pomocou druhého ¢lena.

: Nech je po vasom. Vyjadrim si prvy a treti clen pomocou druhého:

az
ay = — a az = ag - (.
q

: Dobre. Teraz tieto vyjadrenia dosad do ststavy a vyrie$ ju.

. Pokusim sa:

a1+a2+a3:21
11 17
ap  ao ag_ 12
a

—2+a2+a2-q:21

1q 1 1 7

% as ag-q:E
1

as- (= +14q) =21
q

R AN

a \! q) 12
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U: Dobre. Na lavej strane oboch rovnic je v zatvorkach rovnaky vyraz — + 1+ ¢. Osamostatni

ich a potom porovnaj pravé strany rovnic. Dostanes jednoduchii rovnicu s nezndmou as.

Z: Urobim to:

c

1
as - 5+1+q):21/:a2

1 7
S 14+=) =— /.
q+ +q) 12/az

21-12=7-a3 /:7

36=a} /v
|as| = 6
CL2::]:6

a2
1 21
-+1+qg=—
%)
+1+1 ’
—_ = — -
q g 12 2
21 7
20— 1. .12
s 1 /12

preto hodnota —6 nevyhovuje.

cC N

N(

U: Dobre. Dostal si
Z: Pre

di2 =

: Neponéhlaj sa tak so zdverom tlohy. Nemé&s eSte kvocient. Vypodcitaj ho.

VyuzZigem jednu upraveni rovnicu zo sustavy.

17
gtl+-—=—"a

i
l+—-=—-6

q+ +q 2

17
l4-=-/-2
q+ +q 5 /24

2¢° +2q+2="7q /] —Tq
2% —5q+2 =0

pre kvocient g. Ako ju vyriesis?

plati vztah:
—b +Vb? — 4dac

2a ’

pricom a =2, b= -5, ¢=2.

: Vyriesil si to spravne. V zadani sa hovori, Ze geometrickii postupnost tvoria kladné ¢isla,

Takze priklad md len jedno rieSenie, len jedna geometrickd postupnost vyhovuje zadaniu.
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Takze:
C5E/(-5)2-4-2-2 54+25-16 5+9 5+3
Q2 = 5.9 - 4 4 47
a=>t3_o 4 =073 1
4 4 2

U: Vyborne. Vysli ti dve rézne hodnoty kvocienta ¢. Budeme mat teda dve rozne geometrické
postupnosti. Pre kazda hodnotu kvocienta vypocitaj hodnotu zvysnych ¢lenov.

6
Ak g =2, tak (1,1:%2523 a a3=as-q=6-2=12.
q
1 6 1
Ak g = -, tak (1,1:%:T:12 a az3=as-¢q=6-==3.
2 q 3 2

Ved to s tie isté ¢isla.

U: Ano, zadaniu vyhovuji dve trojélenné geometrické postupnosti. Jedna je rasttica s ¢lenmi
{3,6,12} a druha je klesajuca s ¢lenmi {12, 6,3}. V priklade sa ale pytaju, aké ¢isla vyho-
vuju zadaniu, nie aké postupnosti.

Bud to teda cisla 3, 6 a 12.

cC N

: Urob pre ne skusku spravnosti.

N<

Ach jaj. Podla prvého vztahu zo zadania sucet tiychto ¢isel md byt 21:

34+6+12=21. To mi vyslo.

7
Podla druhého vztahu sucet ich prevratenych hodnot md byt TR

1 1+1_4+2+1_7 i to mi vudl
376 12 12 12 AJromvusse
Zadaniu ulohy vyhovuju cisla 3, 6 a 12.

U: Postup, v ktorom je vyhodnejsie pomocou prostredného ¢lena vyjadrif jeho predchddzajaci
aj nasledujuci ¢len, si mozes precvicit aj v nasledujtcej tlohe.

Uloha :
Tri kladné ¢isla tvoria trojélenni geometricki postupnost. Ich sicet je 52 a sucet ich pre-

1
vratenych hodnot je 36" Nayjdite tieto cisla.
Vysledok:
Trojica cisel je 4, 12, 36. Zadaniu vyhovuju dve geometrické postupnosti:

Pre g = +3 ide o rasticu postupnost s prvym élenom 4.

1
Pre q = 3 ide o klesajucu postupnost s pruym clenom 36.
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Priklad 6: Stucet progch n clenov geometrickej postupnosti {a,} —, je

N«

n—=2"

Sn = 2n—2

Urcte vzorec pre n-ty clen tejto postupnosti.

: Do vzorca pre n-ty élen geometrickej postupnosti budem potrebovat hodnotu prvého clena

a kvocientu. Ako ich ziskam?

: Pomézem ti. Comu sa rovné stcet prvych n ¢lenov v pripade, ze n = 1?

: Sucet pozostdvajici len z jedného scitanca? V tom pripade je siucet rovny hodnote len toho

jedného — prvého clena: s; = ay.

: Dobre. Hodnotu prvého ¢lena nasej postupnosti by si teda vypocitat vedel.

: Povedal by som si, Ze n =1 a dosadil by som to do vzorca pre sucet zo zadania prikladu.

qn _ 9n

Sn = on—2

3t—2t 3-2 1 1
Ak n =1, tak s; = 52— 91 :le-Z =2

Kedze si=a1 a s =2, tak a;=2.

: Dobre, potrebujeme este kvocient. Ako ho ziskame?

: Kvocient je podiel dvoch za sebou idicich élenov. Ale ja mdm zatial len jeden clen — pruy.

Potrebujem este as.

: Pre n = 2 vypocitaj stucet sy pomocou vzorca zo zadania prikladu. A potom si uz len

uvedomis, Ze s, = a; + ay. Odtial si vyjadris hodnotu druhého ¢lena.

: To je dobre vymyslené! TakzZe idem na to:

an—=2"

Sn = on—2

32—-22 9-4 5
Ak n =2, tak sy = 52 = 50 :1:5.

KedZe sy =a;+as, sa=5 a a; =2, tak as=3.

: M4&s vyjadrené hodnoty prvych dvoch ¢lenov, hodnotu kvocientu uz mozes vypocitat.
. Ano, hned to bude:

as 3

qzalzi'

: Dobre. A uz len posledna vec — ako pomocou kvocientu a prvého ¢lena dostanes vyjadrenie

pre n-ty ¢len geometrickej postupnosti?
Vzorec pre n-ty clen postupnosti, kde n je lubovolné prirodzené cislo je:

an =ar-q"" "
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Ak do tohto vzorca dosadim hodnotu prvého clena a kvocientu, dostanem:

n—1
a, =2 - <3> .
2

A to je vlastne vzorec pre n-ty ¢len nasej geometrickej postupnosti.

U: Spravne.
Uloha :
Sucet prvych n clenov geometrickej postupnosti {an}zo:l je
S, =10- (2" —=1).

Urcte hodnotu jej siedmeho clena.

Vysledok:
a; =10, as =30, ¢ =3, a7 = a; - ¢° = 7290.
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Priklad 7: Medzi korene rovnice 2% —9x +8 = 0 vloZte dve ¢isla tak, aby vznikli styri za sebou

N C N¢

Ne C N C

c

iduce cleny geometrickej postupnosti. Urcte jej kvocient a hodnoty vloZenych clenow.

: Myslim, Ze najprv budem musiet vypocitat
: To urc¢ite ano. Pust sa do toho.

: Korene rovnice dostanem zo vzorca:

—b+Vb? — 4ac
2a ’

T19 = pricom a=1, b= -9, ¢=28.

Ich vycislenie je jednoduche:

94+ /(—9)2—4-1-8 9++81-32 947

2-1 2 2 7

T2 =

takze:
r1 =28, =y=1.

: Teraz uz korene rovnice vypocitané mas. Co dalej?

: Myslim si, Ze viem aké ¢isla mdm vloZit medzi 1 a 8, aby vznikla geometrickd postupnost.
: Aké ¢isla to podla teba buda?

: Budi to ¢isla 2 a 4. Pre vsetky Styri ¢isla 1, 2, 4 a 8 plati, Ze kaZdé dalsie je dvojndsobkom

predchddzajiceho. Su to malé ¢isla, pekne blizko pri sebe, takZe to nebolo tazké.

: Peknéa tvaha. Ale ak st krajné ¢isla daleko od seba a mas medzi nich vkladat velké

mnozstvo ¢isel, tak to, ¢o treba vkladat, uz nemusi byt tak pekne viditelné. Popisme si na
tomto priklade postup platny pre akékolvek ¢isla.

: Tak dobre. Ak je kvocient geometrickej postupnosti q, tak pojde o ¢isla: 1, 1.q, 1.¢*, 1.¢°> = 8.

Z posledného vztahu sa kvocient dd vypocitat:
1-¢* =38

¢ =8 /V
¢g=8

q="2

: Dobre. Ak mame kvocient, dalie ¢leny postupnosti vypocitas Tahko.

. Ano, postupnym ndsobenim dostanem ¢isla 1, 2, 4 a 8.

Cisla 1, 2, 4 a 8 st ¢lenmi s kvocientom ¢ = 2.

: A v pripade, Ze by si si za prvé ¢islo v poradi zvolil ¢islo 87

Tak pojde o ¢isla: 8, 8-q, 8-¢%, 8-¢° = 1. Opdt sa kvocient q dd vypocitat z posledného
vztahu:
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8¢*=1/:8
q?’:é/\g/_
.1
1= Vs
1
=3

1
Kvocient by mal hodnotu 5@ cleny geometrickej postupnosti by boli 8, 4, 2 a 1.
Cisla 8, 4, 2 a 1 st ¢lenmi s kvocientom
1
q= 9"

U: Tento priklad si zvladol velmi dobre.

Uloha 1:
Medzi ¢isla a® ab®, a # 0, b # 0, vloZte sedem &isel tak, aby vznikla devitcélennd geometrickd

postupnost. Vypiste jej éleny.

Vysledok:
a®, £a"b, a®?, £a°b3, a*b*, £a3b°, b8, +ab”, b°.

Uloha 2:
Medzi ¢isla 5 a 640 vloZte tolko cisel, aby vznikla geometrickd postupnost, v ktorej sucet

vloZenych clenov je 630. Vypiste ich.

Vysledok:
5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640.
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Priklad D1: Dokdzte, Ze v geometrickej postupnosti {a,} -, s progm clenom ay a kvocien-

N«

tom q sa dd n-ty clen vyjadrit vzorcom:

an=a-¢" ', neN, geR.

: Mame dokézat vetu o vyjadreni geometrickej postupnosti vzorcom pre n-ty ¢len. Mame to

dokézat pre Tubovolné prirodzené ¢islo. Aky typ dokazu pouZzijes?

. Ak sa nieco dokazuje pre vsetky prirodzené cisla, tak sa pouZiva

: Dobre. Pust sa do prace.

: Mdm dokdzat, Ze pre n-ty clen geometrickej postupnosti plati vzorec

an=a1-¢""', kden €N aqeR.

1.krok:

Musim ukdzat platnost tvrdenia pre najmensie moiné n, teda pre n = 1:

1-1 0
ay =ap-q =a;-¢q =a.

A to plati. Prvy ¢len sa rovnd sam sebe. Dokdzal som, Ze vzorec plati pre n = 1.

: Ano. Mozes prejst na druhy krok, v ktorom dokazes, Ze z platnosti vzorca pre n vyply-

nie platnost vzorca pre n + 1. Platnost vzorca pre ¢len a, je indukénym predpokladom
a platnost vzorca pre a,,1 je indukénym tvrdenim.

: 2.krok:

Budem potrebovat vyjadrenia pre a, a anyi1:
n—1
)

(n+1)-1

anp =4ay - g

_ n
Ap+1 = Q1+ ¢

=a1-q-.

: Dobre. Potrebujes este vediet, akym je definovana geometricka

postupnost.

. Takto:

ai=a, apy1=0a,-q neN, aqgeR.

: Vyborne. Vyjdeme z tohto rekurentného vztahu. Dosad do neho vyjadrenie pre ¢len a,
a uprav vztah, ktory dostanes.
: Dobre.
Qp41 = Qp - 4
— n—1
Qp+1 =4ar-q- =~ - g
(n—1)+1

ap+1 = a1+ g
ap+1 = a1 - g

n

: Spravne. Vychadzal si z indukéného predpokladu (platnost vzorca pre a,,) a ekvivalentnymi

upravami si dosiel k indukénému tvrdeniu (platnost vzorca pre a,.1). Dokaz je hotovy.

: Nebolo to ani také tazké.
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U: To rdd poc¢ujem. Pomocou tohto, uz dokazaného vztahu, sa dokazuje aj napriklad platnost
vety o vztahu medzi r-tym a s-tym ¢lenom geometrickej postupnosti. To si urobis ako
samostatni pracu.

Z: Budeme dokazovat aj platnost rekurentného vztahu

a; =a, dapy1 = ap-q, TZGN, CL7QER?

U: To nie. Tymto vztahom sa predsa definuje geometrickd postupnost. Definiciu nedokazu-
jeme, definiciou zavadzame novy pojem.

Uloha :

Dokdazte, Ze v geometrickej postupnosti {a,}.., s kvocientom q plati medzi r-tym a s-tym
clenom vztah:

T—S

a.=as-q °, r,seN, gelR.

Ndvod: pouZite a vyuZite vztahy: a, = a1 - ¢" 1, ay = ar - ¢*7L.
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Priklad D2: Dokdzte, Ze v geometrickej postupnosti {a,} -, s progm ¢clenom ay a kvocien-
tom q plati pre sucet s, jej prvych n clenov vzorec:

n-ap, ak g =1,
S = n __ 1
" al-q , akqeR, q¢#1.
qg—1
U: Mame dokéazat vzorce pre sucet prvych n ¢lenov . Sam vidis,
ze vyber vzorca zéavisi od hodnoty q. Dokazovat budeme kazdy vztah zvI4st.

Z: Dokaz prvého vzorca je jednoduchy. Ak kvocient ¢ = 1, postupnost je konstantnd, takze
vsetky jej ¢leny maju rovnaki hodnotu. Rovnaji sa prvému clenu. Siucet pruych n clenov
zapisem takto:

Sp=0a1+ a2 a3+ -+ Q.

Ale kedZe a1 = ay = a3 = --- = a,, tak

sn:a1+a1+a1+-~-—|—a1
N -~ 7

n—krdt

a teda
Sp=mn-a
U: Dobre. Toto bol platnosti vzorca.

U: Pre druhy vzorec odporucam

Z: Mdm dokdzaf platnost vzorca

(1”*1

1 ak q#1, ¢ € R.

Sp = 1
1.krok:
Musim ukdzat platnost tvrdenia pre najmensie mozné n, teda pre n = 1: DokdZem, Ze
vzorec pre sucet plati pre n = 1:
¢ —a .Q:a 1=a
-1 1 -1 1 1-

S1 = aq -

To plati. Ked mdm postupnost len s jedngm clenom, tak v sucte bude len jeden scitanec.

U: Spravne. Dokézal si, ze vzorec plati pre n = 1. Mozes prejst na druhy krok, v ktorom
dokazes, ze z platnosti vzorca pre n vyplynie platnost vzorca pre n + 1. Platnost vzorca
pre stucet s, je indukénym predpokladom a platnost vzorca pre sucet s,.; je indukénym

tvrdenim.
Z: 2.krok:
Pripravim si najprv vyjadrenie pre spi1:
n_ 1
Sp = Ay - 1 )
qg—1
qn+1 _ 1
Sp41 = ag -

qg—1
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U: Dobre. Vyjdi z toho, Ze s,.1 = a; +as +as + - -+ a, + a,1 a vyuzi, Ze pre sicet prvych
n ¢lenov plati indukény predpoklad.

Z: Skusim:

sn+1:g1+a2—|—a3+---+a@—l—an+1

~"~

Sn

n_1 N
Qn
1 +1

Sp+1 = a1

Este by som mohol nahradit ¢len a, 1 vyrazom ay - q".
U: Dobre. A potom uz len vyber pred zatvorku ¢len a;.

Z: Tieto upravy su v ramceku:

n
—1
qq_l tay g

-1
Sp41 = Ay - +q
qg—1

U: Zatial dobre. Teraz uz len potrebujes upravit vyraz v zatvorke.

Sp4+1 = a1 -

Z: Vyraz v zdtvorke ddm na spolocného menovatela a upravim citatela.

¢ —1+4+q¢" - (g—1)
Sp+1 = a1 -
q—1
qn — 1+ qn—l—l qn
Sp+1 — ayp -
—1
B n+1 1
Sn+1 = a1 q—1

U: Z indukcéného predpokladu (platnost vzorca pre s,) si ekvivalentnymi tpravami
dosiel k indukénému tvrdeniu (platnost vzorca pre s, ). Dokaz je hotovy.

Uloha :

Odvodte a dokdZte platnost vzorca pre sucin prvyjch n clenov geometrickej postupnosti.
Vysledok:

Sucin S, =a,-ay-az----- a, = ay - qn'(g_l), dokaz
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Priklad D3: Dokdzte, Ze v geometrickej postupnosti {a,} | plati pre kazdé n € N, n = 2

vzorec:
’an’ = 4/0Qn—1 " Qp41-
U: Mame dokazat, ze v kazdej plati, Ze absolitna hodnota Iu-
bovolného jej ¢lena, okrem prvého, sa rovna geometrickému priemeru svojich susednych
¢lenov.

Z: Budeme to dokazovat matematickou indukciou?

U: Nie. Dékaz indukciou teraz nie je vhodny, pretoze vo vzorci okrem c¢lena a,, vystupuju aj
¢leny a,_1 a a,1. Pouzijeme

Z: Nie je mi jasné ako to urobime.

U: Budeme vychadzat z nejakého , napriklad z uz dokazaného vzorca,
a Upravami sa budeme snazif dojst k tvrdeniu, ktoré mame dokazat.

Z: A z ktorého pravdivého vyroku budeme vychddzat?

U: Pouzijeme , ktorym je definovand geometrickd postupnost:

a1 =@, Apy1 =ap-q, pre¥Vn €N, Va,q € R.
Z: Asi by ste mi mali pomaoct este viac, lebo toto mi nestaci.

U: Pomocou rekurentného vztahu najprv zapiSes, ¢o plati pre prvi dvojicu susednych ¢lenov
Gn_1 & a, a potom pre druha dvojicu a,, a a,1.

N«

: TakZe mdm tri za sebou idice cleny: a, 1, @y, @y 1. Plati:
ap = Ap—1 4,
ap4+1 = Ap - 4.

U: Dobre. A teraz si z tychto vztahov vyjadri ¢leny a,_1 a a,1.

Z: TakZe prvy vztah si upravim delenim rovnice kvocientom. A druhy vztah nepotrebujem
upravit vobec.

U: Potrebujes sucin tychto clenov.
Z: Vyndsobim ich:

_ n _ 2
an,l-anﬂ—g-an-Q—an.

Aha, uz to vidim.
ai = Un-1- Opt1 = |an| = Vap—1 - Qi1
U: Dobre, dokézal si dany vztah, ale len pre pripad, Ze kvocient g # 0, pretoZe si nim delil.
Ako budes dokazovat vzorec |a,| = \/Gn_1 - Gny1 V pripade, Ze kvocient ¢ = 07

Z: Ak kvocient je nulovy, tak postupnost vyzerd takto:

{a,}>" ={a, 0, 0,0, 0,0, ...}.
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: Spravne. Ako to vyuzijes?

: Plati teda, Ze pre kaZdé n = 2 je a, = a,+1 = 0 a po dosadeni dostaneme:

|a'n| = V0p—1"Ap+1
0= \ Anp—1 ° 0
0=+v0
0=0
A to je pravda.

: Ano. Aj v tomto pripade si sice vyuzil priamy dokaz, ale postupovat by si mal od konca, teda

od pravdivého vyroku 0 = 0 k vztahu, ktory dokazujes. Tento opa¢ny postup sa v priamom
dokaze naznacuje zvislou sipkou smerujicou od posledného riadku hore k prvému.

: Dokdzali sme, Ze v kazdej geometrickej postupnosti sa absoltitna hodnota Iubo-

volného &lena, okrem prvého, rovna geometrickému priemeru jeho susednych
Clenov.

: Vyborne. Plati aj silnejsie tvrdenie: Absolitna hodnota lubovolného célena geomet-

rickej postupnosti, okrem prvého, sa rovna geometrickému priemeru ktorej-
kolvek dvojice od neho rovnako vzdialenych élenov.

Uf. Ako?

: 'V geometrickej postupnosti {a,} -, plati pre kazdé n € N, n = 2:

\an| = \/On—k * Qnrg, kde k € N, k < n.

: Cize nemusim robit len geometricky priemer tijch najblizsich susedov k clenu a,,, ale méZem

st vziat aj i dvojicu susedov?

: Ak st ich indexy rovnako vzdialené od n, tak dno. Index n musi byt v prostriedku medzi

nimi. A navyse plati aj obratena veta:

Ak cleny postupnosti spliiaji rovnost |a,| = VOn—k - Qnyi, kde k € N, k < n,
potom je tdto postupnost geometricka.

Dokazy tychto tvrdeni uz necham na tvoju samostatni pracu.

Uloha 1: Dokdzte, Ze v geometrickej postupnosti {a,}. -, plati pre kaZdé n € N, n = 2:

lan| = \/n—k - Gnik, kde k €N, k < n.

Ndvod: Analogicky ako v riesenom priklade, ale s vyuzZitim vzorca a, = as - q"~*.

Uloha 2: Dokdste, %e ak cleny postupnosti {a,}>2, spliagi rovnost

lan| = \/n—k - Gnik, kde k €N, k < n,

potom je tdto postupnost geometrickd.
Navod: Ak vztah plati pre kazdé k € N tak plati aj Specidglne pre k = 1. Umocnit a upravit
na podiel za sebou iducich clenow.




