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Aritmetickd postupnost

Mgr. Jana Kralikova

: Vies nieco o aritmetickej postupnosti?

. Myslim, Ze je to postupnost, v ktorej sa kazdy nasledujici élen lisi od predchddzajiceho

o nejaki hodnotu.

: Nie celkom. PresnejSie to vyjadri definicia aritmetickej postupnosti:

Postupnost {a,},-, sa nazjva aritmetickou prdave vtedy, ak sa dd vyjadrit
rekurentnym vzfahom:
a, = a,

Gpy1 = Gn + d, pre kazdé n € N |

pricom a, d su dané realne éisla.

: Co znamenaji ¢isla a a d?

: Cislo a predstavuje hodnotu prvého ¢lena. Pri postupnosti dane;
musime tto hodnotu poznat. Cislo d je zaujimavejsie. Vola sa diferencia. Je to hodnota,
o ktort sa lisia kazdé dva susedné ¢leny aritmetickej postupnosti. Je to rozdiel susednych
¢lenov a,41 a ay,.

. V aute je zariadenie, ktoré sa vold diferencial.

: Ano. Je to rozdelovac hnacej sily na kolesd. V matematike slovo diferencia znamens
rozdiel. Ak mas nekone¢né schody a na kazdom schode sedi jeden ¢len postupnosti, tak
diferencia je vlastne konstantné vyska schodu, ktorti musis prekonat, aby si sa dostal od
nejakého c¢lena k ¢lenu, ktory je na nasledujicom schode.

: Rozumiem. A preco sa aritmetickd postupnost vold prdve aritmetickd?

/s v

: Je to preto, lebo kazdy jej c¢len, okrem prvého, je svojich

dvoch susednych ¢lenov. Ak mame postupnost {a,} - ;, mohli by sme to zapisat takto:

An—1 + a
a, = —— " 5 " kde n > 2.

Tento vztah sa da aj ro$irit. Nemusi v fiom ist len o najbliz$ich susedov. Plati aj toto:

Ap—k + Aptk
ay, = %, kden =2, k€N, k<n.
Znamené to, ze Iubovolny ¢len aritmetickej postupnosti, okrem prvého, sa rovné aritme-

tickému priemeru ktorejkolvek dvojice od neho rovnako vzdialenych ¢lenov.

: To je pekné. Preco sa ale v definicii, ktoru ste uviedli, nikde vyskytuje aritmeticky priemer?




JKPo05-T | | List 2

U: Ale vyskytuje. Len je trosku schovany. Lubovolny ¢len a,, sa od svojich susednych ¢lenov
Gn—1 & anq liSi o rovnaka hodnotu. Plati, zZe:

p—1+d = a, = Apy1 — d.
Hodnota ¢lena a,, je presne v strede medzi hodnotami c¢lenov a,_; a a,y1. Je teda ich
aritmetickym priemerom.
Z: Ano, uz to vidim.

U: Dolezité je uvedomit si, ze aritmetickd postupnost {a,} ~, je jednoznacéne uréend
svojim prvygm clenom a; a diferenciou d.

Z: A ¢o ak nemdm postupnost dani prvym clenom a diferenciou, ako zistim, ¢i je aritmetickd?

U: Ukazeme si to na priklade:
Zisti, ¢i postupnost {a,},-, dand vzorcom pre n-ty clen je aritmetickd:
a) a,=3n+2,

b) a,=n®+2.

N«

: Tak podme na to. Vypocital by som si hodnoty niekolkych prvych clenov a zistil by som, ¢i
sa susedné cleny od seba lisia o konstantni hodnotu.

c

: LenZe postupnost je aritmetickd vtedy, ak to plati pre kazdé dva susedné Cleny, nielen pre
niekolko prvych.

. Takze musim pracovat s vSeobecnymi predpismi clenov.

c N

: Ano, mal by si zistit, ¢i rozdiel ¢lenov a,,1 a a, je konstantnd hodnota.

N«

: a) Dobre. Vzorec pre ¢len a,.1 dostanem tak, Ze dosadim vyraz n + 1 za premennid n do
vZoTCA PTE (Y

a, = 3n + 2,
ani1 =3 (n+1)+2=3n+5.

U: Teraz uz len vyjadri rozdiel tychto ¢lenov.
Z: Rozdiel ¢lenov bude:

U1 —a, =3n+5—Bn+2)=3n+5—-3n—2= 3.

Rozdiel Tubovolnijch dvoch susedngch clenov je konstantné cislo 3. TakZe postupnost je
aritmetickd?

U: Ano. Ak je jej prvy ¢len a diferencia?

Z: Diferenciu uZ mdm: d = a,41 — a, = 3 a prvy clen dopocitam hned: a; = 3-1+ 2 = 5.
Postupnost {3n + 2}~ | je aritmetickd s prvym €lenom a; = 5 a diferenciou d = 3.

U: Dobre. Teraz prejdi k prikladu b).

Z: b) Postupnost je dand vzorcom a,, = n® + 2. Tusim, Ze tdto nebude aritmetickd.
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U: Tusis spravne. Potrebujeme si ukazat aj takyto pripad.
Z: TakzZe si vyjadrim predpis pre clen a,yq:
a, =n’+ 2,
Ani1 = (n+1)3+2.
U: Pri tprave tohto vyrazu potrebujes vediet vzorec (A + B)® = A% + 3A?B + 3AB? + B3.
Z: Ak A=n a B =1, tak po umocneni dostanem, Ze
Upp1 =13+ 302 +3n+1+2=n3+3n2+3n+3.
A teraz si vyjadrim ich rozdiel:

Upp1 — =12 +30>+3n+3— (n*+2)= 3n* +3n+1.
U: Vyborne. Je rozdiel susednych dvoch ¢lenov aj v tomto pripade konstantny, teda — stale
rovnaky?
Z: Nie, teraz to nie je konstanta. Vijraz 3n®+3n+1 obsahuje premennaii n, takZe jeho hodnota
zawst od hodnoty tejto premennej. Pre kaZdé prirodzené cislo bude ind.
U: Presne tak. Vyska schodu sa meni, nie je stale rovnaka.
Z: Rozumiem. Ak mi vyjde ¢islo, teda konstanta, tak postupnost je aritmetickd. A ak mi vyjde

vyraz, ktory obsahuje premenni, tak postupnost nie je aritmetickd.
Postupnost {n®+ 2} " | nie je aritmeticka.

U: Zaviedli sme si aritmeticki postupnost a teraz si o nej rozsirime poznatky.

Z: Zatial mi bolo vsetko jasné. Dufam, Ze to tak bude aj dalej.

o)

n—1; S Prvym clenom

U: To najzaujimavejsie este len pride. Pre aritmetickd postupnost {a,}
ay a diferenciou d, platia tri dolezité vety:

Veta o uréeni aritmetickej postupnosti vzorcom pre n-ty clen:
VneN: a,=a;+ (n—1)-d.

Aritmetickd postupnost je definiciou zavedend pomocou rekurentného vztahu. Ale moze
byt dané aj vzorcom pre n-ty ¢len. Ako by si vyjadril niekolko prvych ¢lenov tejto postup-
nosti pomocou prvého ¢lena a diferencie?

N«

: Ak st prvy clen ay a diferencia d dané, tak:
as = a; +d,
az=as+d=a,+d+d=a,+ 2d,
a4 = +d= +d:a1—|—3d,...

U: Matematickou indukciou sa da dokazat, Ze vzorec pre n-ty ¢len bude a,, = a; + (n — 1)-d.

N«

: Rozumiem. Aby som sa dostal na schodik s clenom a, mdm dve moZnosti. Bud’ sa k nemu
dostanem schodik po schodiku, teda vZdy budem stipat len na nasledujici schod alebo na
schod a,, skoc¢im velkym skokom rovno z 1. schodu.

U: Spravne. T4 prva moznost, to je rekurentny vztah. A t4 druh& moznost, to je vzorec pre
n-ty ¢len. Ale na schodik s ¢lenom a, sa nemusi§ dostat len z predchadzajticeho alebo
z prvého schodu. O tom uz hovori nasledujtca veta.
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: Tak to som zvedavy, odkial tam este budem skdkat.

: Veta o vztahu medzi r-tgm a s-tgm célenom aritmetickej postupnosti:

Vr,seN: ag=a, + (s —7)-d.

V tejto vete sa hovori, Ze k ¢lenu a, sa mozem dostat z lubovolného miesta. Nielen z pred-
chadzajiceho alebo z prvého ¢lena, ale z ktoréhokolvek. Potrebujem len vediet, kolko di-
ferencii musim prekonat.

: A moZem skdkat aj z vyssie postaveného schoda smerom dole?

: Ano. V tom pripade bude s < r a s—r < 0. Prislusny pocet diferencii sa bude odpodcitavat.

: Tdto veta je akymsi rozsirenim tej prvej, vsak? Na schod s clenom a, moZem doskocit
z lubovolného schodu.

: Ano. A sme pri poslednej vete. Pamitas sa na pojem Gaussov sicet?

: Myslite ten pribeh o chlapcovi, ktory mal vypocitat sicet prugch 100 prirodzenych cisel?

: Presne ten. Vies, ako tento stcet maly Gauss rychlo vypocital?

: Mal s¢itat 1+24-3+4+5+. .. +95+96+97+98+99+100. Vsimol si, Ze prvé ¢islo s poslednym

ddva rovnaky sucet ako druhé s predposlednym alebo tretie s predpredposlednym. .. atd.
Kazdy takyto sucet bude mat hodnotu 101. A dd sa vytvorit 50 takychto sictov. TakZe:

1+2434+... +£98499 4 100 = 101 - 50 = 5050.
: Vyborne. Ak si si zapamital toto, tak s nasledujicou vetou nebudes mat ziadne problémy.

: Super.

: Veta o sucte prvych n élenov aritmetickej postupnosti:
n
VneN: s, = 5-((1,1 + ay,).

Pismenom s oznacdime stucet ¢lenov. Dolny index vyjadruje, kolko prvych ¢lenov sa spoci-
tava. Takto:

$1 = az,

S = a1 + ag,

S3 :CL1+CL2+CL3,

Sp=0a1+ a2 +az+ -+ ay.

: Gauss scitaval prvych 100 prirodzenych cisel. To je vlastne prvych 100 clenov aritmetickej
postupnosti, v ktorej a; =1, d =1, a, = 100 a n = 100. Veta hovori, Ze rovnaky vzorec
mozem pouZit, ak chcem séitat n Cisel, ktoré tvoria prvyjch n ¢lenov lubovolnej aritmeticke;
postupnosti. Na velkosti diferencie teraz nezdalezi?

: Nie. Na diferencii tentokrat naozaj nezalezi. Dokazy platnosti vSetkych troch viet najdes
v riesenej dokazovej Casti tejto témy.

: Porozpravajme sa eSte o vlastnostiach aritmetickych postupnosti.
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. O aké vlastnosti ide?

cC N

: Napriklad , , ¢i maja

N«

: Presne ako pri funkcidch.

c

: Ano, za¢neme s monoténnostou. Aritmetickd postupnost je dand hodnotou svojho prvého
¢lena a diferenciou, teda velkostou kroku, ktorym sa dostanem k dalSiemu ¢lenu. Poroz-
myslaj, ako suvisi diferencia s monoténnostou.

Z: Myslim, Ze to viem. Ked je diferencia kladné ¢islo, tak kazdy nasledujici clen je vicsi

ako predchddzajici. Postupnost je vtedy . A ked je diferencia zdaporné c¢islo, tak je

postupnost , lebo od kazZdého clena odpocitavam konstantniu hodnotu, takZe sa
mt hodnoty clenov stdle zmensujii.

U: Vyborne. Zhrniem to:

Aritmetickd postupnost je rastica prave vtedy, ak d > 0.

Aritmetickd postupnost je klesajica prave vtedy, ak d < 0.

Z: MozZe sa diferencia rovnat aj nule?

U: Pravdaze. V takom pripade ide o . Kazd4 konstantna postupnost
je aritmetickou postupnostou s nulovou diferenciou.

Z: Jasné, ved konstantnd postupnost md vsetky cleny si rovnaké.

U: S monoténnostou stvisi aj ohranicenost. Vies ako?

Z: Ak je aritmetickd postupnost rastica, tak zhora urcite nie je ohranicend, lebo vdaka kladnej
diferencii su vsetky dulSie cleny vZdy vicsie a vicsie, aZ do nekonecna. Horné ohranicenie
ani mazimdlny clen teda nebudi existovat.

U: A ¢o ohranic¢enost zdola?

Z: Zdola je ohranicend - napriklad hodnotou svojho prvého clena. A vlastne ten prvy clen je
aj jej minimdlnym prvkom.

U: Dobre. A ako je to pri klesajtcej aritmetickej postupnosti?

Z: Ak je aritmetickd postupnost klesajica, tak je ohranicend len zhora - napriklad hodnotou
svojho prvého clena. A tento prvy clen je aj jej maximdlnym prvkom. Vdaka zdpornej di-
ferencii, budi vietky dalSie éleny mensie a mensie, takZe dolné ohranicenie ani minimdlny
clen takdto postupnost nemd.

U: Spravne.

Z: A ako sa daji prakticky vyuzit vedomosti o aritmetickych postupnostiach?

U: Ukazeme si aj to:
Akd je teplota ma dne bane hlbokej 1015 metrov, ak v hlbke 25 m je
teplota 9°C a kaZdych 33 m sa teplota zvysi o 1°C?

Z: Tak ja uzndvam, Ze keby som bol banik, tak by ma malo zaujimat, ¢ si do prdce mdm vziat
koZuch alebo plavky.
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N«

: Zaujimat by ta to malo aj v pripade, ak by si bol bansky inzinier, ktory chce zabezpecit

pre svojich Tudi optimalne podmienky na pracu v takejto hibke.

: No dobre. Ako teda vyuZijem aritmeticki postupnost v bani?

: Teplota sttpa s rasticou hibkou. Sttipne kazdych 33 metrov o 1°C. Predstav si, ze stojis

na schodoch, kde prvy schod je v hibke 25 m a kazdy dalsi schod je o 33 metrov nizsie.
Posledny schod je v hibke 1015 m. Kolko je tych schodov?

: Uf. Neviem. Na kaZdom schode smerom dole mi bude teplejsie o 1°C. Pytate sa ma, o kolko

stupnov sa zmeni teplota, vsak?

. Ano. Ozna¢me si to takto:

a1:25m
a, = 1015 m
d=33m
n=>"

: Ked to mdm tak pekne zapisané, hned je to jednoduchsie. PouZijem vzorec pre n-ty clen

aritmetickej postupnosti a dosadim si do neho vsetko, ¢o poznam:

anp=a;+(n—1)-d
1015 = 25 + (n — 1)-33.

: A teraz vyrie$ rovnicu pre neznamu n.

. Vykondm. Aby som osamostatnil nezndmu n, potrebujem najprv od oboch strdn rovnice

odpocitat 25, potom vydelit rovnicu ¢islom 33 a este pripocitat ¢islo 1. To vsetko su jed-
noduché . Riesenie rovnice je v ramceku:

1015 =25+ (n—1)-33 / —25
990 = (n—1)-33 /:33
30=n—1/+1
n =31

Vyslo mi, Ze takychto schodov bude 31. Teda teplota sa zvysi o 31°C?

: Nie celkom. Schodov je sice 31, ale na prvom uz stojis. Tych dal$ich je uz len 30. Teplota

sa teda zvysi len o 30°C.

. Takze:

9°C' + 30°C = 39°C.
Hotovo. V hlbke 1015 m bude teplota 39°C.

: Dobre, zvladol si to. Tu je este jeden priklad:

Vypocitaj siucet prvych 1000 prirodzenych parnych cisel.

: Mam scitat ¢isla 2+4+6+8+ 10+ ... Uf. Musim pouzit sposob malého Gaussa.

: Presne tak. Mimochodom, nie je isté, ¢i je t4 historka o uditelovi, ktory potreboval za-

mestnat svojich ziakov, aj pravdiva.
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Z: Ale ked prdve vdaka tej historke si pamdtdm, c¢o treba urobit.

U: V tom pripade splnila svoje poslanie. Kazdé nasledujtice prirodzené parne c¢islo je od
predchéadzajiceho viicsie o 2. To by ti malo napovedat, Ze parne ¢isla tvoria aritmetickt
postupnost s diferenciou 2. Jej prvym ¢lenom bude prvé parne ¢islo, teda 2.

Z: TakzZe pouZijem vzorec pre sucet prvych 1000 clenov aritmetickej postupnosti, v ktorej

ap=2ad=2: N
Sy = 5-(a1 + ay,)
1000
51000 = T'(al + a1000)-

U: Poznas$ vsetko, ¢o potrebujes dosadit do tohto vzorca?

Z: Nepozndam aygoo- Ale vypocitam ho pomocou vzorca pre n-ty c¢len postupnosti:
ap=a;+ (n—1)d

a1000 = 2 + (1000 — 1)-2 =2+ 999-2 = 2 + 1998 = 2000.
To mi vlastne mohlo aj napadnit, Ze ked prvé pdrne ¢islo je 2, tak tisice bude 2000.
U: Teraz uz sucet vypocitat mozes.

Z: Vrdtim sa k mojmu vzorcu:

1000 1000
S$1000 :T'<Cl1 + Glooo) = 7(2 + 2000) = 500-2002 = 1 001 000.
Sucet prvych 1000 parnych cisel je 1 001 000.

U: Spravne.

U: Na zaver uz len zhrniem vzorce, ktoré sme si v tejto téme uviedli:

Aritmetickd postupnost

vzorec pre n-ty ¢len a,=a;+(n—1)-d|neN deR

vztah medzi r-tym a s-tym ¢lenom | a, = as+ (r —s)-d | r,s €N, deR

stucet prvych n ¢lenov Sp = w neN deR

aritmeticky priemer a, = ‘n=1tnil neN, n=2
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Priklad 1: Zistite, ¢i postupnost {a,} -, dand vzorcom pre n-ty clen je aritmetickd:

a) a, =2n—1,
2

-1

b)an:n .

n+2

U: Aka postupnost nazyvame aritmetickou?

Z: Postupnost {an}zo:l je aritmeticka vtedy, ak je rozdiel a, 1 —a, konstantny. Tento
konstantny rozdiel sa nazyva diferencia.

U: Sthlasim. Ako zistis, ¢i dand postupnost je aritmeticka?
Z: Ak mdm dany vzorec pre n-ty clen, tak si pomocou neho vytvorim vzorec pre nasledujici
clen, urobim ich rozdiel a zistim, c¢i je tento rozdiel konstantny alebo nie.

U: Dobre. Ukaz mi to na konkrétnych postupnostiach.

Z: a) Postupnost je dand vzorcom pre n-ty célen: a, = 2n — 1. Vzorec pre ¢élen a,.1 dostanem
tak, Ze si dosadim za premenni n do vzorca pre a, vyrazn + 1:
a, =2n —1,
api1=2-(n+1)—1=2n-+1.

U: Spravne, teraz vytvor ich rozdiel.

: Dobre:

N«

pi1 —ap=2n+1—2n—-1)=2n+1-2n+1=2.

Mam. Rozdiel je 2. To je konstanta. Rozdiel kaZdych dvoch susednijch clenov nezdvisi od
premennej n, takZe postupnost {2n — 1} | je aritmeticka.

U: To bol jednoduchsi priklad, podme na dal$i. Uvidime, ako si s nim poradis.

< n?—1
Z: b) Postupnost je dand vzorcom pre n-ty élen: a, = TR
n

Pri vytvdrani vzorca pre clen a,.1 si musim spomenut aj na vzorec (A + B)2.
n+

U: Ak si nespomenies, budes musief nasobif rovnaké zatvorky medzi sebou. Znalost vzorca ti
tento postup zjednodusi a urychli.

Z: TakZe: (A + B)> = A> + 2AB + B
Dosadim si do predpisu pre clen a, za premenni n vyraz n + 1:
B n?—1
= e
(n+1)?P=1 (n*4+2n+1)—-1 n’+2n
T i) +2 n+3 T ht3

U: Zatial dobre. Pri vytvarani rozdielu ddvaj pozor, aby si sa nepomylil.
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Z: Rozdiel dvoch zlomkov si upravim na spoloéného menovatela a zjednodusim:

n?+2n n*—-1 M*+2n)-(n+2)—n*—-1)-(n+3)
ap41 — Ap = - = =

n+3 n+2 n+3)-(n+2)

n® +2n* +2n% +4n — (n® + 3n* —n — 3) n?+5n+3

(n+3)-(n+2) T (n+3)-(n+2)

Dd sa urobit este nieco?
U: Nie. Kvadraticky vyraz v ¢itateli sa neda vykratit ziadnou zatvorkou z menovatela. Rozdiel
je hotovy.

Z: TakZe rozdiel lubovolnych dvoch susedniyjch clenov zdvisi od premennej n. Nie je to kon-
Stantnd hodnota, pretoze bude pre kaZdé dva susedné cleny ind.

, [(n?—2n
Postupnost
n+2

} nie je aritmeticka.
n=1

U: Vyborne, ak si eSte chces preriesit podobné tlohy, tu si:

Uloha :
Zistite, ¢i postupnost {a,} | dand vzorcom pre n-ty clen je aritmetickd:

a) a, =n-(n—2),

n®>—3n—4

b) a, =
)a n—+1

Vysledok:
a) nie,

b) dno.
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Priklad 2: Presvedcte sa, Ze nasledujice postupnosti si aritmetické pre lubovolné redine

parametre b, ¢, p, b # 0. Urcte ich prvé 4 éleny, diferenciu a rekurentny vztah. Za akiyjch
podmienok su tieto postupnosti rastice?

1—2n)%
o) {HTH} b 40,
1

n—

b) {5+pn} .

U: Ako zistis, ¢ postupnost je aritmeticka?
Z: Ak mdm dany vzorec pre n-ty clen, tak si pomocou neho vytvorim vzorec pre nasledujici
élen a urobim ich rozdiel. Ak je vysledok konstantny, tak postupnost je aritmetickd.
U: A ako zistiS, ¢ je aritmetickd postupnost alebo ?
Z: Ak je diferencia kladnd, postupnost je rastica. Ak je diferencia zdpornd, postupnost je
klesajica.
U: Ano. Mézme prejst na konkrétne postupnosti.
. ,fe+1—2n 7 . R
Z: a) Mam postupnost {b} . Zacnem jej prvymi Styrmai clenmi:
n=1
c+1-2-1 c—1
ak n =1, tak a; = =
U ) 1 b b )
c+1—-2-2 c—3
ak n =2, tak ay = =
) 2 b b )
c+1—-2-3 c—5H
ak n =3, tak as = =
) as b b )
c+1—-2-4 =T
ak n =4, tak a, = i — .
b b
Kazdy dalsi zlomok je o 2 mensi neZ predchdadzajici. Diferencia je teda (—2).
U: Nemas pravdu. Radsej pomocou rozdielu ¢lenov a,, a a,; dokaz, Ze postupnost je aritme-
tickd a odtial ti uz diferencia vyplynie. Je to istejsie ako hadanie.
Z: Dobre. Pripravim si teda predpisy pre cleny a, @ apyq:
c+1—-12n
ap = ———F—,
b
c+1-2-(n+1) c¢c+1-2n—-2 c—1-2n
Apy1 = b = b = b .

: Teraz mozes vytvorit ich rozdiel.

c—1-2n c¢c+1—-2n c—1—-2n—c—1+2n 2
py1 — Ap = — = —_

b b b b

2
Uz vidim, kde som urobil chybu. Zabudol som na menovatela. Viraz ~3 je konstantny,

) b 1—2 - . . . » . . »
takZe postupnost {M} je aritmeticka s diferenciou d = =3 a s prvym

b

n=1
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N«

c—1
b

¢lenom a; =

: Ano, je to tak. M4 este urcif, za akych podmienok je této postupnost rastica a jej

rekurentny vztah.

. Zacnem . Aby postupnost bola rastica, tak jej diferencia must byt kladnd:

-2
d>0 & T>O s b <.

Postupnost je rastiica, ak je parameter b zaporny. Parameter ¢ moéze byt lubovolnsj.

: Dobre. A nakoniec nam ostal tejto postupnosti.

: UZ sa nepamdtdm, ako sa vytvdra.

: V rekurentnom vztahu je ¢len a,; vyjadreny pomocou predchadzajiceho ¢lena a, alebo

pomocou viacerych predchadzajucich ¢lenov. Rekurentny predpis pre aritmeticki postup-
nost je:
ay =a, Gapy1=a,+d, prekazdén e N.

: Aha, ved v tomto vzorci uZ vsetko pozndm. Aj prvy élen, aj diferenciu. TakZe len zapisem

rekurentny vztah:

a—1 2
b Up4+1 = Qp — 7

ap =

Hotowvo.

: S prikladom b) si uz iste poradi$ samostatne, vSak?

N«

c

N« C N

: b) Opdt st najprv vypocitam hodnoty pruych Styroch ¢lenov postupnosti {5+ pn}, ~:

ak n =1, tak a; =5+b-1=5+p,
ak n =2, tak ao =5+b-2= 54 2p,
ak n =3, tak a3 =5+b-3 =5+ 3p,
ak n =4, tak ay =5+b-4 =15+ 4p.
Muyslim, Ze toto je jednoduché. Diferencia je p.

: Presved¢ ma, zZe je to naozaj tak.
. Ved je to jasné!
: Aspon si precvi¢is postup.

: Tak si teda pripravim predpisy pre cleny a, a a,iq:

an =5+ pn,
api1=5+p-(n+1)=5+pn+p.
Rozdiel tychto dvoch clenov je:

Upp1—ap =5+pn+p—(5+pn)=5+pn+p—5—pn=np.

Ved som to hovoril.
Postupnost je aritmeticka, lebo diferencia d = p a to je konStanta.
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U: Nestazuj sa, pokracuj v priklade.

Z: Rekurentny vztah tejto postupnosti je:

a1 =95+Dp, Gpi1 = ay + P.
U: A eSte mi povedz, kedy je tato postupnost rastica.
Z: Kedze diferencia md hodnotu p, tak postupnost {5+ pn}’>" je rastiica, ak je p > 0.
U: V poriadku.

Uloha :
Presvedcte sa, Ze nasledujiice postupnosti si aritmetické pre lubovolné redlne parametre a,
b, ¢, c # 0. Urcte ich prvych 5 ¢lenov a diferenciu. Za akych podmienok su tieto postupnosti
klesajuce?

a—n *
a) { ]‘0 }nZI’
b) {a—i—bn} '
¢ n=1

Vysledok:

) a—n)~™ a—1 a—2 a—3 a—4 a—5 g —1

a = = —.
0 f , V10 10 10 10 10 % 10
KedZe d < 0, postupnost je klesajica.

b) {a+bn}°° {a+b a+2b a+3b a+4b a+5b } b

cd=<.

C

) ) ) )

C C C C C C

n=1
Postupnost je klesajica, ak konstanty b a ¢ maji opacné znamienka, teda ak plati:
b>0 N c<0alebob<0 N ¢c>0.
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Priklad 3: Urcte aritmeticki postupnost {a,} -, v ktorej plati:
a; +as = 16,
as + ay = 19

U: Ak sa v priklade hovori, Ze mas urcif aritmetickt postupnost, ¢o to znamena?

Z: Aby bolo jasné, o ktori aritmetickiu postupnost ide, musim urcit prvy clen a diferenciu tejto
postupnosti.

U: Dobre. Prvym ¢lenom a diferenciou je aritmetickd postupnost jednoznac¢ne dana.

Z: V danej sustave sa ale nenachddza diferencia. Zato tam mdm aZ 4 nezndme. To nebudem
vediet vypocitat.

U: Nevzdavaj sa hned na zaciatku. Bude to celkom jednoduché, ked si uvedomis, ze kazdy
¢len aritmetickej postupnosti vie$ urcéit pomocou prvého ¢lena a diferencie.

Z: Kazdy clen aritmetickej postupnosti viem vyjadrit pomocou vzorca:
a, =a;+ (n—1)-d,

takZe cleny as, ay a as st mdm napisat pomocou tohto vztahu?

U: Ano. V zadani prikladu je ststava dvoch rovnic, v ktorej zatial vystupujui 4 nezname: a,
as, as a as. Ale pouzitim tohto vztahu, sa dané ststava rovnic zmeni na sustavu, v ktorej
ako nezname vystupuju len a; a d. Dve rovnice, dve nezname.

Z: To by slo. Naozaj som si na zaciatku nevedel predstavit, ako by som vypocital hodnoty
styroch nezndmych z dvoch rovnic.

U: Tak podme riesit priklad.

Z: Vyjadrim si teda potrebné cleny pomocou a; a d:
az=a;+ (3—1)-d=a; + 2d,
a4:a1—|—(4—1)~d:a1+3d,

:a1+(5—1)~d:

U: A teraz si tieto vyrazy dosad do ststavy rovnic.

Z: Dosadim a pokisim sa siustavu vyriesit:

a1 + =16
as +ay =19
CL1+( ):16
(a1 + 2d) + (a1 + 3d) = 19
2a1 + 4d = 16
2a; + 5d = 19

U: Zatial si len zjednodusil vyrazy na lavych stranach rovnice odstranenim zatvoriek a s¢ita-
nim rovnakych premennych. Pozri sa eSte raz na posledni stustavu dvoch rovnic v ramceku.
Co sa stane, ak odpo¢itas prva rovnicu od druhej?
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Z: Ak odpocitam prvi rovnicu od druhej, ¢leny s ay sa odpocitaji a vypadni. Od piatich décok
odpocitam styri decka a dostanem, Ze

d=3.
U: Ano. Jednu nezndmu uz teda mame. Ako vypocitas hodnotu ¢lena a;?

Z: Dosadim hodnotu d do niektorej rovnice v poslednej sustave. Asi je jedno do ktorej, vyzeraji
takmer rovnako. Dosadim teda d = 3 do prvej rovnice. Dostanem rovnicu uzZ len s jednou

neznamou:
2a; + 4d = 16
2a1 +4-3 =16
2a1 +12 =16
U: Aké pouzijes na jej vyrieSenie?

Z: Aby som osamostatnil neznamu ay, odpocitam najprv od oboch strdn rovnice cislo 12.
Potom wvydelim celi rovnicu dvojkou. A to uZ asi bude vsetko. Cel€ riesenie je v ramceku:

201 +12=16 / — 12
200 =4 /:2
a1:2

U: Vyslo ti, ze prvy ¢len ma hodnotu 2. Urob skusku spravnosti.

N«

: Ach jaj. TakZe si vypocitam hodnoty jednotlivijch clenov postupnosti a zistim, ¢i ddvaji
potrebné sucty:
a; =2,
az=a;+2d=2+2-3=8,
ay=a;+3d=2+3-3=11,
as :a1+4d:2+43: 14.

: To si vypocital spravne. Prever sprdvnost suctov.

N N«

tay+as =2+ 14 = 16, to sedi.
az+ays =8+ 11 =19, aj to sedi.

RieSenim prikladu je aritmetickid postupnost, v ktorej a; =2 a d = 3.

Uloha :
Urcte aritmetickd postupnost {a,} -, v ktorej plati:
a) a; + a; = 22 b) as — az + a5 = 20 ¢) s4 —as = 100
as - ay = 88, a1 + ag = 38, So + a4 = 50.
Vysledok:

a)a; =2, d=3,
b) a1:14, dIQ,
c)ap =50, d=—25.
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Priklad 4: Dizky strdan pravouhlého trojuholnika tvoria tri za sebou idice cleny aritmetickej

C N

C N

postupnosti. Obsah tohto trojuholnika je 24 em?. Aky velky je jeho obvod?

: Strany pravouhlého trojuholnika si oznacim tak, ako som zvyknuty: odvesny budi a a b,

prepona bude c. Pozndm jeho obsah, vypocitat mdm obvod.

: Zapi§ si matematickymi vztahmi vSetko, ¢o je dané a ¢o vie§ vyuzit.

: Pozndam obsah. Ak a a b su odvesny pravouhlého trojuholnika, tak plati:

a-b
— = 24.
2
Este viem, Ze v pravouhlom trojuholniku plati

a® + v = A2

: To mas dve rovnice a tri nezname. Potrebujes este jednu rovnicu a t0 ziskas z informacie,

ze velkosti stran tohto trojuholnika st za sebou idice Cleny aritmetickej postupnosti.

: To akosit neviem vyuZit. Ved mepozndm ani prvy clen ani diferenciu tejto aritmetickej

postupnosti.

: Nepotrebujes vediet prvy ¢len ani diferenciu. Staci ti vediet, Ze medzi stranami trojuholnika

je taky isty vztah ako medzi ¢lenmi aritmetickej postupnosti. Co plati pre ¢leny aritmeticke;
postupnosti, ktoré ida za sebou?

: No, napriklad, Ze prostredny clen je aritmetickym priemerom svojich susedov. Alebo, Ze

rozdiel prvych dvoch je taky isty ako rozdiel druhych dvoch clenov. Alebo este, Ze ak pri-
ratam jednu diferenciu k prvému z clenov, dostanem druhy clen v poradi, a ak k prvému
clenu priratam dvojndsobok diferencie, tak dostanem treti clen.

: No vidis, kolko toho vies. Ja ti odporti¢am pouzif to, Ze prostrednd strana je od najmensej

o d dlhsia a zaroven je o d kratsia nez najdlhsia strana. Cislo d je samozrejme kladna
diferencia aritmetickej postupnosti.

: LenZe ja neviem, ktord zo strdn a, b, ¢ je prostrednd.

. Ale urcite vies, ktora to nebude.

Jasné. Prepona c je najdlhsia strana v trojuholniku, takZe nebude postrednd.

: Ostali ti dve odvesny. Pre ne musis rozhodnuf, ktorym pismenkom bude$ oznacovat ta

kratsiu a ktorym pismenkom ti1 dlhsiu odvesnu. Je len na tebe, ako sa rozhodnes.

: Tak nech je to ako v abecednom poradi, teda nech a < b < c.

: Takze pre strany a, b, c plati:

a=b—d, c=b+d.

Ak si za a a ¢ dosadi$ do predchadzajicich dvoch rovnic tieto vyrazy, dostanes sustavu
dvoch rovnic pre dve nezname — prostrednu stranu b a diferenciu d. Urob to.

: Uhm. Vietky styri vztahy si napiSem pekne pod seba a potom dosadim do vzorca pre obsah

a do vzorca pre Pytagorovu vetu vyrazy predstavujice strany a a c. Je to v ramceku:
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&_'17:24
2
a2 1 b? =2
a=b—d
(b—2d)-b:24
(b—d)?+ % = ( )2

U: Dostal si ststavu uz len dvoch rovnic s dvoma neznamymi b a d. V prvej rovnici musis
odstranit zlomok a v druhej potrebujes umocnit rozdiel a stcet.

Z: Prvu rovnicu teda vyndsobim dvojkou a v citateli roznasobim zdatvorku, v druhej rovnici
vyuZijem vzorec (A + B)? = A% + 2AB + B%. Vid rdmcek:

M:24/.2
b* — 2bd 4 d* 4+ b* =
b — bd = 48
b> — 4bd = 0

U: Ak z prvej rovnice tejto ststavy osamostatnis sacin bd a dosadis ho do druhej rovnice,
dostanes uz len jednu rovnicu s neznamou b.

Z: A ti by uZ nemal byt problém vyriesit. Zlucim cleny obsahujice premennd, absolitny clen
prehodim na druhi stranu a vydelim koeficientom, ktory je pri nezndmej b*. Aha, na zdver
este odmocnim, aby som dostal neznamu b. Cel€ riesenie rovnice je v ramceku:

bd = b? — 48
b — 4bd = 0
b* —4-(b* —48) =0
b —4b* +192 =0 / — 192
—3b* = —192 / : (-3)
=64 /v
b=38

U: Korene kvadratickej rovnice b*> = 64 st &isla £8, ale kedZe tieto hodnoty predstavuja dizku
strany v cm, tak zaporny koren nevyhovuje. Riesenim je len kladna hodnota b = 8.
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Z: Este musim vypocitat velkost diferencie. Vypocitani hodnotu bécka dosadim do prvej rov-
nice sustavy a vyriesim jednoduchi rovnicu pre neznamu d.

bd = b2 — 48

8d = 64 — 48

84 =16 /:8
d=2

U: Dobre. Pomocou diferencie d a strany b lahko ziska$ velkosti stran a a c.
Z: Jasné:

a=b—d=8—-2=6,

c=b+d=8+2=10.

Mdam to. Strany trojuholnika si: a« =6 cm, b =8 cm a ¢ = 10 cm.

U: Spravne. A eSte musime vypocitat obvod tohto trojuholnika.

Z: To uZ bude lahké. Obvod trojuholnika sa pocita ako sucet vsetkiyjch troch stran:

o=a+b+c
0o=6+8+10
o=24

Pravouhly trojuholnik, ktorého obsah je 24 cm?, a ktorého strany st éleny
aritmetickej postupnosti, ma obvod o = 24 cm.

Uloha :
Dizky strdn pravouhlého trojuholnika tvoria tri za sebou idice cleny aritmetickej postup-
nosti. DIhsia odvesna md dizku 24cm. Aky velky je obvod a obsah tohto trojuholnika?

Vysledok:
a =18 cm,
c =30 cm,
0="72 cm,

S =216 ¢m?.
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Priklad 5: Na streche tvaru lichobeznika si poukladane skridly do radov tak, Ze pri hrebeni

c

NeC N

c

c

N C N

je 85 skridiel a v kaZdom nasledujiicom rade je o jednu skridlu viac neZ v predchdadzajicom
rade. Kolkymi Skridlami je pokrytd strecha, ak najspodnejsi rad mda 100 Skridiel?

: Rozumies zadaniu?
: V podstate dno, len si chcem ujasnit, c¢o je hreberi strechy.

: Vrchna vodorovna hrana.
: Dobre. TakzZe v najurchnejsom rade je 85 skridiel. V kaZdom niZsom rade je o jednu Skridlu

viac. AZ nakoniec v spodnom rade je 100 skridiel. Mam vypocitat, kolko je tam spolu
skridiel.

: Spravne. Ako ti v tomto priklade m6zu pomdct poznatky o aritmetickej postupnosti?

: V kazdom niZsom rade je o jednu Skridlu viac, takZe by mohlo ist o aritmeticki postupnost

s diferenciou d = 1. Prvy ¢len by mohol predstavovat pocet skridiel v hornom rade a nejaksy
n-ty clen by predstavoval pocet skridiel v spodnom rade. Len neviem, kolko je tych radowv.

: Zapis si vSetko, ¢o je dané, pomocou symbolov aritmetickej postupnosti. Potom sa uvidi,

¢o poznadme a ¢o eSte potrebujeme vypocitat.
y

. TakZe zatial mdme:

a; = 85
a, = 100
d=1
n="7"7
Sy ="
: Co vypoéitas ako prvé?

: KedZe do vzorca pre sucet s, potrebujem aj pocet radov n, tak najprv vypocitam n.
: A ako ho vypocitas?

: Pouzijem vztah pre n-ty clen aritmetickej postupnosti:

ap =a;+ (n—1)-d.

Dostanem jednoduchi rovnice pre neznamu n. Aby som osamostatnil nezndmu, ktord je v
zatvorke, najprv odpocitam cislo 85, potom zdtvorku vyndsobim jednotkou, tym sa mi ale
vyraz v zdatvorke nezmeni. Nakoniec pripocitam jednotku. Celé riesenie rovnice je v ram-
ceku:

ap=a1+ (n—1)d
100 =85+ (n—1)-1 / — 85
15=n—-1/+1
n =16

: Ano. TakZe mame 16 radov. Kolko je v nich gkridiel?

: To vypocitam pomocou vzorca pre sucet prvych 16 clenov nasej postupnosti. Dosadim do

tohto vzorca hodnoty n = 16, a; = 85 a a,, = 100 a vycislim:
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n
Sp = § : (al + a’n)

16
S16 = ?-(85 +100) = 8-185 = 1480.
Strechu pokryva 1480 skridiel.
U: Vyborne.

Uloha :
Zelezné miry sa ukladaji do vrstiev tak, Ze riry kazdej vrchnej vrstvy zapadaji do medzier
spodnej vrstvy. Do kolkyjch vrstiev sa ulozi 102 rir, ak najvrchnejsia vrstva md 3 riry?
Kolko rir md najspodnejsia vrstva?

Vysledok:

Je 12 vrstiev, v spodnej je 14 rir.
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Priklad 6: Medzi cisla 4 a 37 viozte cisla tak, aby s danymi ¢islami tvorili aritmetickd postup-
nost so suctom 246. Urcte pocet vloZenich cisel a diferenciu takto vytvorenej aritmetickej
postupnost.

Z: Nech je ¢islo 4 prvym clenom postupnosti, potom bude niekolko - neviem kolko - vloZenyjch
¢isel a ¢islo 37 nech je n-tym clenom. Cislo 246 je sictom vsetkyjch cisel od 4 do 37, ktoré
tvoria tuto aritmetickd postupnost.

U: Zapis si ¢o je dané a ¢o treba vypocitat.
: Dobre. TakZe:
ap = 4
a, = 37
S = 246
n=>"7
d=7
: Zapisané to mé&s spravne, ale v zadani tlohy sa hovori, Ze mas urcit pocet vloZenych ¢isel.
Tvoja premenna n oznacuje pocet ¢isel od 4 do 37, vratane nich.

N«

c

. Takze vlastne by som mal vypocitat n — 2. Pokisim sa na to nezabudnit.

cC N

: Aky vzorec plati pre stucet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti?

N«

. Ak sa dobre pamdtam, tak

n
Sy = 5-((1,1 + ay,).

V tomto vztahu pozndm a1, a, a s,. Nezndmu n vypocitam.

U: Ano, Dostanes jednoduchti rovnicu s nezndmou n, vyries ju.

Z: Po dosadeni zndmych hodnét, vyndsobim celi rovnicu dvojkou, aby som odstrdnil zlomok
a vydelim ju hodnotou zdtvorky. Tym by som mal mat n vypocitané. Celé rieSenie rovnice
je v ramceku:

n
sn = 5 (a1+ an)
n
246 = 7-(4+37) /-2
492 =n-41 / : 41
n =12

U: Rovnicu si vyriesil spravne. Kolko bude vloZenych ¢isel?

Z: Vkladat budem n — 2 ¢isel, teda 10 &isel.

U: Spravne. A teraz este urci diferenciu.

Z: Diferenciu urcim zo vztahu pre n-ty clen aritmetickej postupnosti:

ap =a;+ (n—1)-d.

Aby som osamostatnil neznamu d, odpocitam od oboch stran rovnice hodnotu prvého clena
a vydelim celu rovnicu hodnotou zatvorky. Je to v ramceku:
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a,=a;+ (n—1)-d
37 =4+ (12—1)-d /4
33=11.d / : 11
d=3

Diferencia tejto aritmetickej postupnosti je d = 3.
U: A ktoré cisla medzi 4 a 37 vlozis? V zadani tlohy sa to sice neziada, ale vymenuj mi ich.
Z: Prvé c¢islo 4 je dané. KaZdé dulsie je o 3 vicsie.
Vlozenymi ¢islami budua: 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31 a 34. Nasledujice cislo je
uz 37.
U: Dobre.

Uloha :
Medzi ¢isla T a 37 vloZte cisla tak, aby s danymi ¢islami tvorili aritmeticki postupnost so
suctom 286. Urcte pocet vloZenych cisel a diferenciu takto vzniknutej aritmetickej postup-
nosti.

Vysledok:
Viozime 11 cisel, d = 2,5.
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Priklad 7: Urcte vsetky konvexné n-uholniky, ktorych velkosti vnitorngch uhlov si po sebe

N«

iduce cleny aritmetickej postupnosti, rozdiel kazZdych dvoch po sebe iducich clenov je 10°
a najmensi uhol md velkost 100°.

: Pamiitas sa este ¢o znamena pojem konvexny n-uholnik?

: Myslim, Ze je to n-uholnik, v ktorom sa nedd hrat na skrjvacku, lebo vSade odvsadial vidiet.

Vo vnitri nie je Ziaden roh, za ktory by sa dalo skryt.

: Pekne povedané. Ale v matematike hovorime, 7e konvexny n-uholnik je taky

n-uholnik, ktorého velkosti vsetkych vniutornych uhlov st mensdie ako 180°.

: Rozumiem. Viac ako 180° Ziaden konvexny uhol mat nemdZe, lebo uZ by tam vznikol ten

roh a presne 180° tieZ nemdze byt, lebo by neslo o vrchol n-uholnika.

: Velkosti vSetkych vnitornych uhlov konvexného n-uholnika st teda zhora aj zdola ohrani-

¢ené. Maju tvorit aritmetick postupnost.

: Pozndm velkost najmensieho uhla, to by mohol byt prvy clen aritmetickej postupnosti.

Rozdiel susednyjch clenov, to je diferencia. Najvicsi uhol nepozndm, ani neviem, kolko ich
bude. Teda vlastne neviem o aky n-uholnik pojde.

: Zaved si oznacenie pre to ¢o je dané a ¢o méas vypocitat. Symbol pre stupen neuvadzaj.
Pracuj len s ¢iselnymi hodnotami.
:ap = 100
d=10
n=>7
To som to ale dopadol. Ved pomocou tyjchto dvoch veci nebudem vediet vypocitat n.
: Aritmetickd postupnost je jednoznac¢ne urcend svojim prvym c¢lenom a diferenciou. A tie

dané mas. Cleny tejto postupnosti by si teda mal vediet zaradom vymenovat. Ak ti nena-
padne lepsie rieSenie, budes to musiet urobif takto.

. Vymenovdvat cleny sa mi nechce. Musim zmobilizovat svoje schopnosti. Posledny clen,

ktory ma zaujima, je mensi ako 180°. Bude to ¢len a,,. Este neviem, aki bude mat hodnotu,
ale ked vyuzijem vzorec ma jeho vypocet, tak dostanem:

a, < 180, takZe a;+ (n—1)-d < 180.

: Vyborne. Budes$ teda riesif nerovnicu a nie rovnicu.

: Dosadim si do nej vsetko, ¢o poznam. Nezndma n je v zdatvorke, takZe majprv od oboch

stran nerovnice odpocitm cislo 100, potom nerovnicu vydelim desiatkou. Tym osamostat-
nim vyraz v zdtvorke. Nakoniec eSte pripocitam jednotku. Celé riesenie je v ramceku:

ai+ (n—1)-d < 180
100 + (n —1)-10 < 180 / — 100
(n—1)-10<80 /:10
n—1<8/+1
n <9
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N«

Velmi mi to nepomohlo. Moj konvexny n-uholnik moZe byt trojuholnik az osemuholnik.

: Musime si pomoct eSte nieGim. Vie§ aky je stfet vnutornych uhlov v konvexnom

n-uholniku?
Viem len, Ze v trojuholniku je to 180°. V $tvorci a obdlZniku je to 360°. Ale v nejakom
vseobecnom n-uholniku, to neviem.

: Stcet vnatornych uhlov v konvexnom n-uholniku je (7 — 2)-180. Tento vzfah a vztah pre

sucet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti ti pomozu vypocitat pocet vrcholov n.

: Aha. Zapisem si to takto:

sp = (n —2)-180

Sp =

Obe rovnice sustavy maji rovnaké lavé strany, takZe aj ich pravé strany sa rovnaji:

(n—2)-180 =

: Dobre. Na pravej strane rovnice si nahradime premennii a,, pomocou vzorca pre n-ty ¢len

a dostaneme rovnicu uz len pre neznamu n:

(n —2)-180 = g-(m +a,)
(n— 2)-180 = g-[al +ar+ (n—1)-d

: Dosadim si do tejto rovnice vsetko, ¢o pozndm. Na lavej aj pravej strane potom rozndsobim

zatvorky a zlucim co sa dd. Riesenie je v ramceku:

(n—2)-180=g-[100+100+(n—1)-10]
180n — 360 = 50n + 50n + (n — 1)-5n
180n — 360 = 100n + 5n% — 5n / — 180n + 360
O=5n2—85n—|—360/:5
0=n>—1Tn+72

: Po tychto tipravach ti vysla n? —17n + 72 = 0. Vie$ ju rozloZit na

sudin ?

: Myslim, Ze ano. Pomocou

absolitny ¢len 72 sa dd rozloZit na sucin 89 a linedrny élen —17 = —8 — 9, takZe zapisem:
0=(n—-28)(n—9).

Kvadratickd rovnica md dva korene: n;y = 8 a ny = 9.

: To ano, ale koren ny nevyhovuje podmienke, ktort si na zaciatku prikladu vytvoril.

: Aha, n < 9. TakZe jedinym riesenim je len n = 8. Konvexny n-uholnik v nasej tlohe

moze byt teda len osemuholnikom.
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U: Spravne. Viem, Ze sa ti do toho nechcelo, ale aké st velkosti vnutornych uhlov v tomto
osemuholniku?

Z: Zacnem najmensim uhlom a pripocitavanim diferencie vypocitam dalSie. Velkosti vnitor-
nych uhlov su: 100°, 110°, 120°, 130°, 140°, 150°, 160°, 170°. To som mohol vymenovat
hned na zaciatku a nemusel som sa tolko trapit s rieSenim rovnic.

U: A ¢o keby riesenim bol miliénuholnik? Pri ktorom uhle by fa uz omrzelo vymenovavanie?

N«

: Dobre, uzndvam.

Uloha :
Urcte taky konvexny n-uholnik, ktorého velkosti vnutorngch uhlov si po sebe idice cleny
aritmetickej postupnosti, najmensi vnutorny uhol md velkost 126° a kazdy nasledugici uhol
md velkost o 4° vicsiu neZ predchddzajici uhol.

Vysledok:

Riesenim je desatuholnik. (n = 18 nevyhovuje podmienke.)
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Priklad 8: Sucin troch za sebou idicich clenov aritmetickej postupnosti sa rovnd ich suctu.

Urcte tieto cleny, ak diferencia postupnosti je 3

N«

: Oznacim si prvy z tych troch clenov ako x. KedZe ide o , tak za
nim bude nasledovat clen x + d a za nim = + 2d, kde d je diferencia tejto postupnosti.

U: Rozbehol si sa pekne. Ako budes pokracovat?
Z: Sucet tychto clenov je
r+ (xr+d)+ (v +2d) = 3z + 3d.
Ich sucin je
z(r+d)(z+2d)=---

Ajaj. To bude riadna fuska.
U: Tak ja ti nieco poradim. Nezndmou x si oznac prostredny z trojice ¢lenov a nie prvy.
Z: Dobre. Som zvedavy, ¢i to bude na nieco dobré. Ak prostredné z tiych troch cisel bude ,

tak pred nim bude cislo v — d a za nim x + d.

U: Pokracuj tak, ako predtym. Vyjadri si ich stucet a stcin.

N«

: TakzZe sucet je
(x—d)+z+ (x+d) =3z
a ich sucin
(¢ — d)-a-(z + d) = 2 (2 — ).

U: Dobre. Stcet sa méa rovnat sucéinu, takze dostaneme rovnicu:
3r = x-(2% — d?).

Vedel by si ju vyrieSit?
: Nezndmu x mdm na oboch strandch rovnice, tak 1iou vydelim. Potom osamostatnim % na

jednej strane rovnice. Je to v ramceku:

3r=x-(22—d?) /:x
3=2—d* |+ d*
22 =3+ d?

N«

U: Delil si neznamou x, takze si predpokladal, ze je nenulova. Po vyrieseni rovnice budes
musiet preverif moznost, ze x = 0. Pokracuj.

Z: Dosadim za diferenciu hodnotu 3 vycislim 2% a nakoniec odmocnim:
g, (13 2 27, 169 _ 196
g — — = — _— = —
3 9 9 9’

, 196 N ] 14 N 14
3 3
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14 14
Vyslo mi, Ze zadaniu vyhovuju dve rozne hodnoty pre prostredny clen: 3 alebo 3
U: A vycerpal si vsetky moznosti? Nezabudni, Ze si pri tprave rovnice delil premennou x. Ale
¢o ak je x =07

Z: Tak by som x-kom nemohol delit.
U: To je pravda. Ale x = 0 je tiez rieSenim. Ak prostredny ¢len je 0 a diferencia je 3 tak
vypocitat jeho predchadzajuci a nasledujuci ¢len nie je tazké.

Z: Naozaj. Skisim to zhrnit:

13 13
-ak =0 tak r2—-—d=—— a v+d=-+—,
3 3
14 14 13 1 14 13 27
wersog e d 5 33 ¢ tHi=gta=9=9
k tak 14 13 27 14+13
- Q. a = = —— = a = —— _— =
3 3 3 3 3

Uloha ma 3 rieSenia. Zadaniu vyhovujii aritmetické postupnosti s clenmi:

13 13 1 14
{_3707_‘_3}7 {57379} a

U: Dobre. V prikladoch, v ktorych je dand informéacia o sic¢te neparneho poctu za sebou
idtcich ¢lenov aritmetickej postupnosti, je jednoduchsie oznacit si nezndmou prostredny
z tychto clenov.

Uloha :
Pre ktore tri za sebou iduce cel€ cisla plati, Ze ich sucin sa rovnd ich suctu?

Vysledok:
Mozu to byt éisla: {1,2,3}, {—3,—2,—1} alebo {—1,0,1}.
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Priklad D1: Dokdzte, Ze v kaZdej aritmetickej postupnosti {a,} -, s prugm clenom ay a di-
ferenciou d plati pre jej n-ty clen vzorec

ap, =a;+ (n—1)-d.

U: Vzorec pre n-ty c¢len aritmetickej postupnosti sa vyuziva v mnohych prikladoch. Jeho
platnost dokdzeme

Z: Dobre. 1.krok: Ouverime, ¢i vzorec plati pre prvy clen postupnosti:
Pre n. =1 bude vztah a,, = a; + (n — 1)-d vyzerat takto:

ap=a+(1—-1)-d=a;+0-d = ay.

A to je pravda.

U: Ano. V druhom kroku predpokladdme, Ze vzorec plati pre nejaké n a preverime jeho
platnost aj pre n + 1. Uk4dZeme, Ze z platnosti vzorca pre ¢len a,, vyplyva platnost vzorca
pre nasledujuci ¢len a,, .

Z: 2.krok: Pripravim si teda vzorce pre cleny a, a Gny1:

a, =a;+ (n—1)-d ... platnost tohto vztahu je indukénym predpokladom,
1 =01+ (n+1—-1)-d=a;+n-d ... to je indukéné turdenie.

U: Dobre. Vieme, ze v aritmetickej postupnosti sa kazdy nasledujtci ¢len lisi od predchadza-
juceho o jednu diferenciu. Vyuzi to, ze ¢len a, 1 dostaneme ako stucet diferencie d a ¢lena
a,. Potom dosad za ¢len a,, vyjadreny predpis.

Z: Takze:
1=, +d=a1+n—-1)d+d=a;+nd—-d+d=a, +n-d.
U: Vyborne. Vyuzil si indukény predpoklad a dokézal si platnost indukéného tvrdenia. Dokaz
je hotovy. Dokazal si, Ze ak vzorec plati pre nejaké prirodzené ¢islo n, tak bude platit aj
pre n+1.

Uloha 1:
Dokdazte, Ze v kaZdej aritmetickej postupnosti {a,} | plati medzi jej r-tym a s-tym clenom
vztah:
as = a, + (s —r)-d.

(ndvod: dokaz priamy — éleny as a a, pomocou vztahu pre n-ty ¢len nahradite vgrazmi
obsahugicimi ay a prislusné ndsobky diferencie.)

Uloha 2:
Dokazte, Ze od druhého clena je kaZdy clen aritmetickej postupnosti aritmetickym prieme-
rom svojich susednych clenov. (ndvod: dokaz priamy — éleny a,—1 a any1 pomocou vztahu
pre n-ty clen nahradite vyrazmi obsahujicimi a; a prislusné ndsobky diferencie.)
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Priklad D2: Dokdzte, Ze v kaZdej aritmetickej postupnosti {a,}. ., plati pre sicet prvjch n

N«

clenov vzorec
n
Sp = 5-(a1 + ay).

: Platnost tohto vzorca dokiZeme

: Prug krok zvlddnem urobit sam, nie je ndrocny.

3

1.krok: Ak n =1, tak vzorec pre sicet s, = —-(a1 + a,) vyzerd takto:

(V]

-(al + al) = —'2'CL1 = az.

S1 = 9

1
2
A to je pravda, lebo ak mdm len jeden clen, tak sucet bude pozostdvat len z toho jedného
scitanca.

: V poriadku. Prejdeme na druhy krok. Dokazeme, Ze z platnosti vzorca pre s, vyplynie

platnost vzorca pre s,1.

: 2.krok: Dobre, pripravim si predpisy pre S, @ Spi1:

Sp = g-(al +a,), ... indukény predpoklad,

n—+1 ) , )
Spy1 = T-(al + apy1) ... indukéné turdenie.

: Aky je vzfah medzi tymito dvoma stc¢tami?
. Lisia sa o clen a, 1. Sucet s, 1 dostaneme tak, Ze k suctu s, pripocitame @, 1:

: A z toho budeme vychadzat. Pre stcet s,, vyuZijeme platnost indukéného predpokladu:

|3

Sn+1 = Sn + Gny1 = (a1 + ap) + Gpyr =+

Clen a1 si napiseme ako stcet jeho dvoch polovic. Pre jednu z tychto dvoch polovic
vyuzijeme vzorec pre n-ty ¢len aritmetickej postupnosti:

1

(ay + )+1 + _n( + )—1—1 (a1 + 1’)+1 =
. n 7.(]/71 — - ap — . n — - (a n-d — - Ay el
a +a 5 At g =gr(arta 5 (a1 5 o+l

|3

M4s nejaky napad ako by sme mohli pokracovat?

: Nie, nechdm carovat vds.

: Tak ja roznasobim druhi zatvorku jednou polovicou a potom eSte vyberiem pred zatvorku

n
Asobok —:
nasobo 5

1 n 1 n 1 1
'(al+an>+§'al+§'d+§'an+l = §'<al+an+d)+ 5'0/1+§'an+1 =

|3

Pozri sa na zatvorku v poslednom vyraze. Co tam vzniklo?

1
: Sucet a,,+d je predsa a, 1. A este sa dd vybrat pred zdtvorku 3 z prostrednéeho a posledného

clena celého vyrazu.
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U: Vyborne. Tak to aj urobime:

n 1
= §.<a1+an+1)+§.(a1+an+1) — ...

Z: Mohli by sme este vybraf pred zdtvorku sucet aq + anyq:
n n 1 (a1 + ) n+1 (a1 + )
==+ =) (a1+ap1) = — (a1 + ani1).
5775 1 +1 5 1 +1
Slava. Hotovo. Dokazali sme, sice pracne, ale predsa, Ze z platnosti vzorca pre sucet s,
vyplynie platnost vzorca pre sucet S,y1.

U: Ano. Vyuzil si indukény predpoklad a dokazal si platnost indukéného tvrdenia. Dékaz
platnosti vzorca pre sucet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti je hotovy.




