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Monoténnost funkcie
RNDr. Bedta Vavrincikovad

U: Ked bol Samko maly, rodi¢ia mu v izbe nakreslili na stenu tzv. vyskomer a kazdy rok na
narodeniny zakreslili, aky je vysoky. Z nameranych hodnot sme zostavili taktato tabulku:

x—vekvrokochHl‘2‘3‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7
y —vyska vem [[80]90 |99 | 106 | 115 | 121 | 129

Moézeme zostrojit aj graf zavislosti Samkovej vysky od jeho veku a bude vyzerat takto:
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Skus popisat, ¢o je charakteristické pre tto
Z: Samko bol z roka na rok vyssi a vy3si, preto vidy kaZdd nasledujica hodnota funkcie je
vacsia ako tie predchddzajice.
U: Vyborne, no a takejto funkcii budeme hovorit, Ze je rastiica na urcitej Casti
D. Na obrazku méme vystihnuti podstatu — ak x; < x5, tak potom musi byt

f(z1) < f(w2).




VaFu04-T | | List 2

U: Presna definicia nasho nového pojmu znie takto:
Nech M je Iubovolnd podmnozina defini¢ného oboru.

Funkcia f sa nazyva rastica funkcia na mnoZine M C D prave vtedy, ked pre
kazdé dva prvky x,,z5 € M plati: ak x, < x2, potom f(x1) < f(z2).

Ak niektora funkcia je rastica na celom svojom definicnom obore, tak jednoducho len
povieme, ze funkcia je rastica.

Z: Ked mdme rasticu funkciu, mohli by sme mat aj klesajicu. Napriklad, ak si kipim kreditni
kartu na mobil a telefonujem, tak kaZdi chvilu registrujem, Ze mi klesol kredit.

U: Mas pravdu, funkcia moze byt na urcitej casti definicného oboru aj klesajica. Vtedy bude
platit, ze ak x; < xq, tak f(x1) > f(22), ako to vidime na obrazku:

U: Definicia:

Funkcia [ sa nazjva klesajica funkcia na mnozine M C D prdve vtedy, ked
pre kazZdé dva prvky x,,z, € M plati: ak ©; < xo, potom f(x1) > f(x2).

Teraz sa pozri na nasledujice obrazky a posid, ¢i st tu zakreslené funkcie, ktoré by boli
rastice alebo klesajice na svojom definicnom obore.

0 x / 0 x / 0 x

Z: Na tomto prvom obrdzku je podla mna klesajica funkcia, na druhom je jasne rastica. No
a ten treti obrdzok je taky zvldstny, pretoZe chvilami aj rastie, ale nie vSade.

U: Ak sa vSak dobre pozries, zistis, Ze tato funkcia nikde neklesa, preto sa aj nazyva neklesa-
juaca.
Definicia:
Funkcia [ sa nazijva neklesajica funkcia na mnoZine M C D prdve vtedy, ked
pre kaZdé dva prvky xi,z, € M plati: ak x1 < x2, potom f(x1) < f(x2).
Analogicky vieme definovat nerastiicu funkciu, skus to.
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Z: Funkcia f sa nazyva nerastiica funkcia na mnozine M C D prave vtedy, ked pre
kazdé dva prvky =i,y € M plati: ak 77 < 25, potom f(z1) = f(x2).

U: Vyborne. Co myslis, mohla by byt funkcia sti¢asne nerasttica aj neklesajiica?

Z: Ani rdst, ani klesat? To by musela mat vsade rovnaké hodnoty, teda by musela byt kon-
Stantna.

U: Presne tak. Funkciu nazgvame konstantnou na mnozine M C D prave vtedy, ak

Vi, 29 € M plati f(x1) = f(x2).

Z: Jej graf by bol potom ale velmi jednoduchy, bola by to priamka alebo jej éast, rovnobeZnd
5 0S0U T.

U: Mas pravdu. Na zaver eSte dodam, ze pod pojem monotonne funkcie na mnozine M

zaradujeme vSetkych 5 typov — rasticu, klesajicu, nerasticu, neklesajicu a konstantna

funkciu. Cudzie slovo monoténne totiz znamena v ur¢itom zmysle rovnaké, jednotné. A

nase funkcie boli jednotné vzhladom na rast resp. klesanie.
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Priklad 1: Rozhodnite, ¢i si funkcie, dané tabulkamsi, rastice alebo klesajice:
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Z: Napadlo mi, Ze by som mohol zostrojit grafy tychto funkcii a z toho zistit, ¢i si rastice.

U: Je to jeden zo sposobov, ako tato tlohu vyriesit. MoZes to urobit a potom si ukazeme aj
iny sposob.

Z: Dobre. TakZe si jednoducho do suradnicovej sistavy zakreslim vsetky body z tabulky. Do-
stanem takéto grafy:
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U: V oboch pripadoch st grafmi mnoziny piatich izolovanych bodov.

N«

: Vprvom pripade vidim, Ze tie body vselijako skacu, takzZe [ nebude ani rastica ani klesajica
funkcia. 'V druhom pripade hodnoty pekne narastaju, takZe g bude rastica funkcia.

U: Dobre, a teraz skiisme tato tlohu vyrieSit bez pomoci grafu, len z tabuliek, za pomoci

definicie.

N«

: V definicii sa hovori, Ze mam zobrat také xi,z5 € D, aby x1 < xs a porovndvat f(x;)
s f(xz).

U: Aby sme nemuseli porovnévat tplne vSetky dvojice, mézeme urobit jeden Sikovny krok a

totiz rozumne usporiadat hodnoty v tabulkach.

Z: TakzZe prvy riadok usporiadam podla velkosti a dostanem nové tabulky:
N T AR T E
fl) [ 3 [ 1[2]-2]4 gle) [-1] 1 [ 2 [3]4

U: Teraz pekne vidime, Ze funkcia f je najprv klesajica, potom vsak vzrastie na hodnotu 2,
opit klesne na hodnotu —2, teda funkcia f nie je na svojom defini¢nom obore ani rasttca,
ani klesajuca.

Z: Naproti tomu s funkciou g je to jednoznacné. Postupne ako sa zvicsuju hodnoty premennej
x, 20dc¢suju sa aj funkénée hodnoty, teda je to rastica funkcia.
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Priklad 2: Rozhodnite o monotonnosti funkcii danijch grafmi:
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. Zacénem prvou funkciou. Td najprv rastie na intervale (—oo; —1), potom je chvilu kon-
Stantnd na intervale (—1;1) a potom zase rastie na intervale (1;00).

N«

c

: Dala by sa jej monoténnost na celom definiénom obore vyjadrit jednym slovom?

: Je to neklesajica funkcia, pretoZe vZdy iba rastie alebo je konstantnd.

C N

: Vyborne, mozeme prejst k druhému grafu.

. Tak toto je podla mma jasne klesajica funkcia na celom definiénom obore.

c N

: Dobre, a teraz sa pozri na treti graf, ¢i to bude tiez také jednoznacné.

: Zda sa mi, Ze dno, je to tieZ klesajuca funkcia.

c N

: Na celom definiénom obore?

Ked sa takto pitate, tak asi nie, ale neviem preco, ved pekne klesd.

cC N

: Je tu jeden maly detail, ktory si hned vysvetlime. Najprv mi vSak povedz, aky je definiény
obor tejto funkcie.

N(

Kedze graf sa blizi z oboch strdn k osi y-ovej, ale nikdy sa jej nedotkne, tak tdto funkcia
nie je definovand v bode 0. Teda D = (—00;0) U (0;00).

U: Vyborne. Vratme sa teraz k monoténnosti. Ak by sme povedali, Ze nasa funkcia h je
klesajuca na celom D, tvrdili by sme, ze pre kazda dvojicu ¢isel x1, 29 € D, takych, ze
x1 < x9 plati h(zq) > h(zg). LenZe ¢o ak si vyberiem taktto dvojicu ako na obrazku?

U: Plati x; < z9, ale h(x1) < h(xs), ¢o odporuje definicii klesajicej funkcie.

Z: Tak ako to je potom s tou monotdnnostou?
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U: Spravne bude povedat, Ze funkcia je klesajtca na intervale (—oo;0) aj na intervale (0;00).
Ale este raz zopakujem, nepovedz, ze funkcia je klesajica na zjednoteni tychto dvoch

intervalov. M6j obrazok nech ti sluzi ako protipriklad.

Uloha 2: Rozhodnite o monoténnosti funkeii dangch grafmi:
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Vysledok: f — rastiica na D; g — rasttica na kazdom intervale (—g + k; g + kﬂ), k € Z;

h — klesajuca na D
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Priklad 3: Urcte intervaly monotonnosti funkcit, ktorjch grafy si na obrazku:

U: Urd¢if intervaly monoténnosti znamend urcit také podmnoziny definiéného oboru, na kto-
rych je funkcia rastica alebo klesajica, pripadne je konstantna.

Z: Tak to vobec nie je tazké. Hned v prvom grafe sa to pekne strieda — funkcia je rastica na
intervaloch (—oo; —2) a (1;3), klesajica je na intervaloch (—2;1) a (3;4).

U: Vyborne, ja len pripomeniem, ze medzi tieto intervaly nedavame zjednotenie.

U: Mozes prejst na druht funkciu.

Z: Najprv na intervale (—4; —1) tato funkcia rastie, potom na intervale (—1;1) klesd, chvilu
je konstantnd na intervale (1;2) a napokon zase rastie na intervale (2;4).

U: Vyborne. Ako by si jednym slovom vystihol monoténnost tejto funkcie na intervale (—1;2)7?

Z: Nerastica.

U: Som rad, Ze tomu rozumies.
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Uloha 3: Urcte intervaly monotdnnosti funkcii, ktorych grafy vidite na obrdzku:
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Vysledok: a) rastica na (—oo; 1) a (1;00)
b) rastica na (—oo;0), klesajica na (0;00)
c) klesajiica na kazdom intervale (0 + 2km; 7w + 2k7),
rastica na kazdom intervale (m + 2k7; 2w + 2km), k € Z
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Priklad 4: Dokadzte na zaklade definicie, Ze funkcia f :y = —4x + 3 je klesajuca.

Dokazové ulohy nemdam velmi rdd, nikdy neviem, odkial zacat.

C N

: Tak si najprv zopakujme definiciu funkcie klesajicej na D.

N(

Funkcia f sa nazyva klesajica prdve vtedy, ked pre kazdé dva prvky xy,z5 € D plati: ak
x1 < T, potom f(x1) > f(x2).

U: Definicia mé tvar implikacie: pre lubovolné x1, x5 € D plati:
ak x; < x9, potom f(z1) > f(z2).

To ti hovori, Ze predpoklad, z ktorého zacnes je x1 < x5 a to, k ¢omu chces na konci dospiet
je tvrdenie f(x1) > f(z2). Co bude definiény obor v nagom pripade?
Z: MnoZina vsetkych realnych cisel, D = R.

U: TakZe modzes zacat s dokazom — zvolime Tubovolné dve redlne Cisla také, Ze

r1 < To

Z: Na konci chcem dostat —4x+3, takze by som tito nerovnost mohol vyndsobit minus styrmi.
U: Ano, a kedZe ¢islo —4 je zaporné, znak nerovnosti sa obrati.
Z: Teda zatial mdm

—4x > —4x,.

K obom strandm modzZem pripocitat trojku, to je ekvivalentnd iprava, znak nerovnosti sa
neobrdti, takze

—4dxy+3 > —4dxy + 3

U: A teraz si stac¢i uvedomit, ze —4x1 + 3 je hodnota funkcia v bode 1, podobne —4xy + 3
je hodnota funkcia v bode w9, takze mame posledny krok

fx1) > f(xo).

Z: To je vietko? Ved to vobec nebolo tazké.

Uloha 4: Dokdzte na zdiklade definicie, Ze funkcia f :y = 3z — 2 je rastica.
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Priklad 5: Dokdzte, Ze funkcia f :y = 22* — 1 je rastica na (10;100) .

Z: Ak md byt funkcia rastica, musim dokdzat, Ze pre vsetky x1, x5 € (10;100) plati: ak x, < o,
tak f(z1) < f(x2).

U: Presne tak, mozes zacat.

Z: Takze zacnem tym, Ze si zvolim lubovolné dve hodnoty x1, x5 od 10 do 100, pre ktoré plati
r1 < To.

Teraz by som potreboval umocnit obe strany.

U: Umoctiovanie vo vSeobecnosti nie je ekvivalentné tprava, ale kedZe obe strany nerovnosti
st v nasom pripade kladné ¢isla, mdzeme umocnif a znak nerovnosti sa nezmeni.

Z: Dostdvam
r] < a3,
vyndsobim to kladnym cislom 2 a od oboch stran odcitam jednotku
272 — 1 < 225 — 1,
co znamend, Ze
flar) < flae).
U: Vyborne, tym je dokaz ukonceny.

Uloha 5: Dokdzte, e funkcia f :y = —2x2 + 1 je klesajica na (10;100) .
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Priklad 6: Ukdzte, Ze funkcia f : y = 2° — 4z nie je ani rastica, ani klesajica na R.

C N C N

cC N

Ak by som vedel, ako vyzerd graf tejto funkcie, hned by to bolo jasné.

: To je pravda, ale graf ti ukdZem aZ na koniec. Skiisme na to ist priamo.

i ukdzat bez grafu, Ze funkcia nie je rastica?
Co to znamend ukdzat ,

: Znamené to ukézat, Ze nasa funkcia odporuje definicii rastticej funkcie. V tej sa hovori, Ze

ma4 pre vSetky x1, x9 € D nieco platit.

Teda nam staci ndjst jeden protipriklad?

: Ano, staci ndm najst jednu dvojicu Cisel x1, 2o € D taki, aby platilo 7 < x9 a zaroven

f(z1) 2 f(x2) a uz funkcia nebude rastica.

: Tak potom zrejme na ukdzanie, Ze funkcia nie je klesajica, staci ndjst jednu dvojicu cisel

x1, 22 € D takd, aby platilo x1 < xe a zdroven f(xq) < (x2).

: Presne tak.
: To by nemalo byt aZ také tazké, vypisem si do tabulky niekolko hodnot a potom sa uvidy.

—2|-1]0] 1 |2
0] 3]0]-=3]0

: |
xS — 4x ‘

To mi aj stact, prvé dve hodnoty ukazuju, Ze funkcia nemoze byt klesajica, lebo
—2 < —1, ale f(—2) < f(-1).
A ak st vezmem dvojicu —1 a 0, tu plati
—1 <0 a sucasne f(—1) > f(0),

¢ize funkcia nemoze byt ani rastica na R.

U: Vyborne, a ako odmenu ti ukazem graf tejto funkcie, ktory len potvrdi tvoje slova:

Y
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Priklad 7: Nacrtnite graf lubovolnej funkcie, ktorej D = (—2;3) a ktord je a) nerastica;
b) rastica; c) nie je monotonna; d) nacrtnite graf lubovolnej funkcie, ktorej D = (—2;2)

a ktord je pdrna a sucasne rastica.

N(

ohranicovat definicny obor.

Toto nie je tazkd uloha. Najprv si na x-ovej osi vyznacim c¢isla —2 a 3, ktoré mi budu

V prvom pripade md byt funkcia nerastica, teda klesd alebo je konstantnd, ¢o maoze vyzerat

hoci aj takto:

U: Moze byt, skus teraz rasttcu.

Z: Ani to nie je tazké, nakreslim takijto oblicik:

U: Dobre.

Z: V tretej tilohe to bude vyzerat hoci aj takto:
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U: Pekne, tato funkcia naozaj nie je monoténna na celom definiénom obore. Ostala ti posledna
Cast tlohy.

Z: Teda funkcia ma byt na intervale (—2;2) pdrna, ¢o znamend graf symetricky podla osiy a
zdroven rastica. No neviem, ale podla mna sa to nedd.

U: M4s pravdu, ak je funkcia parna a napriklad na intervale (—2;0) rastie, tak zo simernosti

grafu vyplyva, Ze potom na intervale (0;2) bude klesat a naopak. Teda funkcia, ktora je
parna, nemoze byt rastiica ani klesajuca.




