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ZloZzena funkcia
RNDr. Bedata Vavrincikova

: Dennodenne sa stretavame s ¢innostami, ktoré vyZzaduju postupnost krokov v urcitom

poradi. Napriklad réno si oblecie$ tricko a aZ na to mikinu alebo koSelu.

: Nahodou som skusal aj opacne — tricko na mikinu a vyzeralo to Spicovo.

: Postupnost krokov mozeme zamenit, ale vysledok uz bude iny. To bude pre nas teraz

dolezité, lebo sa vratime naspit k matematike a povieme si niec¢o o zloZengch funkciach.

Zacnem s
F:y=+vx—-2.

Ako by sa pocitali jej hodnoty v bodoch 3 a 47

. Jednoducho, najprv odcitam dvojku, potom odmocnim:

FB)=v3-2=vV1=1
F4)=v4-2=+v2=141

: Teda si to pocital v dvoch krokoch. Nasa funkcia F': y = v/x — 2 je totiz zlozena z dvoch

yjednoduchsich® funkcii. T4 prva sa nazyva vnutorna zloZka a je nou linearna funkcia
f:y =2 —2. Ta druhd sa nazyva vonkajsia zloZka a je 1tou funkcia g : y = /.

: A ¢o keby sme poradie zamenili?
: Skus to.

: Nagprv by sme vypocitali druhi odmocninu a od vysledku potom odpocitali dvojku.
: Vznikla by teda funkcia

G:y=+xr—2.

Pre porovnanie ur¢ jej hodnoty v bodoch 3 a 4.

: Dosadzujem

G(3)=V3-2=-0,27
GA)=vV4—2=2-2=0

Dostal som uplne iné€ hodnoty.

: Je to preto, lebo ak vytvarame zlozenu funkciu, zalezi na poradi, v akom dve alebo aj viac

funkcii skladdme. Znazornime si Sipkovym diagramom, c¢o sa tu vlastne deje:

D(f) H(f) D(9) H(9)
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To, c¢o je nakreslené ciernou a modrou farbou, mi je jasné — funkcie f aj g priraduji
prvkom svojho prvky svojho

: Spravne a teraz podme na ¢ervenu farbu. Funkcia F' najprv ¢islu x priradi hodnotu f(x) a

potom tejto hodnote f(x) priradi v druhom kroku hodnotu g(f(z)). Aby sa to vSak mohlo
udiat, musi byt splnend podmienka, Ze

f(z) € D(g).
A to je vyznacené prave zltou farbou. Symbolicky zapis pre skladanie funkcii je

F=gof.

. CiZe hodnotu zacneme pocitat s tou funkciou, ktord je napisand ako druhd v poradi?

: Ano, uz sme si povedali, Ze na poradi zalezi, teda

gof#fog.

Myslim, Ze moZzeme sformulovat aj definiciu:
Funkciou zloZenou z funkcii g, f (v tomto poradi) sa nazyva funkcia, ktord
sa oznacuje go f a pre ktord plati:

1. Jej definiéngm oborom je mnoZina vsetkych x € D(f), pre ktoré f(zx) € D(g).
2. Pre kazdé x € D(go f) plati (go f)(z) = g (f(z)).

Z:
uU:

Mdm taky neprijemny pocit, Ze pri zloZenych funkcidch sa bude vsetko pocitat velmi zloZito.
Trochu zlozitejsie to bude, netreba sa vSak toho baf. Za¢nime definiénym oborom, najlepsie
to pochopis na priklade. Teda urc¢ defini¢ny obor funkcie

3

F.y= .
log

: V menovateli zlomku nesmie byt nula, preto pisem podmienku logx # 0, ¢iZe

x # 1.

: Este v8ak treba urcif podmienku pre vnutorni zlozku, ktorou je funkcia f : y = log x.

. Logaritmus je definovany iba z kladnyjch cisel, teda

z > 0.

: Ost4va urobit zaver.

: KedZe obe podmienky musia platit naraz, urobim ich prienik, teda

D(F) = R* — {1}.

Naozaj to nie je také tazké, treba len dosledne napisat vietky podmienky a urobit ich prienik.
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Priklad 1: Z funkcii f a g vytvorte zloZend funkciu F' = go f a urcte jej definic¢ny obor:
1
o) fry=a—1 g:iy=—_,

X
b) fry=a*—T, gry:\/?_,

c)f:y=Inzx, g:y=+1-—ux.

Z: V casti a) je funkcia f :y=x—1a funkcia g 1y =

K| =

U

3

To znamend, Ze najprv od cisla odpocitam jednotku a potom z vysledku urobim prevrdte

hodnotu. TakZe .

r—1

Definiéngm oborom bude R — {1}, pretoZe v menovateli zlomku nesmie vzniknit nula.

F.y=

U: Vyborne, pokracuj.

T

of%

Z: V ¢casti b) je vniitornou zlozkou funkcia f 1y = x* — 7, vonkajsou g : y = . Teda najprv

¢islo umocnim na druhi a odpocitam sedmicku, potom vysledok odmocnim a vydelim tromi.
Vznika mi takdto zloZend funkcia:

Este podmienky — vyraz pod odmocninou musi byt nezdporny, teda x> —7 = 0. Po od-
mocneni dostanem

Takze
D(F) = (—oo; —\ﬁ> U <\[7, oo) :

U: V obidvoch ¢astiach nam stacila jedna podmienka, skiisme eSte tretiu cast.

Z: Tu mame funkcie f : y = Ilnx a g : y = V1 —2. KaZda z nich sama o sebe vyZaduje
podmienky, ale podme postupne. Najprv vytvorim zloZeni funkciu, to bude

F:y=+v1—-Inzx.

U: Dobre, to je funkcia F' = g o f. Pre porovnanie uvediem aj funkciu G = f o g, t4 bude

dand predpisom
y=Inv1—ux.

N«

: Naozaj je to nieco iné.

U: Tak este dokon¢me nasu tlohu a urc defini¢ny obor funkcie

F:y=+v1—Inzx.




VaFu09-1 | | List 4

Z: Na to, aby existoval x posluzi prva podmienka, teda x > 0. Druhd podmienka
nam zaruci, aby pod druhou odmocninou bolo nezdporné cislo, teda

1—Inx =0,

gizelnx < 1. Co dalej?
U: Funkcia y = In z je rastiica, teda mozeme odlogaritmovat a dostaneme z < e.

Z: Tak potom staci spojit obe podmienky x >0 a x < e a dostanem

D(F) = (0e) .

, 1
umm1:2ﬁmmwny:x+l
I—

Urcte ich definicné obory.

1
Vysledok: F':y = ”x_+1; D(F) = (—o0; —1) U (1;00)
I‘ —

Gry="I"1 D) = (0:1) U (1ioo)

, gy = \/x vytvorte zloZené funkcie F = gof a G = fog.

%




VaFu09-2 | | List 5

Priklad 2: Urcte, z ktorych funkcii je zloZend dand funkcia F a ndjdite jej definicny obor:

uU:

N«

VI — 2 1

a) F:y= 3 b) F:y=sin2x c) F:y=

Inx —3°

Pri urcovani a si mozes pomoct tym, Ze si predstavis, akou
postupnostou krokov by si pocital hodnotu funkcie v Tubovolnom bode jej defini¢ného
oboru.

. Tak v prvom pripade

VI —2
3

by som najprv od x odcital dvojku, potom vysledok odmocnil a napokon este vydelil tromi.
Takze by to mohlo byt zloZen€ z troch funkcii ' = ho go f, pricom

F.y=

fry=2-2, gry=Vu, h:y=7.

: Moze to byt takto, vyborne si zvladol a spravne zapisal poradie funkcii.

. Tak idem na definicny obor. Z tychto troch funkcii len jedna vyZaduje podmienku — pod

druhou odmocninou musi byt ¢islo nezdaporné, teda x = 0.

: Pozor, to ¢o hovoris, je sice pravda, ale v predpise nasej funkcie F' mame pod druhou

odmocninou vyraz r — 2.

Z: Tak potom u nds plati x — 2 2 0, ¢ize x = 2. Hotovo,
D(F) = (2;00).
U: Dobre.
Z: Druhd cast
F:y=sin2zx

je v podstate celkom jednoduchd, lebo je zloZend len z dvoch funkcii, sinusu a dvojndsobku
x.

: 'V akom poradi?

: No ved prdve, najprv by som vypocital 2z a potom z toho sinus, teda vnitornd zloZka je

[y =2x avonkajsia g : y = sinx. A najlepsie na tom je, Ze nevyZaduju pisanie Ziadnych
podmienok, teda
D(go f)=R.

: Tak uz ta ¢akd len posledna funkcia

F.y=——.
J Inz —3
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Z: Ak si to rozloZim na najmensie kroky, tak mdm x zlogaritmovat, potom odéitat trojku a
napokon vypocitat prevratent hodnotu. TakZe ' = ho go f, pricom

1
fry=Inz, g:y=x-3, h:y=-—.
x

U: Velmi dobre.
Z: Tak este urcit definicny obor. Prvi podmienku pisem pre logaritmus:
x> 0.

Druhii podmienku dostanem z menovatela, ktory nesmie byt rovny nule, teda

Inz —3 #0,
odtial
Inz #3
a napokon
T # el

A blizi sa zdaver
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x? =2

Priklad 3: Urcte definicné obory zloZenych funkcii f :y = ag:y=log(z? - 3).

Z: Urcit vlastne znamend napisat podmienky pre jednotlivé virazy v predpise
funkcie, aby mali zmysel.

U: A dat pozor, aby si na Ziadnu podmienku nezabudol.
Z: Ved ja viem. .. Zacénem prvou funkciou
2 —2

fy= .

X

Tu musim napisat x # 0, pretoZe sa nachddza v menovateli zlomku. Dalej druhd odmocnina
je definovand iba z kladnych cisel . . .

U: Z akych?

Z: Aha, z nezapornych cisel, teda

Vyraz v citateli rozloZim na sucin

(x—\/i) (:c+\/§)

X

0.

v

Pokracujem . ktorymi st ¢isla —v/2; v/2; 0. Nakreslim ich na ¢i-
selni os

-2 0 V2
U: Takto sa ti vlastne mnozina realnych ¢isel rozpadla na Styri intervaly.

5 (x—ﬂ)(x—%ﬁ)

Z: V kaZdom z nich si vyberiem jedno cislo, dosadim do vyrazu

, aby som
x
zistil, ¢i nadobudne kladni alebo zaporni hodnotu.

U: Dobre, vidim, Ze vie§ ¢o m&s robif, napis mi uz len vysledok.
Z: Ja ho radsej nakreslim:

T
Va0 B

U: Nezabudni, Ze na zaciatku bola podmienka x # 0.

N«

. Myslim na to, teda

D() ~ (~v/E0) U (V).

U: Prejdime na druhu funkciu
g:y =log(z* — 3).
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Z: Tu si musim napisat podmienku x> —3 > 0, pretoZe je definovany iba z kladnych
¢isel. Teda 2% > 3, ¢ize
lz| > V/3.

A tak mdam

D(g) = (—oo; —\/§> U (\/g, oo) .

1
cos 2x

Vysledok: D(f) =R —{Z+k-Z}, k€ Z; D(g) = (—o0; —2)

ag:y=+0,5%—4.

Uloha 3: Urcte definicny obor zloZenych funkcii f :y =
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-2
Priklad 4: Dané su funkcie f :y = IT, g:y=1-3x?+4z. Uréte f(2z), f (%‘2), g(v/x),
g(1 —a?).
U: Urcit hodnotu funkcie f v bode 2x vlastne znamend pracovat so zloZzenou funkciou, ktorej
-2
vnutorna zlozka bude dand rovnicou y = 2z a vonkajsia predpisom y = a 3
Z: Takze potom
20 — 2
2r) = .
flar) =
To bolo lahké, stacilo dosadit 2o namiesto x. Skiusim dalsie, tiez to urobim tak, Ze namiesto
-2
x dosadim xT
T — 2
f r—2\ 3 2
3 ) 3
Mdm to upravit?
U: Samozrejme.
Z: Tak potom
x—2 r—2—6 r—8
! r—2\ 3 3 3 _z—38
3 ) 3 B 3 3 9

Z: Teraz prejdem na funkciu
g:y=1-32%+4x.

Nagprv urcim
g (Vz) =1-3(W2)’+4Vz =1- 3z + 4z
U: Ide ti to dobre, tak este posledné.
Z: Najprv dosadim 1 — 22, takZe
g(1 —2?) =1-3(1 —2*)? +4(1 — 2?),
ale to este budem upravovat

g1 —2*)=1-31—-22 +2*)+4— 42> =1 -3+ 62° — 32" +4 — 42® = 2 + 2% — 32*.
U: V poriadku.
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Priklad 5: Funkcie f a g si dané tabulkami:

T

Zapiste tabulkami funkcie go f a fog.

U: Zacneme funkciou g o f. Skiis najprv urcit jej

Z: Podla definicie do definicného oboru funkcie go [ patria vsetky také x z definiéného oboru
funkcie f, pre ktoré plati, Ze f(x) € D(g). Co s tym?

U: Mas$ teda v druhom riadku tabulky funkcie f vyhladat také ¢isla, ktoré sa nachadzaji aj
v prvom riadku tabulky funkcie g.
Z: Tak to st ¢isla 0; 6; 1; 7.
U: Ano, to st funkéné hodnoty funkcie f. N&jdi k nim prislusné x.
Z: To si ¢isla 0; 4; 1; 5.
U: Vyborne, mozes pisat tabulku funkcie g o f.
Z: V prvom riadku teda budi Styri ¢isla 0; 4; 1; 5 a v druhom riadku im priradim g (f(x)).
Bude to vyzerat takto:
x  |o|l4]1]5
g(f(x)) [4]11]5]4

U: Vyborne, teraz skiisme zamenit poradie funkcii.

N«

: TakzZe najprv pohladdm také hodnoty funkcie g, aby platilo g(x) € D(f). To si éisla
2; 4; 5; 4. K nim odpovedajice x su 4; 0; 1; 7. MoZem pisat tabulku, do druhého riadku
pojdu hodnoty f(g(x)):

U: Vyborne.
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Priklad 6: Rozhodnite o pravdivosti turdeni:

a) Ak s f, g rastice funkcie, potom aj g o f je rastica funkcia.
b) Ak si f, g klesajice funkcie, potom aj g o f je klesajica funkcia.

: Najprv si zopakujme, ¢o to znamenad, ze funkcia je rastica.

: Funkcia f sa nazyva rastica prave vtedy, ked pre vSetky x1,x2 € D(f) plati

ak x1 < x9, tak f(x1) < f(z2).

: Vyborne, teda tito podmienku spliiaji obe nase funkcie, f aj g. A my méame rozhodnit,

¢i to bude platit aj pre funkciu g o f.

: To veru netusim, ¢ to plati. Mozno by som to mohol vyskusat na nejakom konkrétnom
priklade.
: Dobre, tak uvazujme fry=xz+1a g:y=2%

Obe st definované na mnozine R a st rasttce. Vytvor z nich zlozent funkciu F'=go f.

: Bude to funkcia F :y = 2°TL. No to je opdt rastica exponencidlne funkcia. TakZe zdd sa,

Ze turdenie by aj mohlo platit.

: Skis to dokazat vSeobecne.
: Nech teda x1,x1 si lubovolné dve cisla z D(f) takeé, Ze

T < Tg.

: Treba hned dodat, Ze to maju byt také ¢isla, aby hodnoty funkcie f v tychto bodoch patrili

do defini¢ného oboru funkcie g.

: Kedze funkcia f je rastica, tak potom plati

fz1) < f(x2),

dalej budem pocitat hodnoty funkcie g v bodoch f(x1), f(xs). Ale kedZe g je tieZ rastica
funkcia, tak z predpokladu f(x1) < f(xa) vyplyva, Ze

g(f(z1)) < g(f(z2)).

A tym som vlastne dokdzal, Ze zloZend funkcia g o f je tieZ rastica, prvé turdenie plati.

C N C

N«

: Vyborne. A ¢o si myslis o situécii, kde f, g st klesajice funkcie?

: To je velmi podobné, takZe podla mna bude platit, Ze aj zloZend funkcia g o [ je klesajica.

1
: Tak to podme overif napriklad na intervale (0; 00), kde funkciu f : y = — zlozime samu so
x

sebou.

: Potom f o f je dand predpisom

To je nejaké cudné, ved funkcia f 1y = — je klesajica na (0;00), ale vysledok y = x je
x

rastuca funkcia. Asi to neplati.
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U: Skisme zovSeobecnit naSe tvahy a uvidime, kde bol hécik.

Z: Nech teda x1, 2, st lubovolné dve ¢isla z D(f) také, Ze
ry < Tg,
navyse také, Ze f(x1), f(x2) € D(g). Potom kedZe funkcia f je klesajica, tak plati
fla1) > f(a2).
Ale funkcia g je tieZ klesajica, takze
9(f(z1)) < g(f(22)).

Aha, uZ to vidim, znak nerovnosti sa dvakrdt obrdtil, preto je vysledkom rastica funkcia.
Teda druh€ tvrdenie neplati.




