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Transformacie grafu funkcie I
RNDr. Beata Vavrincikova

U: V niektorych rozpravkach vystupuju ¢arovné mesce ¢ kalichy, ktoré dokézu z méala vycarit
vela. My sa dnes poktsime o nie¢o podobné.

Z: Budeme carovat?
U: Skoro. Ukézeme si totiz, ako Sikovne znéasobit nase vedomosti o funkcidch. Ak pozname

grafy zakladnych funkcii, mozeme sa naucit pomocou niekolkych Sikovnych trikov zostrojit
grafy obrovského mnozstva dalsich funkcii.

Z: Aha, u? tusim, ¢o mdte na mysli. Asi budeme grafy nejako otdcat alebo posivat alebo nieco
podobné.

U: M&S pravdu, podme na to. V prvej situdcii sa budeme zaoberat dvojicou grafov funkcii
y=[f(z) a y=—f(2)
Nech teda f je Tubovolné funkcia, napriklad
fry=2a’—2z+3.

Jej graf vidis na obrazku:

y=2a°—2x+3

Co myslis, ako vyzera graf funkcie

g:y=—(2°—2x+3)?
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Z: Znamienko minus, ktoré ste tam vloZili, sposobi, Ze sa hodnoty funkcie zmenia na opacne.

Napriklad pre bod 0 plati, Ze f(0) = 3, ale g(0) = —3. Teraz si predstavim, Ze sa toto stane

s kazdym bodom. Teda ak leZal nad osou x, ocitne sa pod nou a naopak. Preto si myslim, Ze
sa graf vlastne zobrazi osovo sumerne podla osi x. Bude to vyzerat ako na dalsom obrdzku:

Y

y=a®—2x+3

U: Podstatu si celkom dobre vystihol, takZe tvoje pozorovanie mozeme zovSeobecnit:

Graf funkcie y = —f(z) je simerne zdruZeny s grafom funkcie y = f(x) v oso-
vej sumernosti podla osi x.

y = f(x)
24
\/\1:
3 2 1 N1 2 3 =
14+
_20
y=—f(x)

Je to naozaj celkom dobry trik, ako ziskat graf novej funkcie. Aké siu dalsie?

Druhy trik nie je zlozity a urcite ho objavis sam, ak sa dobre pozries na dalsi obrazok. St
na nom nakreslené grafy troch funkcii

Z:
uU:
3

y =, y:(x—1)3, y:(:p—|—3)3.

V akom vztahu st podla teba tieto grafy?
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Y y=ua?
41
3.1
21
14
ol /1 2 =
~1
—2
-3
—4

N«

: Tvar grafu sa nezmenil, je to vlastne stdle td istd krivka. Graf funkcie y = x® pozndm, je to

ta cervend krivka prechddzajica bodom [0;0]. A zvysné dve krivky vznikli z nej jednoducho
posunutim.

: Suthlasim, skuis vSak blizsie $pecifikovat toto posunutie. Ktorym smerom a o kolko treba

graf funkcie y = 2® posuntt?

. Myslim si, Ze v pripade funkcie y = (x — 1) doslo k posunutiu doprava o 1 dielik pozdlZ

08t .

: Ano, priese¢nik grafu funkcie s osou x, bod [0; 0] sa posunul naozaj o jeden dielik doprava

do bodu [1;0], pretoZze v tomto bode plati

(1-1)*=0.

: Zato pri funkcii y = (z+3)? treba posunit graf dolava o 3 dieliky. MézZem si to skontrolovat

opdt na priesecniku grafu s osou x, teraz to bude bod [—3;0], lebo plati

(=3+3)* =0.

: Vyborne, skiisme zovseobecnit:

Graf funkcie y = f(xr — a), a # 0 zostrojime posunutim grafu funkcie y = f(z)
v smere 0si v doprava (ak a > 0) alebo dolava (ak a < 0), velkost posunutia
je |al.
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doprava a zeleny graf posunutim dolava.

: Na obrdzku vidim, Ze z povodne cerveného grafu funkcie sme dostali modry graf posunutim

N«

cC N C

z jedného grafu funkcie nekonecne vela dalsich?

: Ano.

. Sikovny trik, zacina sa mi to pdcit. Co dalej?

st zostrojené grafy funkcii

: Rozmyslam teraz nad tym, Ze ak za a budem dosadzovat lubovolné ¢isla, mozem takto ziskat

: Posledny trik, ktory si ukdzeme, bude velmi podobny. Opéit zacneme konkrétne. Na obrazku

y =z +2.

V akom vzfahu st podla teba tieto grafy?
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Z: To je jasné, opat doslo k posunutiv grafu, ale tentoraz pozdlZ osiy-ovej. Graf funkcie y = x*

je cervend parabola prechddzajica zaciatkom siuradnicovej sustavy. Graf funkcie y = x> +2
je taka istd parabola, len posunutda nahor o 2 dieliky.

U: Ano, je to sposobené tym, ze funkcia y = 2 + 2 priradi kazdému redlnemu &slu = hodnotu

o 2 vicsiu ako mu priradila funkcia y = 2.

Z: A zase funkcia y = 2% — 3 priradi kazdému ¢islu hodnotu o 3 mensiu, preto grafom bude
parabola posunutd o 3 dieliky nadol.

U: Mo6zeme sformulovat zéaver:
Graf funkcie y = f(x) + b, b # 0 zostrojime posunutim grafu funkcie y = f(z)
v smere osi y nahor (ak b > 0) alebo nadol (ak b < 0), velkost posunutia je |b|.

)

U: ,Triky“, ktoré sme si ukazali, predstavuja transformacie grafov funkcii. Umoznuju
nam rychlejsie zostrojit grafy zloZenych funkcii, pricom moézeme v jednej tlohe pouzit aj
viac transformacii.

Z: Viem, ako to myslite. Napriklad graf funkcie
y=(r—3)?%*-2

by som zostrojil tak, Ze by som obycajni cervent parabolu y = x? posunul najprv o 3
dieliky doprava po osi x-ovej a dostal by som ciarkovani parabolu y = (x — 3)%. Thi by som
potom este posunul o 2 dieliky nadol po osi y-ovej. Vyzeralo by to takto:
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U: Vyborne.
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Priklad 1: Dany je graf funkcie y = f(x). Nacrtnite graf funkcie y = — f(x).

a) b) k4

U: Najprv si uvedom, aky je rozdiel medzi predpismi y = f(z) a y = —f(z).

Z: Rozdiel je iba v znamienku. To znamend, Ze druhd funkcia bude nadobidat presne opacné
hodnoty ako prvd.

U: Ako sa to prejavi na grafe?

N«

: Vlastne kaZdy bod na grafe zment svoju y-ovu suradnicu z kladnej na zaporni alebo opacne.
Teda ak predtym bod lezal nad osou x, teraz bude leZat pod mou a naopak.

c

: Najdu sa aj také body, ktoré nezmenia svoju polohu?

Ano, budi to body na x-ovej osi.

C N

: Mozeme teda povedaf, Zze dojde k zobrazeniu grafu funkcie osovo siimerne podla osi x.

N<

Ano, uz to aj kreslim, prekldpam to podla osi x-ovej a prvy graf vyzerd takto:

Y

U: Vyborne. V druhej ¢asti tllohy mas goniometricka funkciu.

Z: Ale princip ostdva ten isty, aby som zostrojil graf funkcie y = —f(x), zobrazim pévodnsj
graf osovo sumerne podla o0si x-ovej. Dostanem takyto viysledok:
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Yy
34
24
1l y=—f(x)
) R 7 N S T 1 2 3/ 57
_10
y= f(z)
_20

Uloha 1: Zostrojte grafy funkcii f -y = 23 a g : y = 2%. Potom zostrojte grafy funkcii
firy=—a2%aqg :y=—2%

Vysledok:
Yy
y=a°
74}1 -3 1 2 € -4 - = 7}1 0 1 2 z
—1
—921
_ _9x
y=—a3 _3l y=-2
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Priklad 2: Pomocou funkcie [ urcte rovnice funkcii fi aZ fy, ktorych grafy si na obrazku:

U: Cervenou farbou mame zostrojeny graf funkcie y = f(z), z ktorého budeme vychadzat.
Pomocou neho skis odvodit rovnice ostatnych funkeii.

N«

. Idem postupne, zacnem funkciou fi. Jej graf je nakresleny ciernou farbou a vidim, Ze ma
taky isty tvar ako graf funkcie y = f(x), len je posunuty nahor pozdlZ osi y-ovej.

c

: O kolko je posunuty?

: O 3 dieliky, pretoZe os y-ovi pretina v trojke.

C N

: Pozor, ale povodny graf y = f(x) pretina os y-ova v jednotke.

N«

: Aha, takZe sa to posunulo len o dva dieliky nahor. Potom predpis funkcie fi bude

firy=f(z) +2

U: Ano, funkcia f; priradi kazdému bodu z defini¢ného oboru hodnotu o 2 vi&siu ako priradila
funkcia f.

Z: Pokracujem druhou funkciou fo. Jej graf je nakresleny modrou farbou a vidim, Ze je vlastne
sumerny s grafom funkcie f podla x-ovej osi. Preto je funkcia fy dand predpisom

fary=—f(x).
U: Mas pravdu, tato funkcia priradi kazdému bodu z definicného oboru opa¢nt hodnotu nez
mu priradila pévodna funkcia.
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Z: Tretia funkcia f5 je viastne ten isty pripad ako prvd. Zeleny graf je oproti cervenému tieZ
posunuty pozdlz osi vy, ale teraz o 3 dieliky nadol. TakZe predpis funkcie fs je

fsiy = f(z) - 3.

U: Vyborne, ostala ti posledna funkcia fy, jej graf je vyznaceny fialovou farbou.

Z: Tu opit doslo k posunutiu cerveného grafu, ale tentoraz pozdlz osi x, o 4 dieliky doprava.
Len teraz neviem, ako tu Stvorku namontovat do predpisu funkcie.

U: Zopakujme si, ze ak dojde k posunutiu grafu funkcie pozdlz osi z, ide o transforméaciu
grafu dant rovnicou

y = f(r—a).

Pritom ak a > 0, postva sa graf doprava, ak a < 0, postva sa dolava. Velkost posunutia
udéva ¢islo |al.

N«

: Cize v nasom pripade, ak sa graf posunul o 4 dieliky doprava, tak

fory=flz—4).

U: Overit si to mdZeme na ¢isle 3, pre ktoré plati

fi3)=fB-4)=f(-1)=0
a na grafe vidime, zZe ¢islo 3 je naozaj nulovy bod funkcie f;.

Uloha 2: Pomocou funkcie f urcte rovnice funkcii fi aZ fs, ktorych grafy si na obrdzku:

Y

Vysledok: f1:y = f(z+4); fory=f(x)+2; f3:y=—f(x)
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Priklad 3: Zostrojte graf funkcie f : y = x3. Pomocou neho zostrojte grafy funkcii g : y =
=23 —-2ah:y=a3+32>+3x+1.

Z: Graf funkcie f : y = x3 pozndm, je to kubickd funkcia, graf prechddza bodom [0;0] a vyzerd
takto:

U: Dobre, a teraz skis do toho istého obrazka prikreslit graf funkcie

g:y=2a°—2.

Z: To nie je tazké, pretoZe funkcia g priradi kaZdému redlnemu ¢islu hodnotu o 2 mensiu nes
funkcia f. To znamend, Ze graf funkcie g vznikne posunutim grafu funkcie f o 2 dieliky
nadol. Vyzerd to takto:

ik y=a’

34

9l y=a3—2
14
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U: Tak este sktis funkciu
h:y=a%+32"+ 3z + 1.

Z: Jednotka na konci by znamenala posunit graf o 1 dielik nahor, ale co s tym 3z + 3x ?

U: Takto to nepdjde. Skis znova a dobre sa pozri na vyraz
23 +32% + 31+ 1,

nepripomina ti niec¢o?

Z: No jasné, vzorec (a + b)3!

(a+b)® = a®+ 3a*b + 3ab® + 1?

Cize mozem pisat, Ze
y=12°+3r*+3x+1=(z+1)%

A to znamend, Ze graf funkcie f posuniem o 1 dielik dolava a dostanem takito graf funkcie

h:

U: Uz len pripomeniem, Ze ide o funkciu typu y = f(x — a), ktort mozeme zapisat ako
y = (x+1)3 = (x — (—=1))*. Teda a je zdporné &slo, preto graf postivame dolava. Tak si
mobhol vidiet, Ze ak Sikovne upravime predpis funkcie, moze nam to velmi ulahcit zostrojenie
jej grafu.

Uloha 3: Priradte k funkcidm
y=(+1°=3 y=2"+1 y=(-27% y=-2°

ich grafy na nasledujicom obrdzku:
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a) Yy b) Yy
34 3+
2+ 24
14 /1
1 o 1 ) 3z -2 1 0 1 2
14 14
_ol 91
341 —34
c) Yy d) Yy
34 3+
2+ 24
1+ 1+
1 o 1 2 3z 5 1 o 1 2 x
14 14
_ol
_34
Vysledok: a)y = —2*; bly=2+1; c)y=(x—-2)% dy=(x+1)>-3
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Priklad 4: Danyg je graf funkcie f. Nacrtnite graf funkcie y = f(x — 3) + 2.

Y

J2345x

Z: Pri rieseni tejto ulohy pouzijem transformdacie grafu funkcie. Viem, Ze graf funkcie y =
= f(x — a) je oproti grafu funkcie y = f(z) posunuty.

U: Charakterizuj blizsie toto posunutie.

Z: Bude to posunutie pozdlZ osi x a to tak, Ze pre a > 0 postvam vpravo, dizka posunutia je
a dielikov. Pre a < 0 posuniem graf dolava. Teda v mojom pripade predpis

y=f(xr—3)+2
hovort, Ze najprv posuniem povodny graf o 3 dieliky vpravo. Dostanem ako medzikrok
ciarkovany graf funkcie y = f(x — 3).
U: Velmi dobre, eSte mi vysvetli, ako ovplyvni graf dvojka na konci predpisu.

Z: Teraz zase pouZijem to, Ze graf funkcie y = f(x) + b je oproti grafu y = f(x) posunuty
v smere 0si y. V mojom pripade b = 2 je kladné cislo, takZe posuniem graf funkcie y =
= f(x — 3) nahor o 2 dieliky. Visledok je na obrazku:

Y
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Priklad 5: Pomocou grafu funkcie f : y = x? zostrojte grafy funkcii g : y = 2> +6x + 8 a
h:y=—2%+2.

Z: Grafom funkcie f :y = x% je parabola s vrcholom v bode [0;0], to vie kaZdy. Teraz by som
mal asi nejako upravit predpis funkcie g : y = 2% + 6x + 8.

U: Skis pouzif dopliianie

Z: Skusim, teda

y=a"+6r+8=(2+6r+9)—-9+8=(r+3)>* -1
U: Z tohto vysledného tvaru uz pekne vidno, ako budeme graf transformovat.

Z: Ano, trojka v zdtvorke znamend, Ze cerveni parabolu y = x* posunieme o 3 dieliky do-
lava. Teda vrchol paraboly sa z bodu [0;0] posunie do bodu [—3;0]. Dostaneme ciarkovani

parabolu y = (x + 3)%. A potom esSte posunieme tento iarkovany graf o 1 dielik nadol
takto:

\y = (x+ 3)2 | 1Y y = 22

U: Teda vysledkom je parabola s vrcholom v bode [—3; —1]:

Z: Graf funkcie
h:y=—a®+2

bude tiez vyZadovat dva kroky. Najprv parabolu y = x* preklopim podla osi x-ovej, pretoZe
v predpise je minus pred x*. A potom tito preklopenii parabolu posuniem o 2 dieliky nahor:
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Priklad 6: Pomocou grafu funkcie f : y = sinx zostrojte grafy funkcii g : y = —sinz a

h:y:sin(aj—%).

Z: Grafom funkcie f :y = sinx je takdto krivka:

Yy
1 y =sinz
-5 4 -3 -2 -1 1 2 a 4 ) 6 7
A t
—2m —3r - -5 0 z 3 3 21
14+
U: Hovorime jej tiez
Z: Graf funkcie
g:y=—sinz

bude tiez sinusoida, len bude obrazom povodnej v osovej sumernosti podla 0si x-ovej. Bude
to preto, lebo kaZdému cislu priradi opacni hodnotu ako povodna funkcia. TakZe oblucik,
ktory bol nad osou x, bude pod 1ou a naopak.

U: Ano, a na svojom mieste zostantl vietky nulové body funkcie, teda graf vyzeré takto:

Y
1 y =sinx
-5 A4 — -2 -1 1 2 a 4 )
—2r -3 T -5 5 3 27
—17 y= —sinx

N«

: Teraz sa pozriem na funkciu
T
h: :sin(x——).
Y 6

. wp . . . . . .
Jej grafom bude opdt sinusoida, ale bude posunutd v smere 0si x-ovej o 5 Len nie som si

isty, ¢ dolava alebo doprava.

U: V takom pripade ur¢ hodnoty funkcie napriklad v bodoch 0 a %

Z: Dobre, dosadzujem
h(0) = sin (O — %) = sin (—%) = —%

Co s tym?
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y4

N«

uU:

uU:

X 7T U .
Véhas medzi tym, ¢i graf funkcie y = sinx posunut o 6 vpravo alebo vlavo. Predstav si

alebo nakresli obe mozZnosti a rozhodni, v ktorej bude platit, ze h(0) = —% ah (%) =0.

™

Bude to vtedy, ak graf posuniem doprava, vtedy sa nulovy bod [0;0] posunie do bodu [g; O}.

Presne tak, ja len zopakujem vSeobecne, ze graf funkcie y = f(z — a) je posunuty oproti
grafu funkcie y = f(x) pozdlZ osi  vpravo, ak a > 0 a vlavo, ak a < 0. Dizka posunutia

je |al.

Medzitym som uZ nakreslil graf funkcie h, tu je:
Yy
14 y=sinz
A T 5 N L 2 NN+ 5 63
e N TV S R AN’
-1 y = sin ($—%)

Uloha 6: Pomocou grafu funkcie f : y = cosz zostrojte grafy funkcii g - y = 1+ cosz a

h:y:cos(a:—l—%).

Vysledok:
Yy
y=1+coszx
\ 2N T
—27 5 3
Y =COST
Y
1 — o8
Y = CcosT
7643%\2 ﬂ/ﬁ/ﬁ;
-2 3r - 5 0 T\ 3 3 e 27
—1+
Y = COoS (:L‘—F%)




