VaFu07-T | | List 1

No C N

c

Rovnost funkcii. Periodicka funkcia.
RNDr. Bedta Vavrincikovad

: Za¢nem jednoduchou otazkou. Kedy sa podla teba dve funkcie rovnaj?
: No ¢o ja viem, asi ked maju uplne rovnaké

: S tym stthlasim. Teraz si vSak predstav, Ze ti zadam dve funkcie len pomocou

a predpisov. Dalo by sa rozhodniit, ¢i sa tie dve funkcie rovnaji aj bez zostrojovania
grafov? Skus porozmyslat, zaéni tymi definiénymi obormi.

: Podla mmia by sa definicné obory mali rovnat. Ved ak by napriklad jedna funkcia bola

definovand len pre kladne c¢isla a druhd len pre zaporné, nijako by to nebolo to iste.

: Sthlasim, stac¢i aby sa defini¢né obory lisili len v jedinom bode, uz by sa funkcie nerovnali.

Prigli sme teda na prvi podmienku rovnosti dvoch funkecii, a tou je rovnost defini¢nych
oborov.

. A teraz este treba vymysliet, ¢o s predpismi funkcii. Najlepsie by bolo, keby sa tieZ rovnali.
: M&S pravdu, ale to by bola velmi trividlna situacia.

: Tak potom by na pohlad ani nemuseli vyzerat rovnako, ale stacilo by, keby ddvali rovnaké

vysledky.

: To je ono, potrebujeme, aby obidva predpisy davali rovnaké funkéné hodnoty a to pre

vsetky prvky defini¢ného oboru.

Takze to zhrniem:

Hovorime, Ze funkcia f sa rovna funkcii g prave vtedy, ak plati:
1) D(f) =D(g)

2) Ve €D(f):  f(z) = glx)

Zapisujeme f = g.

: Teraz si to vyskusajme na dvoch prikladoch. Najprv by si mal rozhodnut, ¢i sa rovnaju

funkcie
fiy=(@+1)? a g:y=2>+22+1.

. Zacnem definicnymi obormi. Tu netreba pisat Ziadne podmienky, teda

Pokracujem predpismi, pre kaZdé realne cislo x plati:
fx)=(x+1)*=2*+22+1=g().

Vyuzil som vzorec pre druhi mocninu suctu a vychadza mi, tieto dve funkcie sa rovnaji.
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U: Vyborne, zapiSeme
f=y
a znamena to tiez, ze aj ich grafy budu tplne rovnaké.
Teraz sktisme to isté pre dvojicu

x?—4
r — 2

Z: Zasa treba zacat definicngmi obormi. Pre funkciu h musim napisat podmienku x — 2 # 0,
odkial x # 2, teda

h:y= a 1:y=x+2.

D(h) =R — {2}.

Ale funkcia © nevyZaduje Ziadnu podmienku, cize
D(i) = R.

A uz vidime, Ze tieto dve funkcie sa nemoZu rovnat, kedze nemaji rovnaké definiéné obory.
U: Ano, zapiSeme
h # 1.

Pre tplnost este porovnam funkéné predpisy a zistim, ze

VreR— {2} : h(:c):i__;: (’”_?_(”;*2) — 42— i(2).

Vyraz v citateli som rozlozil na sac¢in a po vykrateni som zistil, ze funkcia h nadobuda
také isté hodnoty ako funkcia ¢. Vynimkou je iba bod =z = 2, v ktorom funkcia h nie je
definovana. Grafy tychto funkcii vidis na obrazku:

Z: S skoro rovnake, lisia sa iba v jednom bode.

U: Teraz zmenime tému a skis zostrojit graf funkcie

fry=(-1)" kdeD = Z.
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Z: Radsej si najprv pripravim tabulku s niekolkymi hodnotami:

No to je zaujimavé, funkcéné hodnoty sa pekne striedaji!

T rovné minus

U: Ano, pre parne z bude (—1)* rovné jednej, ale pre neparne z bude (—1)
jedne;j.

Z: Preto graf bude vyzerat takto:

Yy
21
° le °
-3 -2 -1 0 1 2 3 x
° o —11 ° °
—ol

U: Cim je tato funkcia zaujimava?
Z: Prdve tym, Ze sa jej hodnoty pravidelne opakuji.
U: Tato funkcia patri medzi tzv. periodické funkcie. Periéda je cudzie slovo a v preklade

znamena ¢asovy usek, ktory uplynie medzi dvoma opakujicim sa javmi. Napriklad mesacny
spln nastane vzdy po 28 dnoch, olympijské hry sa organizuji po 4 rokoch.

Z: Aj majstrovstvd sveta vo futbale su kazdé Styri roky a majstrovstvd sveta v hokeji dokonca
kazdy rok.

U: Ano, vela dejov okolo nés je periodickych, aj ked si to mozno neuvedomujeme. Napriklad
nase srdce je tiez pravidelne pracujici sval, moézeme si to vSimnaf na obrazku z EKG:
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Z: Nickedy sa stane, Ze srdiecko nepracuje takto pravidelne, ale to je uZ o inom ...

U: Dobre, vratim sa k pojmu periéda. Budeme ju oznacovat p, bude to kladné ¢islo a jeho

vyznam je takyto:

Ak funkcia f mé byt periodickd, a ja si vyberiem ITubovolny bod x z jej defini¢ného oboru,
tak po uplynuti periédy, teda ak sa posuniem po osi z-ovej do bodu z + p, musim dostat
rovnaku funkéni hodnotu, teda

[z +p) = f(z).

Ale ak sa posuniem dolava do bodu z — p, alebo doprava o dve periédy do bodu = + 2p,
tiez musim dostaf rovnaké funkéné hodnoty, teda aj

flx —p) = f(z+2p) = f(z).

: Aha, ale takto sa po osi x-ovej moZem posiuvat kolko chcem, ako to zapiSeme vieobecne?

: Zapiseme x+k-p, kde k je celé ¢islo. Vo vSetkych tychto bodoch musi byt funkcia definované

a musi nadobudat rovnaké hodnoty, ¢o zhrnieme do nasledujtcej definicie:
Funkcia | sa nazifva periodickd prave vtedy, ked existuje také kladné éislo p,
Ze pre kazZdé celé cislo k plati:

1) ak x € D(f), tak aj x+ k- p € D(f)

2) flx +k-p)= f(z).

Cislo p nazjvame periéda funkcie f.

Z:

Mozno by to chcelo este nejaki ukdzku.

U: Nech sa paci. Najtypickejsimi predstavitelmi periodickych funkcii st

Ukézme si funkciu
g:y=sinz,

jej graf vidis na obrazku:
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g:y=sinx

2 a

vl

S touto funkciou sa stretavame pri striedavom elektrickom prade, pri réznych vineniach,

kmitavych pohyboch a pod. Skusil by si z grafu urcit jej periédu?

Z: Graf je vlastne takd nekonecnd vinovka a jedna vinka sa zopakuje, ked sa po osi x posuniem

o 27, to bude perioda.

U: Ano, povieme tiez, Ze p = 27 je najmensia peridda, pretoze priebeh funkcie sa zopakuje

aj po 4m alebo 1007.
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Priklad 1: Rozhodnite, ¢i sa rovnaji funkcie:
o) firy=z, g :y=lzl,
b) fory=(x—3)% go:y=12*—6x+9,
c) fsiy=2, gs:y=1,
d)f@yzi—ﬁ, g;;:yzl—l—%.
U: Zopakujme si, Ze ak sa dve funkcie maju rovnat, musia byt splnené dve podmienky. Ktoré?

Z: Prvou podmienkou je, aby sa rovnali definicné obory a druhou, aby sa pre vsetky prvky
z definicného oboru rovnali funkéné hodnoty.

U: Vyborne, mozes zacat s prvou dvojicou

fiiy==x, gliy:|x|'

Z: Obidve funkcie su definované pre vsetky redlne cisla, teda
D(f1) =D(g1) =R.

To by bolo zatial v poriadku, ale hodnoty sa rovnaji len na jednej polovici, pre nezdporné
x plati |z| = z, ale pre zaporné x uz |x| = —x. Napriklad f1(—3) = =3, ale g1(—3) =
= |=3| = 3. Preto sa funkcie nemozu rovnat,

f1# 91

U: Velmi dobre, pokracuj druhou dvojicou

fory=(x—3)?% ga:y=2a"—6x+09.

Z: Tak tieto dve funkcie sa urcite rovnaju, lebo vieme, Ze
(x—3)*=2"—62+9

podla vzorca pre druhi mocninu rozdielu.

U: To je pravda, aby si vSak naozaj mohol vyhlasit zéver, ze

f2 = 92,

nezabudni zdoraznit, Ze sa rovnaja aj defini¢né obory, v tomto pripade

D(fz) = D(92) =R.
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Z: Na to som naozaj zabudol. Idem na tretiu dvojicu
x
fary=—, gs:y=1
x

x
Na prvyj pohlad to vyzerd, Ze by sa mohli rovnat, pretoZe — = 1. Ale ddm si pozor, aby som
x

nezabudol na definiéné obory. Funkcia f3 vyZaduje podmienku x # 0, teda D(f3) = R—{0},
funkcia g3 je definovand vsade, D(g3) = R. A uZ vidime, Ze

I3 # g3,

kedZe sa ich definicné obory lisia.

U: Presne tak, preto je dolezité vzdy skontrolovat aj rovnost definiénych oborov.

Z: Poslednd dvojica funkcii vyzerd dost zloZito

T+ 2 3
fary= , ey =14——.
z—1 rz—1

Zacnem definiénymi obormi. Pre funkciu fy musi platit x — 1 # 0, ¢ize x # 1, preto

D(fy) =R —{1}.
Pre funkciu g4 napiseme takisto x — 1 # 0, teda
D(gs) =R —{1}.

U: CiZe defini¢né obory oboch funkcii sa rovnajt, méze$ pokracovat.
Z: Potrebujem porovnat funkéné hodnoty. Asi bude lepsie vyjst z predpisu pre funkciv s a

skisit ho upravit. Dostanem Ze

3 r—1+3 a+2
VZ’GD(Q4)'94($)—1+$_1— S —x_l—f4(l’)-

Ale to vlastne znamend, Ze obe funkcie sa rovnaji,

fa= g4

Uloha 1: Rozhodnite, ¢i sa rovnaju funkcie:
$2
a)flryzrf, giy=%,
b frry=3, giy=3
C)f3:y:\/%7 g3y = ii_B’

3 2
d) fory="EE5 gy=x+1

2

8

;

i

Vysledok: a) nie b) 4no ¢) nie d) 4no
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Priklad 2: Zistite, ktoré z danych funkcii si periodické, urcéte ich najmensiu periodu (ak
existuje) a nacrinite graf:
a) fry=1% z€Z,
b)g:y=2, x€R,
¢c)h:y=1"4+(-1)*, z€Z.

Z: Pri prvej funkcii
fry=1" x€Z

zacnem tym, Ze jednotka umocnend na akékolvek celé c¢islo mi dd vidy jednotku. Preto je
to vlastne konstantna funkcia a jej graf tvori takdto mnoZina izolovanych bodov:

)
21
° ° ° le ° ° of
-3 —2 —1 0 1 2 3 z
14

U: A je to periodicka funkcia?
Z: Samozrejme, Ze je, jej najmensia perioda bude p = 1.
U: Dobre, zmeni sa nieco, ak budeme uvazovat velmi podobnu funkciu
g:y=2, xeR?
Z: Je to tieZ konstantnd funkcia, ale definovand na mnoZine R, preto jej grafom bude priamka.

Nezdd sa, Ze by to bola periodickd funkcia.

2 g

U: Nie? A preco? Neopakuje sa vari hodnota 27

Z: No, mohli by sme to tak zobrat, ale kolko by bola peridda?

U: V tom je prave ten hacik, ze ktorékolvek kladné ¢islo je periddou tejto funkcie, neexistuje
vsak najmensia peridda.

N«

. Aj tak je to dost cudny priklad.
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U: Sthlasim, Ze je to dost netypicky priklad periodickej funkcie, mozno sa ti viacej zapaci
posledna funkcia
h:y=1"+(-1)* =x€Z.
Z: Tak tu urcite zacnem vypisovanim niekolkych hodndt funkcie, aby som ziskal predstavu o

jej priebehu:

1 1
—PN=134+(=13%=— =1—-1=
h(-3) + (—1) 13+(_1)3 0
h(—2)—1‘2+(—1)‘2—l+ = =1+1=2

— =ty s —
h(—l):11+(—1)1:% %:1-1:0

h0)=1"+(-1)°=1+1=2
() =1"+(-1)'=1-1=0.
Uz je to jasné, budi sa pravidelne striedat hodnoty 0 a 2.
U: Ano, pre z parne celé éislo bude h(z) = 2, ale pre = neparne celé ¢islo bude h(z) = 0.
Z: Graf je takdto mnoZina skackajicich izolovangjch bodov:

Y

U: Ostava este odpovedat na otazku, ¢ to je periodicka funkcia.
Z: Ano, s najmensou periddou p = 2.

Uloha 2: Zisti, ¢i dané funkcie su periodickeé:
a) fry=(-1)* =xz€eZ,
b)g:y=3x—1, z€R.

Vysledok: a) je periodickd, p = 1 b) nie je periodicka
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Priklad 3: Celou castou redlneho cisla x rozumieme najvicsie celé ¢islo, ktoré je mensie alebo
rovné ¢islu x a oznacujeme ho [z]. Teda [3,1] = 3; [5,75] = 5; [—4,2] = —5; [3] = 3 atd.
Na obrazku su zostrojen€ grafy funkcii definovanych na R:

fry=la], gry=a—la,
hiy=2c—2z], i:y=(-1)8.

Rozhodnite, ¢i su periodické a urcte ich nagjmensiu periodu.

Yy fry=|[z] Yy
27 — 2+
| i g:y=ux—[z]
IR R — 1
\ | ! /3
‘ ‘ s | 1 L/ ; ; L;
-3 —23 —13 0 1 2 3=z -3 -2 -1 0o 1 2 3=z
-1
e -
| |
— 5 921 —214
Yy Yy
21 21
h:y=2x— [2x] iy = (1)
1 —o0 o 1 o
G, 01'2'i‘3x 3 5 1 o 1 2 3z
-1 o —1 o —
—214 -2

Z: Vidim, Ze je to celkom zaujimavd vec, td celd éast. Na prvom grafe funkcie

fry=|[2]

vznikli také schodiky, pravidelne sa to meni, ale nebude to periodickda funkcia, pretoZe
hodnoty funkcie sa neopakuji.

U: Ano, preto sme to trochu zmenili a v druhej funkcii

g:y=ux—|[a]

sme od redlneho ¢isla x odcitali jeho celua cast.
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14

21

Z: Dalo by sa povedat, %e z ¢isla zostala len desatinnd cast a vznikla tak peknd periodickd
funkcia. Jej najmensia peridda je p = 1. A nieco velmi podobné je aj tretia funkcia

h:y=2r— 2],

wba graf je zhusteny, castejsie sa opakuju usecky. Perioda bude mensia, len p = %

U: Ide ti to vyborne, ostala posledna funkcia, v ktorej ¢islo —1 umoctiujeme na celt Cast
realnych cisel.

Y
21
ity = (-1
—0 ——o0 le—o —0
-3 —2 -1 0 1 2 3 x
— 0 0;1() — 0o -—
—94

Z: Viem, Ze —1 umocnené na parne celé c¢islo dd jednotku, umocnené na nepdrne celé cislo
dd minus jednotku. A z grafu je jasné, Ze sa to bude opdt pekne striedat, je to periodickd
funkcia, teraz ale najmensou periodou bude cislo 2.




VaFu07-4 |

[List 12

Priklad 4: Rozhodnite, ¢i funkcie, ktorych grafy vidite na obrdzku, su periodické:

N«

) Yy
31 3l
f
1+ 1
4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4z 4 3 3 1 o 1 2 3 4=z
_1” _1,,
Yy
2,,
3 5 1 o 1 2 3 4 5 6 17 8=
_1,,

: Na prvom grafe si také pekné zubky — dva malé, jeden velky, dva malé, jeden velky . .. Bude

to takto pokracovat dulej?

: Predpokladajme, ze ano, teda Ze funkcia nezmeni svoj priebeh v casti, kde uz jej graf

nevidime.

: Tak potom to je periodickd funkcia, jej priebeh sa zacne opakovat po dvoch malych a
jednom velkom zubku, teda peridda bude p = 3.

CN( C N

: Dobre, a ¢o druha funkcia?

: Teda to je periodicka funkcia?

No dno. Ci nie? Neviem.

. Td mi pripomina zuby na pilke. Tu je to jednoduché, zacne sa to opakovat uz po jednotke.

: Toto veru nie je periodicka funkcia, kvoli definicnému oboru. Vyberme si z neho jedno

¢islo, napr. x = 2. Potom, ak by periéda bola p = 1, tak podla definicie periodickej funkcie
by malo platit, Ze do defini¢ného oboru patri kazdé ¢islo v tvare

x+k-p,

keZ.

Teda aj 2+ 3-1; 2+ 100 - 1 a podobne. Lenze v tychto bodoch funkcia nie je definovana.
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Z: Nie je to potom tak, Ze periodickd funkcia must byt definovand na mnozine vietkych redl-
nych cisel?

U: Nie, nie je. Sta¢i sa pozriet na treti graf:

Y

2N aWaVa

3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7T 8=

U: Tato funkcia je periodicka s najmensou periédou p = 3, pricom nie je definovana na R, jej
defini¢ny obor je zlozeny zo zjednotenia nekonecéne vela intervalov dizky %
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Priklad 5: Nacrtnite graf funkcie, ktord je periodickd a sucasne:
a) je ohranicend a pdrna;
b) je zhora ohranicend, ale nie je zdola ohranicend.
U: V prvej ¢asti mas nacrtnat graf funkcie, ktord je sicasne periodickd, ohranicené a péarna.

Z: Zacnem od konca — aby bola , must byt jej graf sumerny podla osi y. Aby bola
, tak cely graf must lezat medzi dvoma rovnobezkami s osou x, napr. si vezmem
priamky y =1 a y = 3. Nagprv si pripravim hoci aj takyto ornament:

Z: A ked md byt este aj , tak sa tento ornament bude opakovat:

Y

8 7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 71 8§ =z

U: Krasny obréazok, mohol by si robif navrhéara vysiviek.

Z: No dukujem pekne, idem radsej na druhi cast — mdm nacrtnit graf periodickej funkcie,
ktora je 1ba . Mohol by som pouZit podobniy ornament, ale nesmie byt
zdola ohranicend, teda potiahnem ciaru nadol ast takto:




VaFu07-5 | List 15

U: Uz sa tesim na vysledok.

Z: Vydrite, este to niekolkokrdt zopakujem a je to:

Y

U: Pekné, toto je teda graf jednej z funkcii, spliiajicich podmienky v zadani. Na zéver mi
eSte povedz horné ohranicenie a periédu tvojej funkcie

Z: Hornym ohranicenim je c¢islo 3 a nagjmensia perioda je tieZ 3.
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Priklad 6: Urcte najmensie periody funkcii y = cosz a y = tgx.

U: Tieto funkcie patria medzi a su typickymi predstavitelmi periodickych fun-
keii.

Z: Uz som sa s nimi stretol, takse to nebude takd tloha. Najprv nacrtnem graf funkcie
y = cosx, vyzerd takto:

Y = COST

U: Periéda urcuje tisek na osi x-ovej, po ktorej sa zacne priebeh funkcie opakovat, mas urcit
najmensiu.

Z: Bude to p = 2w, pekne to vidno na maxime, ktoré je v bode x = 0 a najblizsie dulsie
mazimum je v bode x = 27.

U: Vyborne, teraz to skiisime s funkciou y = tgz. Jej graf tiez poznas.

j y

N w =~

—_

—2r -3 T —

[MIE]
o
JE]

)

14

_91

—31

41

Z: Ano, mdme ho tu na obrdzku. Peridda bude pri tejto funkcii mensia, len p = w. Vidiet to
mozZeme na nulovom bode, ktory je v kaZdej opakujicej sa casti len jeden a rozdiel medz:
nimsi je presne m.
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Priklad 7: Nech D(f) = R. Ktoré z turdeni o funkcii f je pravdivé?
a) Ak je funkcia f periodickd, potom je pdrna alebo nepdrna.
b) Ak je funkcia f periodickd, nemoze byt na celom svojom definicnom obore rastica.
c) Ak je funkcia f periodickd, tak md nekonecne vela lokdlnych extrémov.

Z: Prvé turdenie hovori, Ze ak je funkcia f periodickd, potom je alebo . Alebo
inak povedané, jej graf je symetricky bud podla osi y alebo podla bodu [0;0]. A to urcite
nemusi platit, graf nemusi byt symetricky. Na obrdzku je jedna takdto funkcia:

Y

\ﬁﬂﬁﬂ

U: To bola pekna ukazka, teda prvé tvrdenie nie je pravdivé, skts druhé tvrdenie: Ak je
funkcia f periodickd, nemoze byt na celom svojom definicnom obore

Z: Myslim, Ze toto je pravdivd veta, nemoze byt funkcia viade rastica, ak sa jej hodnoty maji
opakovat.

U: Ano, ak je p periéda funkcie, vezmime Iubovolné ¢&slo z z definiéného oboru. Potom aj
¢islo « + p patri do defini¢cného oboru, pricom

r<x+p.
Ak je funkcia periodicka, tak podla definicie musi platit
f(z) = f(z+p).
Lenze ak by mala byt aj rastiica, tak zase podla definicie rasticej funkcie by malo platit
flx) < fz+p),

a tak sa dostavame do sporu.

Z: Ostalo mi posledné tvrdenie: Ak je funkcia f periodickd, tak md nekonecne vela
. To by aj mohla byt pravda, pretoZe ak tam je nejaké mazimum alebo minimum,
must sa zopakovat po kaZdej peridde, teda ich tam bude nekonecne vela.
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U: Sthlasim s druhou ¢astou toho, ¢o si povedal. Ak periodickd funkcia mé v bode z € D
lokalny extrém, tak ma takyto extrém aj v kazdom bode x + k - p, kde p je periéda a k je
Tubovolné celé ¢islo. Preto ich je naozaj nekonecne vela. Zacal si ale s predpokladom, ak
funkcia méa lokélny extrém. A ¢o ak nema? Nemoze byt periodickéd funkcia bez maxim aj
minim?

Z: Neviem si to predstavit.

U: Tak ti takd ukdzem, je to jedna zo zdkladnych goniometrickych funkcii y = tge:

_9r  _3m
2w 5

—4+

Z: To potom ale znamend, Ze posledné turdenie nie je pravdive.




