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Prosta funkcia. Inverzna funkcia.
RNDr. Bedta Vavrincikovad

U: Ak pracujeme s , obvykle uvazujeme nad tym, akd hodnotu priradi funkcia
danému ¢islu z. Skisme si vSak polozit opacni otazku — vedeli by sme urc¢it x, ak by
sme poznali jeho funként hodnotu f(x)? Vyskasajme to na dvoch prikladoch. Najprv sa
zaoberajme funkciou vyjadrujicou zavislost objemu kocky od dlzky jej hrany. T4 je, ako
vieme, dand vztahom

V =a
Nasledujtica tabulka je ¢iastoéne vyplnena:

21312 ] °
Vem?] | 8] 27| 125 | 1000

Ur¢ cisla, patriace na miesta otaznikov.

Z: To nie je tazké, ak kocka md objem 125 cm?®, tak musi mat hranu dizky /125 = 5c¢m. A
ak md mat objem 1000 cm?3, potom jej hrana meria 10 cm.

U: Dobre, tak skiisime nieco iné — bude to kvadraticka funkcia
y = 2°.
Opit sa pytam, ¢o patri na miesto otaznika v tejto tabulke:

T 2“

|
=22 4 [9]25

Z: Druhd mocnina md byt 25, teda x bude 5. Moment, teraz mi napadlo, Ze aj (—5)* = 25,
teda x méze byt aj —5. Co teraz, budi dve riesenia?

U: Ano, existujt dve rozne d&sla, 5 a —5, ktorych druhd mocnina je 25. Citi§ rozdiel medzi
tymito dvoma ukazkami?

Z: V tej prvej funkcii nebol Ziadny problém urcit hranu kocky, bolo to jednoznacné, pri tej
druhej funkcii uz vzniklo viac riesent.

U: Je to preto, lebo prva funkcia V = a® patri medzi tzv. prosté funkcie. Tie sa vyznacuji
prave tym, ze roznym prvkom svojho definicného oboru D priradia rézne funkéné hodnoty.

Z: Teda nikdy dvom cislam nepriradia ti istd hodnotu?

U: Ano, a preto definicia prostej funkcie znie takto:
Funkcia [ sa nazfva prostd prave vtedy, ked pre vsetky xv,,z, € D plati: Ak
1 # x9, tak f(x1) # f(x2).

Z: Ako sa dd z grafu zistit, ¢i je funkcia prostd?
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U: Velmi jednoducho. Mame na to taktto pomocku — predstavime si, Ze sme zostrojili vSetky
rovnobezky s osou x. Ak kazda z nich pretne graf funkcie f najviac raz, tak potom je
funkcia f prosta. Na obrazku to mame ukizané na priklade kvadratickej funkcie f : y = a2
a kubickej funkcie g : y= 3.

\ il %" y = z* 3 / gy =

Z: Je to jasné, prvd funkcia f :y = x* nie je prostd, pretoZe napriklad f(1) = f(—1) = 1.

Preto niektoré pomocné rovnobezky s osou x-ovou pretali graf tejto funkcie dvakrdt. Ale
na druhom obrdzku mdme prosti funkciu g @y = 23, kedZe kaZdd z rovnobeZiek ju pretne

1ba raz.

U: Vedel by si matematicky sformulovaf, akii podmienku musi spliat funkcia, ktora nie je
prosta?

Z: Nebude pre fiu platit podmienka z definicie. Preto musim vytvorit vyroku

pre vSetky x1,xo € D plati: Ak x1 # 9, tak f(x1) # f(x2).
A to bude vyrok

existuji také dve ¢isla x1, x5 € D, Ze plati: x1 # xo a zdroven f(x1) = f(x2).

U: Teraz by ma zaujimalo, ako sa na sipkovom diagrame prejavi to, ze funkcia je prosta.

Z: Popravde, neviem si to celkom dobre predstavit . ..

U: Aby sipkovy diagram vobec predstavoval funkciu, z kazdého prvku defini¢éného oboru D
musi vychddzat préve jedna Sipka smerujica do oboru hodnot H. A aby to navySe bola
prosté funkcia, nesmie dvom roéznym ¢islam priradit t isti hodnotu.

N«

. TakZe v kazdom prvku oboru hodnot bude koncit prdve jedna Sipka?

U: Ano. Na obrazku vidime ukazku:
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7 obrazka pekne vidno, Ze tak, ako priradujeme funkciou f prvkom definiéného oboru
prvky oboru hodnét, mohli by sme tento postup aj obratit, a teda prvkom oboru hodnot
H priradovat prvky definicného oboru D. Vznikla by tak vlastne nova funkcia. Tato fun-
kciu nazyvame inverznd funkcia k funkcii f a oznacujeme f'. Inverzia totiZz znamena
obratenie.

Z: Ak tomu dobre rozumiem, tak to, ¢o bolo pre funkciu f oborom hodndt, bude pre funkciu
f~1 definicnym oborom?

U: Presne tak,

a aj

H(f™) =D(f).

Vsetko to mame zakreslené na nasledujiicom obrazku:

Z: Teda ak f(2) =8, tak f71(8) = 2.

U: Ano, symbolicky mézem zapisat, ze

ak f(z) =y, tak f7'(y) = .

Zdoraznim vsak doleziti podmienku a totiz, Zze inverzna funkcia existuje len k prostej
funkcii. Vedel by si vysvetlit, preco?

Z: Ak by funkcia f nebola prosta, tak by dvom roznym cislam xq,xs 2z definicného oboru
priradila to isté ¢islo y z oboru hodnét. No a keby sme to potom chceli obratit, teda vytvorit
mverznu funkciu, tak tda by tomuto cislu y priradila obidve cisla x1, x5, c¢o vsak odporuje
definicii funkcie.
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U: Vyborne. MoZeme teda sformulovat definiciu inverznej funkcie:
Ak je [ prosta funkcia, tak k nej existuje prave jedna funkcia, oznacime ju
71, ktora je uréend takto:
1) D(f~) = H(f),
2) kaZdému y € D(f') je priradené prive to x € D(f), pre ktoré plati
fx) =y,
Funkciu f~! nazgvame funkcia inverznd k funkcii f.
Z: Ako budeme hladat inverzni funkciu?
U: Ak méame funkciu f dant rovnicou, mdzeme hladanie predpisu inverznej funkcie
zhrnat do troch bodov:
1) overime, ze funkcia f je prosta,
2) z predpisu funkcie f vyjadrime premenni z pomocou premennej ¥,

3) vymenime oznacenie premennych x a y.

U: Ukazeme si to hned na dvoch prikladoch. Skis zacat funkciou

fry=2x.

. Je to jednoduchd linedrna funkcia. Je prostd, lebo

N«

ak 1 # x9, tak aj 2xq # 2.

V' druhom kroku mdm vyjadrit premenni x pomocou y, ¢o nebude tazké. Staci rovnicu
funkcie y = 2z vydelit dvomi a dostanem

Yy _
= =ux.
2

Ale teraz nerozumiem tretiemu kroku, Ze mdm vymenit oznacenie premennych.

U: Jednoducho namiesto x napises y a naopak, teda tvoja posledné rovnica bude

x
9 =Y
¢ize mozeme zapisat
fliy=12
2
Skus to este s funkciou
gy =a’

Z: Je to kvadratickd funkcia, jej grafom je parabola. LenZe nie je prostd, teda sa k nej nedd
ndjst inverznd funkcia. Chceli ste ma nachytat!

U: A dobre, Ze si sa nedal. O inverznej funkcii mozeme hovorit len pri prostych funkciach,
teda zmenime zadanie takto:

g:y=1% D(g) =R{.
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Z: Potom predpis inverznej funkcie ndjdem z predpisu povodnej funkcie g : y = % tak, Ze
odmocnim bez absolitnej hodnoty, kedZe x je nezdporné:

VY = .
A este vymenim oznacenie, bude

gy =+

U: Na nasledujicom obrazku mame nakreslené grafy nasich dvoch funkcii a aj grafy funkcii
k nim inverznych. MoZno néajdes zaujimavu stuvislost.

41 f 41 g
// /
31 P 34 7
/ s
24 7 - 2+ 7 -
// f // g
1 v 1
/ 7/
s /
} L
-2 -1L77/l0 1 2 3 4=z -2 -1 o1 2 3 4=z
/ 7
s #1 s —1
/
/ 7
s _9 4 -2

Z: Myslim, Ze grafy su sumerné podla priamky, ktord je osou prvého kvadrantu.

U: Ano, a tato vlastnost nam moze byt uzitoéna pri zostrojovani grafov inverznych funkcit,
teda:
Grafy funkcii f a f~!, zostrojené v tej istej kartezianskej stdradnicovej si-
stave, st sumerné podla priamky y = .

Z: Este by ma zaujimalo, na co su vobec dobrée inverzné funkcie.

U: MoZeme ich vyuzit pri uréovani niektorych vlastnosti funkcii. Napriklad uré¢it obor hodnot
prostej funkcie danej predpisom moézeme tak, ze urc¢ime defini¢ny obor funkcie k nej inverz-
nej. A ak uz budeme mat obor hodnoét, lahko rozhodneme o ohranic¢enosti funkcie a pod.
Dokonca niektoré typy funkcii st definované iba pomocou inverznych funkcii — napriklad

a cyklometrické funkcie.
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Priklad 1: Na obrdzku je nakreslenych niekolko grafov funkcii. St medzi nimi prosté funkcie?

y y y
3] 30 3]
24 2l 2.

fi

11 11 11

1 0 3z —2 1 o NI 2 3z -3 1 o 5 31
14 ~1 —14

fo f3

_ol _al _ol

U: Ak chceme rozhodnat, ¢i graf funkcie predstavuje prostt funkciu, méZzeme pouzit jedno-
ducht pomdcku. Pamétas si ju?

funkcie najviac raz, potom je funkcia prostd.

U: Tak to skis na prvom grafe z nasej tlohy.

Z: Ano, predstavim si, Ze zostrojim vietky rovnobezky s osou x. Ak kaZdd z nich pretne graf

Z: Tento graf urcite nepredstavuje prostu funkciu, pretoZe ak zostrojim napriklad priamku

y = 2, pretne mi graf funkcie f1 v dvoch bodoch, ako to vidime na obrdzku:

Y
31 bil
2
Yy =2 \\\\\_’////ﬂ
\ \
Ly \ \
| |
} } } }
-1 0 1 2 3
—14
,20

U: Teda funkcia f; bodom x; = 1 a o = 3 priradila tu istt funkéni hodnotu y = 2, preto nie
je prosta.

Z: Na druhom obrdzku mdme podla mria graf prostej funkcie. Dokreslil som si pomocné ciary
a kazdd z nich pretala graf prdve raz.
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U: To isté by urobili aj vSetky dal$ie rovnobezky s osou z, teda funkcia f, naozaj je prosta.

Z: Pri tretej funkcii f5 som si najprv tiez myslel, Ze bude prostd, ked%e pomocné rovnobezky
pretali graf len raz. Ale potom som si v§imol, Ze ked zostrojim priamkuy = 1, tak td mi graf
funkcie pretne dvakrdt, lebo siu tam nakreslené dva piné kruzky. A preto fs nie je prosta

funkcia.

Y
\ 3
21

. 1 _\ y=1

2 -1 o 1 \2 3=
14

I3

U: Vyborne. Dodam len tolko, Ze keby aspon jeden z tych dvoch kruzkov bol prazdny, uz by
to bola prosta funkcia.

Uloha 1: Rozhodnite, ktoré grafy na obrdzku predstavuji prosté funkcie:

Y Y I 1Y
31 31 }3\
|
21 124
1 f:y=sinx i
|
N\ 1 z
T 7g 0 g 7T\ -2
1!
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Vysledok: f — nie; g — nie; h — ano
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Priklad 2: Nacrinite graf lubovolnej funkcie definovanej na mnozine R, ktord je prostd, ale
pritom nie je ani rastuca, ani klesajuca.

N«

: KedZe funkcia nemd byt ani , ani na mnozine R, skisim to vymysliet
tak, Ze na jednej casti bude rdst a na druhej klesat. Tak napriklad na intervale (—oo;0)
bude rdst a to by mohla byt aj linedrna funkcia, teda graf zatial vyzerd hoci aj ako takdto
polpriamka:

U: Zatial je to v poriadku, ¢o mas pripravené na intervale (0; 00)?

Z: Teraz chcem, aby v druhej Casti funkcia klesala. Zaciatok dam do bodu [0;3]. Musim ale
mysliet na to, Ze funkcia md byt prostd, preto uZ v Ziadnom bode nesmie funkénd hodnota
klesnit pod minus jednotku. Skusim to nakreslit tak, aby sa graf pribliZoval k priamke
y = —1, ako ked sa kresli hyperbola. Tu je moj vytvor:

Y

3¢

2

U: Nema to chybu, si jednotka. Tvoja funkcia je naozaj prosta a pritom nie je monoténna na
svojom defini¢cnom obore.
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Priklad 3: Dokdzte platnost nasledujiceho tvrdenia:
Ak je funkcia rastica alebo klesajica, tak je prosta.

U: Rozdelme si dokaz na dve ¢asti, podla toho, ¢i je funkcia alebo . Najprv
mi vSak povedz, ¢o to znamend dokazaf, ze funkcia f je prosta.

Z: Podla definicie prostej funkcie by sme mali ukdzat, Ze pre vietky x1,xo € D plati:

ak w1 # xo, tak f(x1) # f(x2).

U: Ano, presne to sa pokisime dokazat. Za¢nime najprv pripadom, ak f je rastiica funkcia.
Nech teda x1, x5 st lubovolné dve ¢isla z definicného oboru také, Ze x; # x5. Potom bud
r1 < x9 alebo x; > 5. Aky vzfah bude platif medzi f(x1) a f(z2)?

Z: Ak je f rastica funkcia, tak plati, Ze
ak x1 < x2, potom f(x1) < f(xa).

Ale
ak x1 > x9, potom f(x1) > f(xq).

c

: V oboch pripadoch teda plati f(x1) # f(x2), a preto je funkcia f prosta.

: No to vobec nebolo tazké. Pre klesajucu to skisim sdm.

C N

: Nech sa paci.

N«

: Nech w1, x5 st lubovolné dve ¢isla z definicného oboru také, Ze x1 # xo. Potom mozu nastat
dve mozZnosti:

1. x1 > xy, ale kedzZe f je klesagica funkcia, tak potom f(x1) < f(z2),
2. 11 < xo, ale kedZe f je klesajica funkcia, tak potom f(x1) > f(x9).

V oboch pripadoch f(x1) # f(x2), a preto [ je prosta funkcia.
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Priklad 4: Urcte obor hodnot funkcie f : y = 213 pomocou definicného oboru inverznej
x
funkcie.

Z: Najprv pohladdm rovnicu inverznej funkcie a to tak, Ze z predpisu funkcie [ vyjadrim
premenni x nasledujicimi upravami. V rovnici

r—1

r+3

y _=
nagprv odstranim zlomok
ylr+3)=x—-1

a potom rozndsobim zdtvorku
yr+ 3y =x — 1.

Cleny s premennou x ddm na jednu stranu
yr —x = -3y —1
a potom vyberiem x pred zatvorku
x(y—1)=-3y—1.
Za podmienky y # 1 mozZem vyjadrit

—3Jy—1 3y+1
r = = .
y—1 1—y

Preto inverznd funkcia bude mat predpis

3z+1
e
forry=1—r

U: Dobre, ako to vSak suvisi s oborom hodnét povodnej funkcie?

Z: Jednoducho. Ved plati, Ze obor hodnét funkcie sa rovnd definicnému oboru inverznej fun-
kcue:

H(f)=D(f).
Potrebujem teda urcit definiény obor inverznej funkcie. K tomu staci jedna podmienka pre
menovatela zlomku
1—x#0, cizex # 1.
A tak mam, Ze

D(f™) =H(f) =R —{1}.

U: Vyborne. Pre tplnost dodam, Ze defini¢ny obor pévodnej funkcie, a teda aj obor hodndt
inverznej funkcie, je mnozina R — {—3}.
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Priklad 5: Zistite, ¢i su prosté funkcie f 1y =3x —1 a g : y = (x — 1)%. Svoje tvrdenie
zdvovodnite.
Z: Prvd funkcia
fry=3xr—1
je linedrna funkcia, jej grafom je priamka obsahujica napriklad body A[0; —1], B[1;2]. Je

to prostd funkcia, pretoZe kazda rovnobezka s osou x mi pretne graf funkcie iba raz, tu som
to nacrtol:

\
|
!
\
|
# # | #
-2 -1 o/ 1 2

%},

U: Sthlasim, pokus sa to dokézat aj na zdklade definicie. Teda skus dokazat, ze Vi, 29 € D
plati: ak x1 # x9, potom f(x1) # f(x2).

Z: Skisim to, zacnem teda tym, Ze si zvolim lubovolné dve ¢isla x1, 1o z definicného oboru
take, Ze

I # ZT9.
Obe strany prendsobim tromi
31’1 75 3I2

a este odcitam jednotku od oboch stran. Dostanem
31’1—17&31’2—1,

to ale znamend, Ze
f(x1) # f(z2).

Mam to, dokdzal som, Ze funkcia f je prostd.

U: Dobre, mdzes prejst k druhej funkcii

g:y=(x—1)7>
Z: Toto je kvadratickd funkcia, jej grafom je parabola. Urcite to nie je prostd funkcia.

U: Aby si ma presvedd¢il, potrebujes najst aspon jednu dvojicu ¢isel z definiéného oboru tak,
aby platilo z1 # x5 a zaroven g(z1) = g(z2).
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Z: To nebude tazké, ak si zvolim x; = 0, tak g(0) = 1. Ale ak si zvolim x5 = 2, tak g(2) =
= (2-1)* =1, ¢Ze v dvoch roznych bodoch nadobudla funkcia rovnaké hodnoty. A preto
nie je prostd.
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Priklad 6: Rozhodnite, ku ktorym funkciam ezistuji inverzné funkcie. Urcte ich definicny

obor, obor hodnot a nacrtnite graf.
a)fl:y:_x+3a D(fl):R7
b)fgiy:l'2—1, D(f?):R;
c) fs:y=a>—1, D(f3) =(0;3).

dan€ funkcie su prosté. S prvou funkciou nebude vela prdce, lebo predpis

firy=—-x+3

Z: Viem, Ze inverzné funkcie existuji len ku prostym funkcidm, preto najprv musim overit, ¢i

hovori o tom, Ze je to linedrna funkcia. Jej definicny obor aj obor hodnot si mmnoZiny
vsetkych redlnych cisel, jej grafom je priamka roznobezind s osami. Je to prostd funkcia,

teda bude mat inverzni funkciu.
U: Vedel by si urcit jej rovnicu?

Z: 7 predpisu f, 1y = —x + 3 vyjadrim premennii x pomocou y, teda
r=—-y+3
a vymenim oznacenie premennych, cize
ffl Yy =—x+ 3.

Aha, ved to je ten isty predpis. Moze byt funkcia sama k sebe inverznd?

U: Ano, moze, pre uplnost dodajme, ze

D(fi) =H(fi") =R

Z: Este mdm nacrtnit graf, ¢o bude td istd priamka:

U: Plati aj v tomto pripade, Ze st grafy funkcii f a f~! stimerné podla priamky y = x?




VaFu08-6 | List 15

y4

Ano, plati, pretoZe su kolmé na tito priamku.

uU:

Moze$ prejst k druhej funkecii
fory=2a%—1.

Najprv uvazujme, ze jej definiénym oborom je celd mnozina realnych cisel.

: Potom ale nie je prostd, napriklad

f(1) = 1—=1=0,
ale tiez
fo(=1) = (=1 =1=0.

Cize som nasiel dve rozne hodnoty x1,xy také, Ze fo(x1) = fomy). Ale ked nie je tdto
funkcia prosta, nemoze k nej existovat inverzna funkcia.

: Mas pravdu, preto je v tretej Casti zmeneny defini¢ny obor, teda

f31y:372—17 D(f3) = (0;3).

Z: Na tomto intervale funkcia je prostd, mozem hladat inverzni funkciv. Z predpisuy = 2% —1

vyjadrim x?:

2 =y+1.

lz| =y + 1.

Uvazujem len x € (0;3), preto |x| =z a teda

MozZem odmocnit, leboy+1 20

r=+\y+1
Este vymenim oznacenie a dostanem rovnicu inverznej funkcie

fitiy=vr+1.

: Vyborne, ur¢ jej obor hodnét.

. Definicngm oborom funkcie fs bol interval (0;3), to bude pre inverznd funkciu oborom

hodnot, teda
H(f5') =D(fs) = (0;3) .

: Ostéva nam defini¢ny obor.
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Z: Aby som urcil definicny obor inverznej funkcie, urcéém najprv obor hodnét povodnej funkcie.
Pre nu platt

Nezdporné ¢isla moZem umocnit
este odcitat jednotku

teda f3(z) € (—1;8). Potom

c

: Pekne, ostava ti eSte nacrtnat graf.

Graf funkcie f3 je cast paraboly, ale neviem, ako vyzerd graf inverznej funkcie.

cC N

: Pomd# si tym, ze grafy funkcii f3 a f; * st simerné podla priamky y = x.

N(

Dobre, tak ju dokreslim do obrdzka a graf povodnej funkcie podla tejto priamky preklopim.
Tu je vysledok:

z—1

Uloha 6: Ndjdite rovnice inverznych funkcii k funkcidm f :y = , gy =z + 3. Urcte
x

ich definicné obory a obory hodnot.

Visledok: 1 :y — 1# DY) =R — {1}, H(f!) = R — {0}

g iy=a2*=3,D(g") = (0;00), H(g™") = (=3;00)




