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Parna a neparna funkcia
RNDr. Beata Vavrincikova
U: Na nasledujicom obrazku vidime troch fry=5-—2a2%g:y=at— 222
h:y= oyt Pozri sa na ne a skis hladat nejaka ich spoloénii vlastnost.
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: S to také pekné grafy, ale nevidim nic¢ spolocné.

: Ide prave o to, ¢o si povedal, Ze st pekné. Skus blizsie popisat, ¢o sa ti padi.

: Ked sa tak na ne pozerdm, tak som si vsimol, Ze siu vSetky sumerné podla 0si y.

: Vyborne, to je presne

to, preco je to tak. Vezmime prva funkciu f:y=5—=x

jej funkénych hodnét.

: Tdto funkcia sa sprdva

t& vlastnost, o ktorej budeme teraz hovorit. Pozrime sa blizsie na
2 a vypiseme do tabulky niekolko

tak, Ze trojke aj minus trojke priradi tu istu hodnotu, takisto dvojke

aj minus dvojke priradi ti isti hodnotu, preto to bude sumerné podla osi y.

: Skiis to teraz sformulovat vieobecne.

. Pre nasu funkciu mus? platit, Ze ddva rovnaké funkéné hodnoty pre c¢islo aj ¢islo k nemu
opacné, teda f(z) = f(—x).

: Vystihol si podstatu, ja to eSte trochu upresnim. Tvoja podmienka musi platit pre vSetky

X Z

D a zaroven ak vezmeme Tubovolné x € D, musi aj —x € D, aby

sme mohli ur¢it a porovnat funkéné hodnoty v tychto bodoch. Funkciu, ktord mé tieto
vlastnosti, nazyvame parnou a definicia znie takto:

Funkciu f nazgvame parnou prave vtedy, ak plati

1. V€D aj —x €D

2. Vx € D platt f(—z) = f(x).

Graf pdarnej funkcie je sumerny podla osi y.
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: Preco sa volaju prdave pdrne?

: Pozri sa opif na nage tri ukdzky, st to funkcie f :y =5—2% g:y =2 —22%, h:y = 5.2
x

N C N

: UZ to vidim, vo vietkijch si len pdrne mocniny pri premennej x, vratane x°.

Z: A ¢o ked ddme do predpisu funkcie len nepdrne mocniny? Bude to nepdrna funkcia?

1
U: Ano, vysktisajme to, tu méame tri ukazky grafov neparnych funkcii: f : y = =; ¢ : y = 0, 5z,
x

2
h:y= §(m3 —12z). Co majt spolo¢né?

=N W o

—-4-3-2-1

—4+3-2-10\ 1 2 3/4 =

2
Yy = 5(13 —12x)

Z: Toto je uz ind situdcia. Grafy su tieZ pekné sumerné, ale nie je to sumernost ani podla osi
y, ani podla osi x. Tak ako?

U: Tieto grafy st stredovo simerné a to podla bodu [0;0]. Ukazeme si to na prvej funkcii

1
f :y = —. Najprv do tabulky zapiSeme niekolko funkénych hodnot:
x

Z: Teda ak sa x zmeni na ¢islo opacné, zmeni sa aj y na ¢islo opacné, ¢o by sme mohli zapisat
f(=z) = —f().

U: Mozeme sformulovaf presni definiciu:

Funkciu f nazyvame neparnou prave vtedy, ak plati
1. V€D aj —x €D
2. Yz € D platt f(—z) = —f(x).

Graf neparnej funkcie je sumerny podla zaciatku stradnicovej sustavy.

U: Tieto vlastnosti — parnost a neparnost funkcie urc¢ujeme aj pri inych typoch funkcii, na-
priklad goniometricka funkcia kosinus je parna, tangens je neparna.
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Z: Existuje funkcia, ktord je sucasne pdarna aj nepdrna?

U: Ano, je to funkcia y = 0. Jej graf je simerny aj podla osi y a aj podla bodu [0;0].
Je ale velmi vela funkcii, ktoré nie st ani parne, ani neparne, tu mame dve ukazky — funkcie
y=3"ay=a%—3x+2.

Y y=3" y=a>-3z+2\Y
44 41
3 3
2 2
j/l 1
5 2 1 0 1 2 5 = 5 5 -1 o] 1—2 5 =
—1 —1

Z: TakZe to zhrniem. Funkcie rozdelujeme na
» . Ve ’ z 4 .
e parne — ich grafy su sumerné podla osi y;
» . 7z Ve z P Vo e . . e
e neparne — ich grafy su sumerné podla zaciatku suradnicovej sustavy;

e ostatné, teda ani pdrne, ani nepdrne.
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Priklad 1: Rozhodnite o pdrnosti, resp. nepdrnosti funkcit, ktorych grafy si na obrdazkoch:
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U: Zac¢ni s prvou funkciou. KedZe nie je uvedené inak, povazujeme za jej defini¢ny obor
mnozinu vSetkych redlnych cisel.

Z: Graf tejto funkcie je sumerny podla osi vy, preto odpoved je jasnd — funkcia [ je pdrna.
Naproti tomu graf funkcie g na druhom obrdzku je sumerny podla bodu [0;0], preto je to
neparna funkcia.

U: Vyborne, pokracuj.

Z: Na tretom obrdzku je opit graf sumerny podla osi y, takze h bude zase pdrna funkcia.

U: Musim ta opravit, nie je to tak, ur¢ najprv defini¢ny obor funkcie h. V§imni si, Ze v bode
3 mas prazdny krazok, v bode —3 zas plny.

Z: Preto definiény obor je interval (—3;3) a teda ten graf nie je uplne simerny.

U: Presne tak, pre ¢islo —3 tu nie je splnena prva podmienka z definicie parnej funkcie a totiz,
ze pre kazdé ¢islo z definicného oboru plati, Ze aj k nemu opacné ¢islo patri do defini¢ného
oboru.

Z: Odpoved teda bude, Ze funkcia h nie je ani parna, ani nepdrna. Ostala mi poslednd funkcia.
Jej graf tvori len 5 bodov, ale nie je sumerny ani podla osi y, ani podla bodu [0;0], teda
tdto funkcia opdt nie je ani pdrna, ani nepdrna.

U: Stahlasim, a zaujimalo by ma este, ¢i by si vedel zmenit graf tejto poslednej funkcie tak,

aby bola parna alebo neparna.
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Z: Asi by som zmenil hodnotu funkcie v bode —1 na —1, tak by som dostal nepdrnu funkciu.
Ale mohol by som to urobit aj inak, zmenit hodnotu funkcie v bode —2 na 2 a dostal by

som pdrnu funkciu.
U: Vyborne.

Uloha 1: Rozhodnite o pdrnosti, resp. nepdrnosti funkcit, ktorych grafy si na obrdzkoch:

Y
3!
21

/ g

_4_3—2—1\2\17 1z

Vysledok: f — ani parna, ani neparna; g — parna

3 —

_1_?7 1 \9\3/4/1‘

—24
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Priklad 2: Dokreslite graf funkcie maznaceny na

funkcie; b) nepdrnej funkcie.

3.1

2

14

obrdzku tak, aby vznikol graf a) pdrnej

4 =3 2 -1 0
14

_91
—31

Z: Najprv to skisim dokreslit tak, aby vznikol graf pdrnej funkcie. Viem, Ze musi byt sumerny
podla osi vy, teda preklopim podla osi y ti cast, ktori mdme. Vznikne takyto obrdzok:

_91
—31

uU:

"4 -3 2 1 0
1l

Zvladol si to vyborne, toto je naozaj graf parnej funkcie, jej definiénym oborom je mnozina

vSetkych redlnych ¢isel. Skus teraz druhu ¢ast ulohy.

Z: Ak chcem, aby mi vznikol graf nepdrnej funkcie, musim to urobit tak, aby bol sumerny podla
zaciatku suradnicovej sustavy. Preto ten vrchol, ktory tam mam v bode [3;2] sa dostane do
bodu [—3; —2]. Myslim, Ze by to mohlo vyzerat takto:

-4 -3 -2 -1

|
—_
;

realnych cisel.

: Vyborne, toto je graf nepéarnej funkcie, definiénym oborom je opidf mnozina vsetkych
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Priklad 3: Na obrdzku je zostrojend cast grafu funkcie, ktorej definicny obor je interval
D = (—4;4). Nacrtnite graf tejto funkcie tak, aby bola a) pdrna; b) nepdrna; ¢) ani pdrna,
ani nepdarna.

Z: Zacnem pdrnou funkciou. Jej graf md byt sumerny podla osi y, takZe obidve casti grafu,
ktoré mdme v zadani, zobrazim osovo sumerne podla osiy. Vznikne mi nieco takéto:

U: Toto ale nespliia vietky podmienky nagej tlohy.

Z: Preco? Nie je to vari pdrna funkcia? Ved graf je pekne symetricksy!

U: S tym sahlasim, ale zadanie pozadovalo, aby definicnym oborom hladanej funkcie bol
interval (—4;4).

Z: Aha, chyba mi cast od —3 po —2 a od 2 po 3. Co keby som tieto body jednoducho spojil
useckami?

U: Presnejsie povedané, vsetkym bodom z intervalov (—3; —2) a (2; 3) priradi§ hodnotu nula.
To by slo. Este ti ostal bod nula.

N«

. Aj jemu mdm priradit nejaki hodnotu, najjednoduchsie bude vyplnit prazdny krizok, teda
priradit —2, graf potom bude pekny sivisly.

U: Ano, teda graf jednej z moznjch parnych funkcii vyhovujtcich zadaniu je takyto:
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Z: Podobne skisim vyrobit aj graf nepdrnej funkcie. Ten md byt stredovo sumerny podla bodu
[0; 0], preto najprv zobrazim dané casti v tejto sumernosti. Vznikne zatial takygto obrdzok:

N«

: Opdt mi chybaji casti od —3 po —2 a od 2 po 3. Mohol by som to doplnit iseckami ako v
predchddzajucej ulohe.

c

: Mohol, ale sktis vymyslief nieco zaujimavejsie.
: No dobre, tak tam doplnim obluciky.
: ESte ndm chyba hodnota v bode 0.

c N

N«

: Naglahsie je zase zaplnit oba piné krizky. Jaj, nie! To by potom nebola funkcia. Tak neviem.

U: Ak graf ma byt stimerny podla zaciatku, tak bodu nula musime priradit hodnotu nula.
Iné situacia by bola, keby nula nemusela byt v defini¢nom obore. Vtedy by f(0) nemusela
existovat. Teda graf jednej z moznych neparnych funkcii, vyhovujtcich zadaniu je takyto:
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Z: Ostala mi poslednd cast, ktord bude asi najlahsia. Ak funkcia nemd byt ani pdrna, ani
nepdrna, tak jej graf nesmie byt simerny ani podla osi y ani podla zaciatku siradnicovej
sustavy. Doplnim to napriklad takto:

-4 -3 -2 -1

U: Vyborne.
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Priklad 4:
1. Ezistuje funkcia, ktorej D = (—5;5) a ktord je pdarna?

2. Je pravda, Ze ok [ je nepdarna funkcia a nula patri do jej definicného oboru, tak potom
hodnota funkcie f v bode 0 je nutne 07

U: KedZe nevieme ni¢ o grafe tejto funkcie, budeme musiet vyjst z definicie parnej funkcie.
Zopakuj ju.

Z: Funkciu f nazgvame pdrnou prave vtedy, ak plati
1) pre kaZdé v € D aj —x € D
2) pre kazdé x € D plati f(—z) = f(x).

U: Dobre, a teraz sa vratme k zadaniu.

Z: Nasa funkcia md definicnyj obor (—5;5). CiZe ¢islo 5 do definicného oboru patri, ale éislo —5
do definicného oboru nepatri. To ale nevyhovuje prvej podmienke z definicie, teda takato
funkcia nemoze byt pdrna.

U: Dobre.

Z: Idem na druhi cast, ale neviem, odkial mdm zacat.
) )

U: Vyjdeme z toho, ze pre neparnu funkciu plati
F(—2) = —f(2).

Za z dosadime nulu.

Z: Dostanem f(—0) = —f(0). Ale opacné cislo k nule je nula, teda f(0) = —f(0), odtial
2f(0) = 0, cize f(0) = 0.
Vyslo to, ak je funkcia f nepdarna, tak naozaj f(0) = 0.
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Priklad 5: Zistite, ktoré z nasledujucich funkcii si pdrne, resp. nepdrne:

T
a)f:yzu

T
b) g:y =4z’
¢)h:y=2x—3
d)z:y:$5_1.

: Pri rieseni tejto tlohy pouzi definiciu parnej, resp. neparnej funkcie. Najprv vzdy urc

defini¢ny obor.

: OK. Zacnem funkciou

fry= It
x
Jej definicngm oborom je R — {0}, ¢o je symetrické podla nuly, teda prva podmienka z
definicie je splnena. Idem na druhi podmienku, mdm porovnat f(x) a f(—z). Teda pre
vsetky x € D plati

Tdto funkcia je nepdrna.

: Vyborne, vyuzil si vlastnost vSetkych realnych ¢isel, a totiz ze |—x| = |z|.

: Skustm druhi funkciu

g:y=42°.

Tu je definicnym oborom mmnozina vsetkych redlnych cisel, teda podmienka symetrie defi-
nicného oboru je splnend a pre kaZde redlne cislo x plati

g(—z) = 4(—x)* = 42” = g(x)

Teda g je parna funkcia.

: Ide ti to vyborne, pokracuj.

C N C

N«

. Tretia funkcia

h:y=2x—3

je tiez definovand pre vsetky redlne cisla a plati

No a teraz neviem c¢o dalej.

: Ak by téato funkcia mala byt parna, muselo by platit h(—z) = h(x) = 2z — 3.

: LenZe to neplati vZdy, iba pre nulu. TakZe pdrna nie je.

: A ak by mala byt neparna, tak by muselo platit A(—z) = —h(x) t.j.—(2z — 3) = —2x + 3.
. Ale to tieZ neplati, lebo u nds h(—x) = —2x — 3, nesedi tu znamienko. Teda tdto funkcia

nie je ani nepdrna.
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: Presne tak, tato funkcia nie je ani parna ani neparna.

N«

: Ostala ti posledna funkcia

1

x5 —1

11y =

: To nebude tazké. Najprv uréim definicny obor. Musi platit 2° # 1, odkial x # 1. A kedZe do

definicného oboru patri cislo —1, ale nepatri cislo 1, tak definicny obor nie je symetricky
vzhladom na nulu. Preto tdto funkcia nie je ani pdrna, ani nepdrna.

Uloha 5: Zistite, ktoré z nasledugiicich funkcii si pdrne, resp. nepdrne:

a) f:y=3x?—2

1
b)g:y:;
c)h:y=Ilogz
d)i:y=a2+u

Vysledok: a) parna; b) neparna; c¢) ani parna, ani neparna; d) neparna
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Priklad 6: Zistite, ktoré z nasledugucich funkcii si pdrne, resp. nepdrne:

fry=+v1-—a2 g:y=4/1+ L , h:y=xz(z—1)(z+1).

1—=zx

Z: Najprv urcim definicny obor prvej funkcie
fry=v1-—a2

Musim teda napisat podmienku 1 —x? = 0, odkial 1 2 x*. Odmocnim a dostanem || < 1,
cize x € (—1;1). Teda pre vietky v € D aj —x € D, mozem ist dalej. Urcim hodnotu

f(=z):

f(=2) =1 - (=2)2=V1—a? = f(a).
Funkcia f je pdarna.

U: Velmi dobre, pokracuj.

Z: V druhej funkcu

xz

ry=4/1
gy +1—:L’

st tieZ dam podmienku na vyraz pod odmocninou, teda

X

1+ > 0.
1—a —
Dam na spoloéného menovatela
l—-xz+=x >0,
1l—z —
cize 1
> 0.
1—2 —

c

: Dospel si k zlomku, ktory méa byt nezaporny, pricom jeho citatel je kladné ¢islo.

Tak z toho vyplyjva, Ze menovatel bude nezdporny.

C N

: Pozor, v menovateli zlomku nesmie byt nula!

N(

Teda menovatel musi byt kladny, ¢o zapisem 1 —x > 0 odkial 1 > x. Preto D = (—o0;1)
a tdto funkcia potom nemoZe byt ani pdrna, ani nepdrna, lebo jej definicény obor nie je
symetricky vzhladom na nulu.

U: Ano, ostala ti posledna funkcia

h:y=x(x—1)(z+1).
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Z: Tu netreba pisat Ziadne podmienky, teda D = R. Potrebujem vyjadrit h(—zx):
h(—z) = —z(—x —1)(—z +1).
Z oboch zdtvoriek vyberiem minus
h(—2) = —a[~(@ + V][~ (& = 1] = (e + D& - 1)
Vidim, Ze som nakoniec dostal opacny vyraz k h(x), teda funkcia h je nepdarna.

Uloha 6: Zistite, ktoré z nasledujicich funkcii si pdrne, resp. nepdrne:

a) fry=2"
b) g:y=3x(z?—2)
x_
h:y=
¢)hiy="—3

Vysledok: a) ani parna, ani neparna; b) neparna; ¢) ani parna, ani neparna




