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Ohranic¢enost funkcie
RNDr. Bedta Vavrincikovad

U: V beznom zivote sa Casto stretavame s funkciami, ktorych hodnoty st uréitym spésobom
obmedzené bud na celom definicnom obore D alebo len na jeho casti M. Ukazeme si to na
priklade funkcie, zachytavajucej zavislost teploty ovzdusia na ¢ase. Vysledkom takéhoto
merania za 24 hodin by mohol byt graf na tomto obrazku:
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: Vidime, Ze teplota pocas celého dna neprekrocila hodnotu 35° C'; preto mdzeme cislo 35
povazovat za horné ohranicenie nasej funkcie, oznacime ho h.

. Je to teda nieco ako magickd hranica, ktord sa nesmie pre dani funkciu prekrocit?

c N

: Ano, pre vietky funkéné hodnoty musi platit f(z) < h.

N«

: Myslim, Ze podobne by sme mohli vymysliet aj dolné ohranicenie, to by predstavovalo urciti
hranicu, ktord sa nesmie podliezt, napriklad tu by to mohlo byt 10° C.

c

: Ano, oznadili by sme ho d.
Sformulujme teraz definicie nasich novych pojmov:
Nech M je Iubovolnd podmnozina defini¢ného oboru.

Funkcia f sa nazyva zhora ohraniédena na mnozZine M C D prave vtedy, ak
existuje také cislo h, Ze pre vietky x € M plati f(z) < h. Cislu h hovorime
horné ohranicenie.

Funkcia f sa nazgva zdola ohranicdena mna mmnozZine M C D prave vtedy, ak
existuje také cislo d, Ze pre vsetky x € M plati f(x) > d. Cislu d hovorime
dolné ohranicenie.

U: Mo6zeme si uviest aj iné priklady ohrani¢eni — napr. rychlost auta v obci nesmie prekrocit
60 km/h alebo zostatok na ucte v banke nesmie klesnut pod 10 eur.

N(

A ¢o ak je funkcia ohranicend zhora aj zdola?

U: Dobra otazka. Takéto funkcie samozrejme existuju a povie sa im skratene ohranicené, teda:

Funkcia f sa nazyva ohranicena na mnozZine M C D prave vtedy, ak je na
mnozine M ohranicena zhora a sucasne aj zdola.
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U: Pozrime sa teraz na konkrétny priklad, funkciu
fry=a"—22%

jej graf vidis na obrazku. Skus povedat, ako to je s ohrani¢enostou tejto funkcie najprv na
mnozine M = (—1; 1), potom na celom definiénom obore.

Y

41

y = a2t — 222

Z: Ak si teda budem vsimat iba mnoZinu M = (—1;1), tak tu si vsetky funkéné hodnoty v
rozpiti od —1 po 0. Teda moZem povedat, Ze funkcia je ohranicend na mnoZine M, jej
dolné ohranicenie je d = —1, horné je h = 0. Teraz mi ale nieco napadlo — nemohol by
som povedat, Ze dolné ohranicenie je —2¢ Alebo —1007

U: Mohol, vo v8etkych tychto pripadoch naozaj pre vsetky x € M plati f(z) = d. Nam tplne
staci najst jedno ohranic¢enie, nemusi to byt nutne to najtesnejsie.

Z: Este sa vrdtim k druhej casti dlohy. Pre funkciu f :y = x* — 222 je jej definicngm oborom
mnozina R. Tu potom funkcia bude este stdale zdola ohranicend, napr. cislom d = —1. Ale
zhora uzZ ohranicenda nebude.

U: Vyborne. Na zaver este dodam, Ze ak mame zistif, ¢i funkcia je ohranic¢ena na svojom
definiénom obore, mdzeme postupovat niekolkymi sposobmi:

1. pouzijeme graf funkcie — ak je ohranicena, tak priamky y = d,y = h ohranic¢uju rovinny
pas, vnutri ktorého lezi cely graf funkcie;

2. vyslovime hypotézu o ohranicenosti, ktorit dokadzeme na zaklade definicie;
3. pomdzeme si oborom hodnot — napr. ak H = R, funkcia nemdze byt ohranic¢ena;

4. pri niektorych funkciach si pomdzeme vhodnymi tivahami.
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Priklad 1: Ktoré z turdent o funkcii f danej grafom na obrazku je pravdiveé?
a) Definicng obor je (—3;3).
b) Funkcia nie je ohranicend.
¢) Funkcia je parna.
d) Funkcia je rastica na (—3;0).

X
Z: Najprv mdm skontrolovat . Predstavim si, Ze vsetky body grafu premietnem
kolmo na x-ovi os a vidim, Ze naozaj dostanem interval (—3;3).
U: Teda prvé tvrdenie je pravdivé.
Z: Druhé turdenie hovori, Ze funkcia nie je . Ale to podla mria vobec nie je pravda,

prdve naopak — tato funkcia je ohranicend, napriklad zhora cislom 3 a zdola cislom —3.

U: Ano, preto ak zostrojime pomocné priamky y = 3 a y = —3, tak cely graf funkcie f bude
lezat v rovinnom pése, ohrani¢enom tymito priamkami, ako to vidime na dalSom obrazku:
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U: Este podotknem, Ze za ohrani¢enie sme mohli zvolif aj iné ¢isla, najtesnejsie by boli h = 1
a d = —2. A tvrdenie, Ze funkcia f je ohranic¢ena by sme symbolicky zapisali takto:

VeeD: -25f(x)<1.

Z: V tretej casti mdm overit, ¢i funkcia je . A to je, pretoZe jej definicny obor je (—3;3),
teda s kaZdym x aj —x patri do D. A graf je pekne sumerny podla osi vy, teda pre vietky
z €D je f(—x) = f(x).

U: Vyborne, ostalo ti posledné tvrdenie o monoténnosti.

Z: Ak sa pozriem na graf, tak vidim, Ze na intervale (—3;0) je funkcia naozaj , teda
je to opdt pravdivé turdenie.

U: Ja len zopakujem, ¢o to znamend podla definicie, ze funkcia je rastiica: Vay, x5 € (—3;0)
plati ak 21 < x4, tak f(z1) < f(x2).
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Priklad 2: Zistite, ¢i funkcia f:y = je ohranicend.

2 +1
U: Tato tloha sa dé vyriesit viacerymi spésobmi, vyber nejaky.

Z: Neviem si dost dobre predstavit, ako asi vyzerd graf takejto funkcie, tak si skisim do tabulky
vypisat niekolko hodnat.

U: Dobre, daj tam vSak aj malé aj velké ¢isla, aj kladné aj zaporné.
Z: OK. Vytvorim takuto tabulku:
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To by mohlo stacit. Vidim, Ze vsetky hodnoty si kladné a mensie alebo rovné jednej, tak
st tipnem, Ze to bude funkcia ohranicend zdola nulou, zhora jednotkou.

U: Symbolicky tvoju hypotézu zapiseme takto:
VeeR: 0= f(x) 1.
Teraz ju skts dokazat. Sklad4 sa vlastne z dvoch nerovnosti, teda si dokaz rozdel na dve
Casti.
Z: Tak najproVer e R: 0= f(x), dize

1

0< .
a2 +1

Prendsobim kladnym vijrazom 2 + 1, dostanem 0 < 1, ¢o plati.
To bolo lahké, skisim druhi polovicu: Vx € R:  f(z) < 1, ciZe

1
224+ 1

A
—_

Opdt prendsobim kladnym vyrazom x® + 1, dostanem 1 < 22 + 1, odkial 0 < 2. A to tieZ
plati, pretoZe druhd mocnina je vZdy cislo nezdporné.

U: Si sikovny, za odmenu ti na nasledujicom obrazku ukazem graf nasej funkcie, aby si si
overil svoju hypotézu:
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Z: Hm, sedi to. Vy ste vSak na zaciatku povedali, Ze sa to dd riesit viacerymi sposobmi. Ako
este?
U: Napriklad tivahou. Pre vietky redlne ¢&isla o plati, ze 22 = 0, teda 22 + 1 je kladné, preto

aj — 1 bude kladné ¢islo. A tak ziskam dolné ohranic¢enie — nulu.
x

Na druhej strane, ak 22 = 0, tak 22 + 1 = 1, teda

1

T 1 je zlomok, ktorého kladny
x

Citatel je mensi nanajvys rovny menovatelu. A to znamené, Ze zlomok je mensi nanajvys
rovny jednej. Preto jednotka bude hornym ohrani¢enim.

Z: Aké jednoduchée, skoda Ze som na to neprisiel sam.
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Priklad 3: Zdovodnite, Ze funkcia f : y = 2% + 2z + 4 je zdola ohranicend.

c

: Toto sa dé velmi pekne zvladnut, ak pouzije$ Sikovnu tpravu predpisu funkcie.

Hm, lenze ktoru?

Aha, idem na to:

2

y=2*+2x+4=(2"+2r+1)-1+4=(z+1)*+3.

A ¢o teraz?

c

: Dobre sa pozri na vysledny tvar. Ziskali sme $tvorec, teda druhtt mocninu (z + 1)2.
Co o nej vieme povedat?

Ze je to urcite c¢islo kladné.

: Aké?

cC N

Joj, pardon, nezdaporné.

cC N

: A teda ak k nemu eSte pripoc¢itame trojku, uréite bude mat hodnotu aspon tri, teda
VeeR: f(z) =2 +2r+4= (v +1)>+3=3.
Tym sme zistili, Ze nasa funkcia je zdola ohranic¢ena ¢islom 3.

Uloha 3: Zdovodnite, Ze funkcia f:y =5 — 6x — 22 je zhora ohranicend.
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Priklad 4: Rozhodnite o ohranicenosti funkcii danych grafmi na obrazku:

Y Y
2 2+
13)‘: Yy =sinx 11
— -z z ™~ -3 -2\10 1/ 2 3%
Z 1] —14
—2 g y=2a%>-2

Z: To nie je tazkd tloha, staci sa len dobre pozriet na grafy. Hned na tom prvom vidim, Ze
pre vsetky hodnoty funkcie f plati

—1<sinz £ 1.

Teda f je ohranicend funkcia, za dolné ohranicenie mozZem zobrat ¢islo d = —1 a za horné
ohranicenie cislo h = 1.
U: Vyborne, pokracuj.

N(

Teraz sa pozriem na druhy obrdzok, na graf funkcie g : y = 2% — 2. Tu zase jasne vidim,
Ze je ohranicend zdola c¢islom —2. PretoZe ak si dokreslim priamku y = —2, tak cely graf
lezi nad nou, ako na mojom obrdzku, iba sa jej raz dotkne. Ale myslim si, Ze tdto funkcia
zhora ohranicend nebude.

Yy
21
g: y=x>-2
14
-3 =2 2 3
U N y=2

U: M4s pravdu, nech by sme akékolvek ¢islo h chceeli prehlésit za jej horné ohranic¢enie, vzdy
by sa naslo také realne ¢islo, v ktorom by hodnota funkcie prevysila hodnotu h.

] 2 +5
Z: Ostal mi posledny obrdzok, na fiom je graf funkcie b : y = 4I 1 2
X

. Tato funkcia nie je

ohranicena ani zhora ani zdola.
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Vysledok: zdola ohranicend; ohranicend; zhora ohranic¢ena
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Priklad 5: Nacrtnite graf funkcie, ktord je
a) pdrna a zhora ohranicend;
b) rastica a ohranicend,
c) klesagica a zdola ohranicend,
d) ohranicend na (—1;1), ale nie je ohranicend na (—2;2).

Z: Uf, tolko tloh naraz! Idem postupne, c¢ast a) — funkcia ma byt pdrna a zhora ohranicend.
vyriesim tak, Ze graf musi byt sumerny podla osi y. Preto si najprv nacrtnem
polovicu grafu a ti potom zobrazim osovo sumerne podla osi .
U: To je sikovné a ako zabezpecis, aby funkcia bola zhora ohranicena?

Z: Jednoducho. Hocikde si nacrtnem rovnobezku s osou x a poviem, Ze cely graf musi lezat
pod nou. Vysledok bude vyzerat napriklad takto:

T~

\

U: Pekne. Mo7zes skusit ¢ast b) — funkcia ma byt rastica a ohrani¢ena.

Z: To, aby funkcia bola ohranicend, si zabezpecim dvoma rovnobeZkami s osou x, cely graf
potom musi lezat medzi nimi. LenZe ona md byt este aj . To sa mi nejako nezdd. Ved
predsa ak je rastica, tak sa jej hodnoty zvdicsuji a raz urcite prekrocia nase ohranicenie.
TakzZe sa to nedd.

U: Ale d4, tu je ukazka grafu takejto funkcie:
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U: MozZes si to predstavit tak, Ze pre velké x sa sice hodnoty funkcie zvicsuju, ale stéle
pomalsie. Teda graf sa priblizuje k priamke y = h, ale nikdy sa jej nedotkne. Podobne je
to aj s priamkou y = d.

Z: Tak toto by som v Zivote nevymyslel.
U: Nevadi, vymysleli to ini a ty teraz uz lahko zvladnes dalsi graf. V Casti ¢) mas nacrtnat
graf funkcie, ktora je a zdola ohranicena.

Z: Hm, to teda bude nmieco podobné, potrebujem nacrtniut klesajicu funkciu, ktord ale nikdy
nedosiahne urcité dolné ohranicenie. Napriklad takto?

Y

41

1
U: Vyborne, mohol by to byt graf funkcie f : y = — pre x € R*. Je to klesajuca funkcia, ale
x

zaroven zdola ohranicena ¢islom nula.

Z: Tak uZ mi ostala len poslednd cast d) — nacrtnit graf funkcie, ktord bude ohranicend na
(—1;1), ale nebude ohranicend na (—2;2). To nie je tazké. Najprv si nacrtnem cervenou
farbou ti cast, kde ma byt ohranicend na (—1;1) a potom prikreslim modrou farbou zvysok.
Jednoducho potiahnem graf nahor, aby funkcia nebola ohranicend. Tu je vysledok:
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U: Pekne, mozZe byt. Tvoje funkcia sice je zdola ohrani¢enéd na (—2;2), ale kedZe tam nie je
ohranic¢ena zhora, tak v zmysle nasej definicie naozaj povieme, Ze nie je ohranicena.
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3
Priklad 6: Zistite, ¢i funkcia f :y = — — 2 je ohranicend.

N(

c NC

N(

uU:

472

: Nevidim ini moZnost, nez si vypisat nickolko hodnot, pretoZe netusim, aky je priebeh tejto

funkcie.

: To je v poriadku, tlohy ¢asto zac¢iname riesit prave takymto experimentovanim.

. Vsimol som si, Ze funkcia nie je definovand pre nulu a dosadim si do tabulky takéto cisla:

¢ || =50 | =10 | =5 | -1 | 1 | 5 | 10 | 100
f(x) || —1,9997 [ —1,9925 | 1,97 | —1,25 | —1,25 | —1,97 | —1,9925 | —1,999925

Vidim, Ze vSetky funkcéné hodnoty su vicsie ako —2, tak to by mohlo byt dolné ohranicenie.
Na druhej strane zase hodnoty funkcie neprekrocili —1, to by mohlo byt horné ohranicenie.

: Nemé&s celkom pravdu, ukidzeme si to v dalSom. Zatial pokracuj a zapis svoju hypotézu

symbolicky.
Teda si myslim, Ze pre vsetky x € D plati:

2 f(a) £ -1,

: A ¢o je v nasom pripade definiénym oborom?

Je to mnozina R — {0}.

: Dobre, skts dokazat svoju hypotézu.

Zacnem dolnym ohranicenim, teda

VeeR—{0}: —2< f(),

cize 9
-2 = 12 2,
x
pricitam 2
3
O é ﬁ.

x

A to je pravda, lebo citatel aj menovatel si kladné cisla, teda aj cely zlomok je kladné
cislo.
Vyborne, teda tvoj odhad dolného ohranicenia bol dobry.
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Z: Skisim teraz to horné:

Vee R—{0}: f(z)= -1,

cize 5
B
4x2
pripocitam dvojku
3
— < 1.
42 —

Teraz prendsobim kladnym vijrazom 4x2, teda znak nerovnosti sa neobrdti
3 < 422
Vydelim cislom 4 a odmocnim, dostanem

V3

— < |zl
2
Lenze toto neplati pre vsetky nenulove redlne c¢isla. Kde som urobil chybu?

U: KedZe tvoja funkcia nie je definované v bode nula, bude dolezité pozriet sa na to, ako sa
sprava funkcia v blizkosti nuly. Preto si si do tabulky mal dat aj takéto hodnoty:

r | L
fl@)||-1,25] 1 |16,75|7

Z: Aha, takZe v blizkosti nuly dostdvam velké hodnoty, tdto funkcia asi nebude ohranicend
zhora.

U: Presne tak, nech by sme akékolvek ¢islo chceli prehlésit za horné ohranicenie, vzdy by sme
pri dokaze dospeli k nejakému sporu. Tak ako sa to stalo tebe s ¢islom —1.
Ak mas chuf, mdZzes to dokazat aj sdm. Z predpokladu, Ze kladné ¢islo h je hornym
ohranicenim nasej funkcie, teda ze

VreR-{0}: > _2<p,

412

dostane$ po niekolkych tpravach vztah
L <
2vVh+2 ~

Ten vsak neplati pre vSetky realne cisla.
Na zaver sa pozrime na graf nasej funkcie.

).
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