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Kruznica a dotycnica
RNDr. Marian Macko

U: Spominas si na mnoziny bodov danej vlastnosti, ktoré sme casto vyuzivali pri kon-
strukcii trojuholnikov a mnohouholnikov?

N«

: Samozrejme, Ze si spominam. Zostrojovali sme priamky rovnobezné so zadanymi useckami
v poZadovanej vzdialenosti, osi useciek, osi uhlov, ale aj Thalesovu kruznicu ...

U: A pri pojme kruznica sa teraz zastavime. Bude nés zaujimat hlavne kruznica dotykajica
sa danej priamky alebo danej kruznice. VyrieSime vSak aj situécie, ked bude danych viac
priamok, ¢i kruznic.

: UZ sa na to tesim. Ved mnohé si pamditdam zo zdkladnej skoly.

c N

: 'V tom pripade, ti nebude robit problém definovat pojem kruZnica.

N«

: KruZnicou nazgvame mnozinu vsSetkych bodov v rovine, ktoré maja od daného
bodu S tejto roviny dant vzdialenost r. Bod S nazjvame stredom kruZnice a
c¢islo r polomerom kruznice.

U: Uvedomujes si dufam, ze aj kruznica je mnozinou bodov danej vlastnosti. Pozrime sa vSak
teraz na jeden z pripadov vzajomnej polohy kruznice a priamky. Ako nazyvame priamku,
ktora mé s kruznicou prave jeden spolocény bod?

Z: Mate na mysli doty¢énicu ku kruznici?

U: Presne tak. Pokus sa blizsie charakterizovat tto vzajomni polohu kruznice a priamky.

Z: Jedinyg spolocny bod kruznice a dotycénice nazyvame dotykovy bod. Na nasom obrizku
je to bod T'. Zdaroven plati, Ze isecka spdjajuca stred kruznice a dotykovy bod je kolma na
dotycnicu. Preto plati

ST 1 t,

kde t je dotycnica ku kruznici.
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U: Ako by si teda zostrojil vSetky dotycénice ku kruznici k(S; 3 cm) prechddzajice
dangm bodom A, ak |SA| =5 cm? Staci, ak mi povie$ zakladni myslienku konstrukcie.
Tato tlohu nebudeme riesit precizne ako konstrukéna tlohu so vsetkymi jej fazami.

Z: Skisim si urobit ndcrt. Vyznacim v iom kruznicu a jednu jej dotycnicu t. Na tejto dotycnici
st zvolim bod A. Je to vonkajsi bod kruznice, lebo jeho vzdialenost je vicsia ako polomer

kruznice.

Z: Teraz sa musim na obrdzok pozriet podla zadania. Mdm dani kruinicu k so stredom
v bode S a polomerom 3 centimetre a bod A vo vzdialenosti 5 centimetrov od stredu kruz-
nice.

U: IdesS na to spravne. Potrebujes zostrojit doty¢nicu t.

Z: Dotycnica je uréend bodmi A a T. Musim teda najst dotykovy bod T'. Ten patri zadanej
kruznici k a zdrovern viem, Ze uhol ATS je pravy. Bod T je vrcholom tohto pravého
uhla. Preto zostrojim Thalesovu kruznicu, ktorej priemerom je usecka AS. Vrcholy T
pravych uhlov leZia na Thalesovej kruznici k.
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U: Dotykovy bod T dostaneme teda ako priesecnik danej kruznice k a Thalesovej kruznice.
Ako vidiet z obrazka, ziskali sme dva dotykové body T a T".

Z: Existuji teda dve dotycénice ku kruznici k& prechadzajice danym bodom A.

U: Musim uznat, Ze to mas namakané.

U: M6zu sa dotykat aj dve kruznice?

Z: Preco nie. Dve kruznice sa budi dotykat, ak budi mat jeden spolocny bod.

U: Dve kruznice mozu mat vonkajsi dotyk alebo vnutorny dotyk, tak ako je to zndzornené
na nasledujicom obréazku. Dolezité je, Ze ich spolocny dotykovy bod lezi na priamke
spajajucej stredy S, a S; kruzZnic.

S1

1

Z: Dobre, Ze ste to pripomenuli. Stale na to zabiudam a vo wvdcsine uloh, aj vypoctového
charakteru, je to dolezZité.

U: Mas pravdu. Vdaka tejto vlastnosti sa da vyjadrit vztah medzi vzdialenostou stredov
kruznic a ich polomermi. Pozri sa este raz na obrazok.
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Z: Pre vonkajsi dotyk dvoch kruznic plati, Ze vzdialenost ich stredov je rovnd suctu ich polo-
merov.

’5152’ ="M -+ T2

N(

Pri vnitornom dotyku je vzdialenost stredov rovnd rozdielu ich polomerov.

mienky preto osetrime absolitnou hodnotou z rozdielu polomerov kruznic.

|S1Ss| = |11 — 19

U: Skisme situdciu dvoch dotykajucich sa kruznic trochu zmenif. Zadana je kruznica
k(S; 3 cm). Mame zostrojit mnozinu stredov vsetkjch kruZnic | s polomerom 3
centimetre, ktoré sa kruzZnice k dotykaju.

N(

: KruZnice maju mat rovnaky polomer? Nood ... Jednu taki by som wvedel zostrojit. Jej
stred by bol vzdialeny 6 centimetrov od zadaného bodu S. Vlastne, takych kruznic by bolo
nekonecne vela. Stredy vsetkich tychto kruznic by leZali na kruznici so stredom v bode S a
polomerom 6 centimetrov.
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N /\ 1

U: Prave si popisal dalsiu z mnozin bodov danej vlastnosti. Vysledok rieSenia nasej tulohy
zovSeobecnime. MnozZinou stredov vsetkych kruzZnic, ktoré majiu dany polomer
r a dotykaji sa danej kruzZnice k(S; r) je kruzZnica k' so stredom v bode S a
polomerom 2r.

Z: Musia mat kruznice, ktoré sa dotykaji zadanej kruznice k s polomerom r, tieZ polomer r?

U: Spravna otéazka. Polomery nemusia byt rovnaké. Vedel by si ur¢if mnozinu stredov vSetkych
kruznic, ktoré maji dany polomer r; a dotykajt sa danej kruznice k(S; r), ak r < 7

Z: Vysledok bude taky isty ako v pripade, ked polomery boli rovnaké. Polomer r' viyslednej
kruznice bude si¢tom polomerov uvazovanych kruznic, teda

/
r=r-4+r.

U: A ¢o v pripade, ked r > 77
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Z: Aj vtedy bude polomer kruznice, ktord je hladanou mnoZinou bodov danej vlastnosti sictom
polomerov. Pockajte! ... Myslim, Ze vtedy bude este aj druh€ riesenie. KruzZnice s polo-
merom r1 sa mozu zadanej kruinice k dotykat aj z vnitra. Druhym riesenim preto bude
kruznica so stredom v bode S a polomerom r — ry.

S1

Iy k

U: Spravne. Vzhladom na polomery sme teda vyriesili v8etky pripady dotyku dvoch kruznic.

Z: Trochu vds v uvahdch predbehnem. Povedali ste, Ze kruZnica sa moze dotykat aj viacerych
priamok.

U: Ano. Pre jednoduchost zoberme najskor dve navzajom rovnobezné priamky p a q. Aky
geometricky utvar vytvaraja stredy vsSetkych kruznic dotykajucich sa tychto priamok?

Z: Toto je jednoduchd tloha. Ak sa kruinice maji dotykat oboch priamok, tak ich polomer
must byt polovicou zo vzdialenosti priamok p a q. Stredy tak vytvoria priamku v strede
medzi zadanymi priamkams.
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U: Hovorime tomu os pasu vymedzeného rovnobezZnymi priamkamsi p a q. Patri medzi
dalsie mnoziny bodov danej vlastnosti, ktoré stvisia s kruznicami. Ako by sa situécia
zmenila, ak by priamky p a ¢ boli réznobezné?

Z: Roznobezné priamky mi pripominaji uhol. Pokial sa pamdtdm, tak aj v trojuholniku, ak
som chcel ndjst stred kruznice vpisanej, tak som zostrojil os vnitornich uhlov. Preto aj

teraz urobim to isté. Dostanem jednu priamku, ktord je osou uhla tvoreného zadanymi
roznobeznymi priamkami p a q.

U: Prirovnanie so stredom kruznice do trojuholnika vpisanej sa mi pacilo. Os uhla je vSak iba
polpriamka. Trochu si vsak pozabudol, Ze réznobezné priamky vytvaraja az styr: uhly.
Styri polpriamky dajia dve na seba kolmé priamky, ktoré budi hladanou mnozinou.

02

Z: Mate pravdu. Ja som uvazoval iba dva vrcholové uhly, preto som povedal, Ze vysledkom
je priamka. Sthlasim s vami, Ze to maji byt dve priamky. Ale preco si na seba kolmé?

U: Pozri sa na posledny obrazok eSte raz. Os modrého uhla rozdeluje uhol na dva zhodné
uhly. Os susedného uhla, ktory je vyznaceny ¢ervenou farbou, tiez rozdeluje tento uhol na
dva zhodné uhly. Stcet velkosti dvoch susednych uhlov je 180 stupniov. Preto je stcet ich
polovic 90 stupriov.

Z: Mdam si teda pamdtat, Ze mnozinou stredov vsetkych kruznic, ktoré sa dotykaji
dvoch roznobezZnych priamok p a g je dvojica navzajom kolmych osi 0;, 0, uhlov
vytvorenych priamkami p a q.

U: Mas pravdu. Ja len doplnim, Ze do vysledku nepatri prieseénik priamok p a q.
V rieSenych tlohéach sa stretnes aj s pripadmi, kedy kruznica dotykajaca sa zadanych
rovinnych geometrickych utvarov, sa bude daf zostrojit jednoznacne. Posltzia ti k tomu
aj vedomosti, ktoré sme si v tejto téme pripomenuli.
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Priklad 1: Dand je kruznica k(S; 3 cm) a bod M, pricom |SM| =5 cm. Zostrojte vietky
dotycnice ku kruznici k, ktoré prechadzaji bodom M.
U: Pripomenime si najskor, ktoré fazy ma konstrukéna tloha.

Z: Prvou fdzou konstrukcnej tlohy je rozbor. Potom nasleduje konstrukcia, dokaz sprdvnosti
konstrukcie a diskusia. Spolu su to teda Styri fazy konstrukcnej ulohy.

U: Zacnime teda konstrukénej tulohy. Obsahuje a
. Pokis sa okomentovat nasledujici obrazok.

Z: Cervenou farbou sme vyznacili zadané proky, teda krunicu k so stredom v bode S a bod M
vo vzdialenosti 5 centimetrov od stredu kruznice. Tieto utvary teda povazujeme za zname.
Nasou tlohou je zostrojit dotycénicu t. Td je uréend dvoma bodmi, zadanym bodom M
a dotykovym bodom T'. Dotycnicu teda zostrojim, ak uréim bod T.

c

: Dotykovy bod T povazujeme v tejto tlohe za . Na jeho urcenie potrebujeme
vyuzit dve podmienky.

Jedna podmienka je trividlna. KedZe je to dotykovy bod, tak bod T lezi na kruznici k.

C N

: 'V poriadku. Toto bolo jednoduché. Co vyuzijes ako druhi podmienku?

hk

Asi by som mal vyuZit pravy uhol pri vrchole T. Viem, Ze polomer ST je na dotycnicu t
kolmy. Ale ako to vyuZijem, to vobec netusim.

c

: M&$ pravdu, ze bod T je vrcholom pravého uhla, lebo |<STM| = 90°. Vrcholy pravych
uhlov lezia na Thalesovej kruznici. Jej priemerom bude v nasom pripade tisecka SM.
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Z: Jasné! Ako som mohol na to zabudnit. Stred tsecky SM bude stredom tejto Thalesovej
kruznice. To ale znamend, Ze dotykovy bod T ndjdem ako danej kruznice k
a Thalesovej kruznice kr.

U: Presne tak. Zapis podmienok pomocou matematickej symboliky si mozes pozriet v nasle-
dujucej tabulke.

1.T € k; k(S; 3 cm)
2. ‘QSTM| =90° = T € ky; ]CT(ST; 2,9 cm), Sp=8 + M
T € kN kp

Z: Ulohu mdme teda vyrieseni. Staci spojit body T a M priamkou a ziskame takto dotycnicut.

U: Dokondili sme zatial iba rozbor konstrukcnej tlohy. Nasleduje jej druhé faza, ktorou je
. Najskor urobime zapis konstrukcie. Sformuluj ho slovne a potom ho zapiSeme
symbolikou.

Z: Nie je nic¢ jednoduchsie. Staci mi vlastne zopakovat myslienky z rozboru. Najskor, podla
podmienok zadania ulohy, narysujem kruznicu k a bod M. Potom zostrojim Thalesovu
kruznicu. Jej stredom bude stred usecky SM a polomer bude rovny 2,5 cm. Priesecnik danej
kruznice k a Thalesovej kruznice kr oznacim ako bod T'. Priamka T'M bude dotycnicou
ku kruznici k prechddzajucou bodom M.

U: MoZem ta iba pochvalit.

1. k(S; 3cm); M, |[SM| =5 cm
2. kr; kT( =+~ M; 2,5 Cm)
3.7:T € k N ky

4.

S~

—
ot = TM
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Z: Viastni konstrukciu si moZete pozriet na nasledujicom obrazku.

U: Z obrazka vyplyva, Ze v tomto pripade mé tloha dve riesenia. Aj ked tato tloha nie je

, zovSeobecnime ju. Nech r oznacuje polomer kruznice k a |SM|

vzdialenost bodov S a M. Vie§ povedat, v akom vztahu musia byt tieto parametre, aby
uloha mala vzdy dve riesenia?

Z: Mdm dojem, Ze by sa to malo podobat na zadany pripad. Teda bod M musi byt vonkajsim

bodom kruznice. Pre parametre r a |SM| vtedy plati:

r < |SM|.

U: Ide ti to celkom dobre. Mohla by mat tloha jedno riesenie?

Z: Jednu dotycnicu zostrojim, ak bod M bude patrit kruznici k. Bude totiZ zaroven dotykovym

bodom T'. V tomto pripade plati:

r=|SM]|.

U: Ak by bod M bol vnitornym bodom kruznice, teda

r > |SM]|,

nedostali by sme Ziadnu dotycénicu.

l.r < |SM| = 2 rieSenia
2.r=|SM| = 1 rieSenie
3.7 > |SM| = 0 rieSeni
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U: Ukazeme este, ze nasa konstrukcia je spravna. St narysované priamky ¢; a ¢t doty¢énicami
ku kruznici, ktoré prechddzaji danym bodom M?

Z: Bodom M prechadzaji urcite. Vyplyva to zo 4. kroku konstrukcie.

U: Dotykovy bod T podla 3. kroku konstrukcie patri tak kruznici &, ako aj Thalesovej kruznici.
To ale znamené, ze uhol STM je pravy. Z toho vyplyva, Ze polomer ST kruznice k je
na priamku T'M kolmy. Takéto vlastnosti ma vsak iba priamka, ktora je dotyc¢nicou ku
kruznici. Tymto sme teda zvladli aj posledni fazu konstrukénej tlohy, ktorou je
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Priklad 2: Zostrojte vsetky kruznice s polomerom 1,5 cm, ktoré sa dotykaji danej kruznice

uU:

N«

N«

k(O; 4 cm) a priamky p, pre ktord plati |O;p| = 3 cm.

Urobme nacrt, v ktorom zadané utvary vyznacime c¢ervenou farbou. Nacrtneme aj jednu
kruznicu k; s polomerom 1,5 cm, ktora sa dotyka danej kruznice a priamky. Co plati pre
stred S kruznice k; vo vztahu k stredu O danej kruznice k a vo vzfahu k danej priamke

p?

: Vzdialenost bodov S a O je uréend si¢tom polomerov kruZnic k a ky. Tdto vzdialenost je

preto 5,5 cm. KedZe kruZnica ki sa dotyka priamky p, vzdialenost jej stredu S od priamky
p je danda polomerom 1,5 cm kruznice k.

: Vzdialenosti, ktoré si urcil, vyuzijeme na popis mnozin bodov danej vlastnosti, prienikom

ktorych bude stred hladanej kruznice k;. Povedal si, Ze stred kruznice, ktord je rieSenim
tlohy, méa od bodu O vzdialenost 5,5 cm. Kde lezia stredy vSetkych kruznic s polomerom
1,5 cm, ktoré sa dotykaji danej kruznice k£ zvonku?

: Musia mat rovnaki vzdialenost od bodu O, preto leZia na kruznici l; so stredom v bode O

a polomerom 5,5 cm.

: Hladan& kruzZnica by sa vSak mohla danej kruznice dotykat aj zvnutra.

. Aha! Vtedy bude polomer rozdielom polomerov uvaZovanych kruznic, teda 2,5 cm.

: Mnozinou stredov vsetkych kruznic s polomerom 1,5 cm, ktoré sa dotykaja danej kruz-

nice k je teda dvoch so stredom v bode O. Ich polomery
st 5,5 cm a 2,5 cm. Také isté tivahy by sme mali urobif o stredoch hladanych kruznic vo
vztahu k danej priamke.

: Teraz by to mali byt dve priamky ¢; a ¢; vo vzdialenosti 1,5 cm od priamky p. Si

teda s priamkou p rovnobezné.
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U: Spravne. Stredy hladanych kruznic ndjdeme teda ako kruznic [y a [l s priam-
kami q; a ¢s.

Z: To ale dostaneme vela riesSent.

U: Nepredbiehaj vlastnej konstrukeii. To, kolko rieseni dostaneme, zistime aZz pri rysovani.
Zatial sme zvladli iba . 'V rozbore mame vzdy ukézat, ako ndjst
riesenie ulohy, ak existuje. Za zname prvky v tejto ulohe preto povazujeme kruznicu k
a priamku p. Hladanym bodom je stred S kruZnice k; s polomerom 1,5 cm, ktord sa
mé dotykat danej kruznice a priamky. Podmienky pre hladany bod S st zapisané eSte raz
v nasledujicom ramceku.

1.|0OS|=55cm VvV |0OS|=25cm = S € 1 VS € I,
[1(O; 5,5cm), l5(0; 2,5 cm)

2.1, p/=15cm = S € ¢ VS € g,
lq1,p| = 1,5 cm, |qo,p| = 1,5 cm

S e (liUlb)n (g VU ag)
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U: Dobre. Rozbor sme v podstate zvladli. Nasli sme stred kruznice vyhovujtcej zadaniu tlohy.
Zaujimalo by ma, ako zostrojis kruznicu.

Z: Ale, ved'to nie je tazké. Kruznica md mat polomer 1,5 centimetra. Zoberiem tito vzdialenost
do kruzidla, kruZidlo zapichnem do najdenéeho stredu S kruznice a opisem kruznicu.

U: Ako néjdes body, v ktorych sa tvoja kruznica dotyka danej kruznice a priamky?

Z: Aha! Trochu porozmyslam ... Ja na to pridem ... UZ to mdm. Dotykovy bod kruznic le3i

na spojnici stredov tychto kruznic. Spojim teda body O a S a bod, v ktorom tdto usecka
pretina kruznice, bude ich dotykovy bod.

U: Presne tak. Dotykovy bod néajdenej kruznice a danej priamky ziskas ako pétu kolmice
z bodu S na priamku p.

Z: Treba to pri rysovani urobit?

U: Nemusis. Ved pri opise konstrukcie kruznice k; si mal aj ty pravdu. Zhrnieme preto mys-
lienky rozboru do . V podstate by sme sa opakovali, preto nase ivahy

skratim. Pozri si postup konstrukcie zapisany pomocou matematickej symboliky. Je uve-
deny v nasledujicom ramceku.

1. k; k(O; 4 cm)

2. p; |O,p| =3 cm

3. Uy, ly; 11(O; 5,5em), 1H(O; 2,5 cm)

4. qi, @ |q,p| =15 cm, |g2,p| = 1,5 cm
5.5, € (hUl) N (U g)

6. ]€1; kl(S; 1,5 Cl’l’l)

Z: Skisim to narysovat. Trochu stracam prehlad v pocte rieseni. To mdm zobrat vSetky prie-
secniky kruznic ly a ly s priamkami q1 a qa?

U: Ano. Pozri sa na svoj obrazok este raz. Ktoré kruznice pretina priamka ¢;?
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N«

: Priamka q1 pretina kruznicu Iy v bodoch S1 a Sy. Aj s kruznicou ly ma tdto priamka dva
spolocné body.

U: Ale priamka ¢y pretina iba kruznicu /; a to v dvoch bodoch.
Z: To znamend, Ze tlohe vyhovuje Sest roznych kruznic poZadovanijch viastnosti?

U: Presne tak, ako hovoris. Tieto kruznice st vyznacené na poslednom obrazku modrou farbou.
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Priklad 3: Dang je pravy uhol AVB a jeho vnitorny bod M. Zostrojte vietky kruznice pre-
chddzajuce bodom M, ktoré sa dotykaju ramien uhla AVB.

: Moézem si bod M zvolit na osi daného pravého uhla?

c C

: Vyhovuje to podmienkam zadania?

: Myslim si, Ze dno.

c N

: Tak to vyskusaj. Kde lezi stred kruznice, ktora sa dotyka ramien pravého uhla AVB?

N«

. Stred takejto kruznice leZi na osi o tohto uhla.

: Vyuzi preto tento poznatok pre svoj . Urob ho od konca. Nacrtni uhol, potom Tubo-
volnt kruznicu, ktora sa dotyka ramien tohto uhla. Jeden priesecnik tejto kruznice s osou
uhla oznac¢ ako bod M.

Z: Dobre, vsetko toto som urobil. Co teraz?

U: Pozrieme sa na obrazok od zadania tlohy. Dané s ramena uhla AVB a bod M na osi
tohto uhla. je stred S kruznice k. Co vieme o 1iom povedat?

Z: Ja viem akurdt to, Ze lezi na 0si o daného pravého uhla. Ale takych bodov je strasne vela.
Ako sa trafim do toho sprdavneho, aby kruznica prechddzala aj bodom M ?

U: PomoZeme si trochu uhlami. Co vie§ povedaf o trojuholniku T5SM?
Z: Kedze bod Ty je dotykovy, usecky ToS a SM maji rovnaki velkost. St to vlastne polomery
hladanej kruznice. Preto je trojuholnik Ty SM rovnoramenny.

U: A vedel by si ur¢it uhly v tomto trojuholniku?
Z: N6oo ... Ved nepozndm ani jeden.

U: S urcenim velkosti jedného uhla ti pomdzem. Sleduj na obrazku. Stvoruholnik V11 ST je
Stvorec, lebo tsecky 715 a T5S st rovnako dlhé. Urcuja polomer kruznice. Navyse body
Ty a Ty st bodmi dotyku kruznice s ramenami pravého uhla. Teda pri tychto vrcholoch st
v uvazovanom §tvoruholniku pravé uhly. Usecka V'S je uhloprieckou tohto Stvorca, preto
ma uhol V STy velkost 45 stupriow.
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Z: UZ mi dochddza. Uhol T,SM je s nim susedny, preto md velkost 135 stupnov. Usecka
ToM je zdakladnou uvaZovaného rovnoramenného trojuholnika. Uhly pri zakladni maju preto
dokopy velkost 45 stupriov a uhol ToM S md velkost 22,5 stupna. Ako mi to pomaoze?

—
U: Ak zostrojis uhol VM X velkosti 22,5 stupna, tak jeho rameno M X pretne polpriamku
V B v bode Ty. Stred kruznice by si uz mal vediet zostrojit.
Z: Jasné! Usecka VT, tieZ predstavuje polomer hladanej kruznice. Preto ho nanesiem od bodu
T5 a na ost o ziskam stred kruznice S.

U: No, nebolo to celkom spravne vyjadrenie, ale pointe som porozumel. Co je horsie, tiloha
mé este jedno riesenie.

N«

. Myslite na taku velki kruZnicu z druhej strany?

T3

v

U: Objavif sposob jej zostrojenia ti prenechdvam na samostatni pracu.

U: Budeme sa teraz venovat vSeobecnejsej polohe bodu M. Tak ako to je na obrazku.

U: Mnohé z tloh, podobnych nasej, sa riesia tak, Ze pre hladant kruznicu splnime najskor iba
¢ast podmienok zo zadania tlohy. Urc¢ite by si vedel zostrojit Tubovolnt kruznicu, ktora
by sa dotykala ramien daného pravého uhla.
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Z: Jej stred by musel lezat na osi o tohto uhla. Preto by som si zvolil na tejto osi lubovolns
bod S’, tak ako je to na obrdzku. Z tohto bodu by som zostrojil kolmicu na jedno rameno
pravého uhla. Vzdialenost pity tejto kolmice od bodu S" urcuje polomer kruznice, ktord sa
dotyka ramien pravého uhla.

U: Potrebujeme teraz najst sivis medzi zostrojenou kruznicou k&’ a kruznicou k, ktort hla-
dame. Tusis, ¢o to bude?
Z: Tak v tom mi budete musiet poradit.

U: Kazdé dve kruznice st istym sposobom rovnolahlé. To isté plati aj o naSich dvoch kruz-
niciach &’ a k.

Z: Co to znamend, Ze su rovnolahlé?

|
|
|
|
|
4
M I\ l ;
vV T T A

uU: je jedno z podobnjjch zobrazeni. Zachovava vidy pomer dlZok useciek.
Rovnolahlost je urcend stredom a koeficientom rovnolahlosti. V nasom pripade je stredom
rovnolahlosti vrchol V' pravého uhla a podiel polomerov kruznic & a k' urcuje koeficient
rovnolahlosti.

Z: Uz si spominam. V tejto rovnolahlosti sa stred S’ kruznice k' zobrazi do stredu S hladanej
kruznice k. Tieto body leZia na jednej polpriamke ohranicenej stredom rovnolahlosti V.

U: Mas pravdu. V tej istej rovnolahlosti sa vSak zobrazia na seba aj zodpovedajtce si dotykové
body tychto kruznic. To co je vSak pre nas najdolezitejsie, je poznatok, ze bod M kruznice
k musi mat tieZ svoj vzor na kruznici £’. Ako by si ho urcil?

Z: Kedze stred rovnolahlosti, vzor a obraz musia leZat na jednej priamke, zostrojim priamku

VM. Priesecnik tejto priamky s kruznicou k' bude bod M', ktory je vzorom bodu M. Ale
ved takéto body dostanem aZ dva.

U: Spravne. Uloha bude maf preto dve riesenia. Ako ich vSak ndjdeme? Zatial sme zostrojili
bod M’ na kruznici k’. Ako zostrojis stred S hladanej kruznice?

Z: To vobec netusim.

U: Pripomeniem ti, Ze rovnolahlost zobrazi tise¢ku, ktora nelezi na priamke prechédzajuce;
stredom rovnolahlosti, na tsecku s fiou rovnobezni. To znamen4, Ze tsecka M'S’ sa zobrazi
na usecku M S s nou rovnobezn1.
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N(

: Aha, uz rozumiem. Bodom M musim zostrojit priamku p rovnobezni s priamkou M'S'.

Priesec¢nik tejto priamky s osou o pravého uhla bude stred S kruZnice k. Uff ... Dost
ndrocnd uloha.

: Potrebujes si len zopakovat zékladné vlastnosti rovnolahlosti. VSetko ostatné je uz po-

tom jednoduché. Ak si porozumel myslienkam v rozbore tlohy, ¢o najjednoduchsie slovne
sformuluj vSetky kroky konstrukcie.

Najskor si narysujem to, co je zadané, teda pravy uhol AVB a jeho vnitorny bod M.
Zostrojim si 0s o tohto uhla, zvolim si na nej bod S' a zostrojim kruznicu k' so stredom
v bode S’, ktord sa bude dotykat ramien pravého uhla. Priesecnik priamky VM s kruznicou
k' oznacim ako bod M'. Nakoniec bodom M wediem priamku p rovnobeine s priamkou
M'S’. Jej priesecnik s osou o uhla bude hladany stred S kruznice.

: No dobre, ale nemas esSte kruznicu k.

Tak toto je uZ malina. Stredom tejto kruznice je predsa bod S a usecka SM predstavuje
jej polomer. MoZem vdam tento postup zapisat aj pomocou symbolov. Mdte ho uvedensy
v nasledujicej tabulke.

1. <AVB; |<AVB| = 90°
— —

M; M € <AVB,M ¢ VA, M ¢ VB
K E'(S 1), S" € o, 0 = oqavB

A
MM ek n VM

>

s o || M'S', M e pf
S; S e pno
k; k(S5 |SM])

No o N

: Neviem ¢i si uvedomujes, ale aj pripad, kedy bod M lezi na osi pravého uhla, mozno riesit

tym istym postupom. Musis vSak vyuzif usecku spajajiucu dotykovy bod a bod M. Na
nasledujicom obrazku mas narysované obe kruznice, ktoré maju vlastnosti podla zadania
ulohy.
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Priklad 4: Dané su dve roznobezné priamky p, q a bod P na priamke p. Zostrojte vsetky

NS N

c

kruznice, ktoré sa dotykaju priamky p v bode P a dotykaji sa zdarovern priamky q.

: M4§ predstavu, ako bude vyzeraf obrazok? Co potrebujeme k tomu, aby sme zostrojili

aspon jednu kruznicu podla podmienok zadania?

: Pokisim sa jednu takito kruZnicu nacrinit.

Zdd sa mi, Ze staci ndjst akurdt stred tejto kruZnice.

: Kazda kruznica je jednoznacne urcena nielen svojim stredom, ale aj polomerom.

Tak toto je velmi jednoduché. KruZnica sa md predsa dotykat priamky p v bode P. Ak
budem mat stred S kruznice, jej polomer bude urceny dlzkou tisecky SP.

: V poriadku. Uréme teda podmienky pre neznamy bod S, ktory je stredom hladanej

kruznice k. Co by si zo zadania tilohy vyuzil?

: Viem, Ze kruznica sa md dotykat oboch zadanijch priamok. V mojom obrdzku ide o kruznicu

vpisant do jedného uhla, ktory vytvdraji zadané priamky. Stred takej kruznice bude preto
leZat na osi tohto uhla.

: M4&s pravdu. Vzdialenost stredu hladanej kruznice musi byt od oboch ramien uhla rovnaka.

Preto stred S lezi na osi tohto uhla. Zabudol si vSak, ze priamky vytvaraja az Styri uhly.
Mozno aj v niektorom inom z tychto uhlov bude riesenie. Preto zostrojime ost
vsetkych uhlov vytvorenych danymi priamkami.

: Na to som nepomyslel. Sustredil som sa iba na jedini kruZnicu, ktori som si nacrtol.

: To je v poriadku. Mnoziny, vyuzité pre urcenie jedného riesenia v rozbore ulohy, sa snaz

zovSeobecit. Podme v8ak v rieSeni dalej. Podla zadania sa mé kruznica dotykat priamky p
v danom bode P. Ako to dosiahneme?

Tak to teda netusim.

: Spomen si na vztah medzi polomerom SP a priamkou p. KruZnica sa predsa dotyka

priamky p v bode P.

: Mdam vyuzit, Ze usecka spdjajica stred kruZnice a dotykovy bod je kolmd na dotycénicu?
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U: Presne tak. KedZe polomer SP je kolmy na priamku p, stred kruZznice lezi na kolmici a
na priamku p, ktora prechadza bodom P. Vsetky kruznice dotykajtce sa priamky p
v bode P musia mat stred na priamke a.

N«

: Aha! Aké€ jednoduché. To ale znamend, Ze stred kruznice, ktord mad vsetky poZiadavky zo za-

dania ulohy, zostrojim ako priesecnik priamky a a osi uhlov tvorenych danymi priamkamsi

pag.

U: Zrekapituluj teda strucne zékladné myslienky rozboru.

Z: Znamymi Utvarmi siu roznobeiné priamky p, ¢ a bod P na priamke p. Hladanymi

atvarmi su stred S kruZnice a samotnd kruZnica k. Podmienky pre hladany bod S si
uvedené v ramceku.

U: Nasleduje

1. |S,p|=1S,q| = S €01 U o9

01 U oo ={X € Ey; |X,p|=|X,q|}
2.5P1Lp =S e€a,alp NP €a
S €(op U o) Na

ako druhé faza konstrukcnej tlohy. Sformuluj slovne jej postup.
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Z: Najskor narysujem dve réznobeiné priamky p a p. Na priamke p si zvolim jeden bod.
Oznacim ho symbolom P. To je vlastne vsetko v zadant ulohy. Teraz zostrojim osi uhlov
tvorenych danymi priamkami a priamku a kolmiu na dani priamku p. Priamka a bude
pirechddzat bodom P. Stred hladanej kruznice ziskam ako priesecnik priamky a a osi uhlov.
Nakoniec zostrojim kruznicu.

U: Ja len pripomeniem, Ze polomerom tejto kruznice bude usecka SP. V ramceku je uvedeny
zapis konstrukcie pomocou matematickej symboliky.

L.pgpXgq

2. P, P € p

3.01 U 09; 07 U OQZ{X €E2; ‘X7p|:|X7Q|}
4. a;a Lp N P € a

5.5; 8 € a N (01 U 0y)

6. k; k(S; |SP|)

U: Na nasledujiicom obrazku mas moznost pozriet si vysledok riesenia tlohy pre jednu polohu
priamok p, ¢ a bodu P podla zadania tlohy.
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Z: To ale znamend, e uloha md stile dve rieSenia. Ni¢ by sa nestalo, keby som bod P
posuval po priamke p. Vznikli by len vicsie alebo mensie kruznice. Ale vZdy by boli dve.

U: Nemés celkom pravdu. V jednom pripade by si neziskal Ziadne riesenie. Platilo by to
vtedy, kedy by bod P bol priesecnikom danych priamok p a q.

Z: Rozumiem. Viedy sa nedd zostrojit kruznica vpisand do uhla.
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Priklad 5: Dand je priamka p a dva rozne body A, B v tej istej polrovine s hranicnou

C N

N«

priamkou p, pricom priamka AB je kolmd na priamku p. Zostrojte vsetky kruznice, ktoré
prechddzaji bodmi A, B a dotykaji sa priamky p.

. Ako mdm urobit ?

.....

ktora mé byt rieSenim a potom vyznac priamku p a body A, B. Zohladni pritom podmienky
zadania tlohy.

: KedZe priamka p md byt dotycnicou ku kruznici k, tak isecka ST je na tito priamku kolmd.

Pismeno T oznacuje dotykovy bod. Vyznacim si este body A a B na kruznici k. Priamka
AB musi byt pritom kolmd na dant priamku p.

: Je zrejmé, Ze priamka p a body A, B s zname utvary. Hladanym tdtvarom je kruznica

k so stredom v bode S.

. Ale nepoznam ani polomer kruZnice.
: To je pravda, ale nam sta¢i najst iba stred S kruznice. Polomer bude potom urceny

napriklad tseckou SA.

: Ako chcete ndjst stred kruznice bez vyuZitia polomeru?

: Vidim, 7e uvaZujes spravnym smerom. Ano, polomer budeme musiet uréitym sposobom

k zostrojeniu stredu kruznice vyuzitit. Nie je vSak podstatnd jeho ¢iselnd hodnota, ale
umiestnenie polomeru ako tsecky.

: Tak ako je to na obrdazku v pripade useciek AS a BS?

. Ano, tieto tsecky st tieZ umiestnenim polomeru kruznice. Polomerom je viak aj
usecka ST, kde T je dotykovy bod.
: Dobre, ale ani jeden z bodov S a T nepozname. ... Pockajte! UZ mi dochddza. Keby som

vedel dlZku tejto usecky, tak bod S by musel leZaf na kruznici | so stredom v bode A
a polomerom S7T. To preto, lebo plati |AS| = |ST)|.

: Vyborne! Mame jednu mnozinu bodov danej vlastnosti, ktord obsahuje hladany stred

kruznice. Nevieme sice zatial polomer kruznice [, ale ked uré¢ime druhy ttvar, ktory hladany
stred kruznice obsahuje, ur¢ime aj polomer kruznice [. Skis teraz vyuzit to, ze kruznica k
mé prechadzat danymi bodmi A a B.
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Z: Mdm dojem, Ze mi v tomto smere budete musiet poradit.

uU:

Body A a B patria kruznici k. Usecka AB je teda tetivou tejto kruznice. Vieme, Ze os
tetivy kruzZnice prechddza stredom kruznice. Stred S hladanej kruznice lezi preto na
ost o usecky AB.

: Jasné. AZ teraz som si uwvedomil, Ze trojuholnik ABS je rovnoramenny, lebo usecky AS

a BS maji rovnaki velkost. Su to polomery kruznice k. Bod S preto lezi na osi o usecky
AB.

: To, Co si povedal, je iba inym zd6vodnenim vlastnosti osi tetivy. Ma priamka o v nasom
pripade nejaku dobri vlastnost?
. Usecka AB je kolmd na dant priamku p, preto je os o s priamkou p rovnobezna. ... Ahal

Tak, to potom mam aj polomer ST pre kruznicu l, ktord sme vyuzili ako prvi. Polomerom
je vzdialenost priamok p a o.

: Zhrniem teda zdkladné myslienky rozboru tlohy. Stred S hladanej kruznice k zostrojime

ako priesecnik osi o tsecky AB a kruznice [ so stredom v bode A. Polomerom tejto kruznice
je vzdialenost priamok p a o.

1. |AS|=|BS| = S € o0, o=o0u4p
2. |[AS| = |ST| =[S, p| = |o,p| = S € I(4; lo,pl|)
S € onl

uU:

Postup konstrukcie by si mal zvladnut aj sdm.

Z: Najskor zostrojim to, o je zadané: priamku p a dva rézne body A, B. Potom zostrojim o0s o

usecky AB. Zostrojim si pomocni kolmicu na priamky p a o, kde nameram ich vzdialenost.
Vzdialenost priamok p a o bude polomerom kruznice | so stredom v bode A. Priesecnik
priamky o s kruznicou | mi dd hladany stred S kruznice k.
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U: Co myslis, kolko rieSeni m4 tloha?
Z: Podla podmienok zadania ilohy existuje asi jedna takdto kruZnica. Nebudeme rysovat?

U: Nie. Uloha je parametricka. Nie je dana vzdialenost bodov A a B, ani ich vzdialenost
od danej priamky p. A prave od tychto zavisi pocet rieseni. Urobime teda
. Zacnime pripadom, ked tloha nemda riesenie. Kedy to pri

rysovani podla nasho postupu nastane?

Z: Nesmieme dostat stred hladanej kruznice. Vzhladom na to, Ze ho ziskame ako priesecnik
osi usecky AB a kruznice | so stredom v bode A a polomerom |o, p|, nesmi sa tieto dtvary
pretnait.

U: V tom ti pomdzem. KruZnica [ nepretne os usecky AB vtedy, ked jej polomer bude mensi
ako je polovica dlzky tsecky AB. To preto, lebo os prechadza stredom tsectky AB. Bod A
mé teda od osi o vzdialenost rovnt polovici dizky tsecky AB.

Z: Aha! Pochopil som. Mézem pokracovat v diskusii?
U: Mas slovo.
Z: Ak som dobre pochopil, tak v pripade, Ze polomer kruZnice | bude rovny polovici dlzky

usecky, dostanem jedno rieSenie. Vtedy sa kruznica | bude dotykat osi o prdve v strede
usecky AB. Dve rieSenia dostanem, ak polomer bude vicsi ako polovica dlZky usecky AB.
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U: Treba si este ujasnit, Ze polomer kruZnice [ je podla zadania titvarov uréeny vzdialenostou
stredu usecky AB od danej priamky p. Teda,

B
l.ak |[A+ B,p| < ’2’, tak uloha mema riesenie,
2.ak |A+B,p|= ’2’, tak Gloha ma jedno riesenie,
|AB| , . L
3.ak |A+ B, p|l> 5 tak tuloha ma dve riesenia.

Z: Uloha sa mi pdcila. Bola celkom zaujimavd.
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Priklad 6: Dané si kruznice ky (O1; 4 cm) a ko (Og; 2 cm) tak, Ze |O105] = 5,5 cm. Zostrojte
vsetky kruznice s polomerom 3 cm, ktoré sa dotykaju kruznic ki a k.

U: Najskor si ujasnime pocet kruznic s polomerom 3 cm, ktoré sa dotykaji danej kruznice k;
v bode T, tak ako je to na nasledujucom obrazku.

k1

ma

. Také kruznice su dve. Jedna vnitornd a jedna vonkajsia.

C N

: Akn vzdialenost maja stredy tychto kruznic od bodu O;?

N«

: Pre stred vonkajsej kruznice je to sucet polomerov oboch kruznic, teda 7 cm. V pripade
vnutornej kruznice je vzdialenost stredu dand rozdielom polomerov. Je rovnd jednému
centimetru.

U: Dobre. Teraz si predstav, ze by si zostrojil vsetky kruznice s polomerom 3 cm dotykajtce

sa kruznice k;. Aky rovinny geometricky utvar by vytvorili stredy tychto kruznic?

Z: Stred kaZdej takejto kruznice by musel byt od stredu Oy vzdialeny bud 7 alebo jeden cen-
timeter. Vychddza mi, Ze by to mali byt dve sustredné kruZnice so stredom v bode Oy.
Polomer jednej kruznice bude mat velkost 7 cm a polomer druhej kruznice bude jeden
centimeter.




Ma-Ko-03-6 | List 30

U: V poriadku. Tym si uréil prvii podmienku pre stred hladanej kruznice z nasej tlohy. Zna-
mymsi utvarmsi st dané dve kruznice ky a ko. Hladangym bodom je stred S kruZnice k,
ktord sa dotyka oboch kruznic. KedZe sa dotyka kruznice k; tak, ako si povedal, stred S
lezi na jednej z dvoch ststrednych kruznic, [; (O1; 7 cm) a ly (Oy; 1 cm).

Z: To ale znamend, Ze analogicky zostrojime dve sustredné kruznice aj so stredom v bode Q.
Hladand kruznica sa md dotykat aj druhej danej kruznice.

U: Ak by si trochu pouvazoval, zistil by si, Ze v tomto pripade to bude iba jedna kruZnica [’.
Aky bude mat polomer?

Z: Naozaj, mate pravdu. Vnitorny dotyk sa nedd dosiahnut, lebo polomer hladanej kruznice
je vicsi ako polomer kruZnice ko. Pre vonkajsi dotyk budi stredy hladanijch kruznic leZat
na kruznici s polomerom 5 centimetrov. Opit je to sucet polomerov kruZnice ky a hladanej
kruznice k.

U: Zapis podmienok tlohy pre hladany bod S kruznice k si méze$ pozriet eSte raz v nasledu-

jacom ramceku.
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LknNnk={Tt = S €l Ul l1(0O1; Tcm), l3(0O1; 1 cm)
2.k N kg = {TQ} = S € l,, I (02; 5 cm)
S € (ll U ZQ) N1l

U: Zapis postup konstrukcie.

Z: Podla zadania zostrojim dve kruZnice, ki a ky. Potom zostrojim dve sistredné kruznice,
li aly so stredom v bode Oy. Jedna z nich bude mat polomer velkosti 7 centimetrov a
polomer druhej kruznice bude jeden centimeter. Zostrojim este kruznicu l' s polomerom 5
centimetrov. Jej stredom bude bod Oo. Stred S hladanej kruznice dostanem ako prieseénik
ciarkovanej kruZnice a dvoch siustrednijch kruznic. MoZem teda zostrojit kruZnicu k.

1. kl,kQ; ]{?1 (Ol; 4 Cm), ]432 (02; 2 Cm), |0102| = 5,5 cim
2.[1,[2; ll (Ol; 7CII1), lg (Ol; 1 cm)

3.1; I"(Oy; 5 cm)

4. 5; 5 € (ll U lz) Nl

5. k; k(S; 3 cm)

U: Neostava ti ni¢ iné, iba vSetky kruznice precizne narysovat.

Z: Nemusite mat obavu. Je to celkom jednoduchd uloha. Akurdt tych kruZnic je trochu viac.
Na nasledujiicom obrdzku su hladané kruZnice zndzornené modrou farbou.
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U: Ako vidiet na obrazku, iloha ma styri riesenia. Kruznica I’ pretina kazdu zo ststrednych
kruznic v dvoch bodoch. Spolu teda mame $tyri stredy kruznic s pozadovanymi vlastnos-
tami.




Ma-Ko-03-7 | List 33

Priklad 7: Zostrojte  vsetky spoloéné dotycnice dvoch kruinic ki (S1; 3,5 cm)
a ko (S2; 1,5 cm), ak [S1.S2| =5 cm.

U: Co vies povedat o danjch dvoch kruzniciach na zéklade zadania tlohy?

Z: Vzidialenost ich stredov je 5 centimetrov a to je aj sucet ich polomerov. KruZnice sa doty-
kaju.

U: Presnejsie povedané, maju vonkajsi dotyk. Pom6ze nam to nejako?

Z: N6do ... Jednu dotycnicu by som vedel zostrojit. Prechddza dotykovym bodom krunic a je
kolma na tusecku S1.55. Ale ako ndjdem zvysné dotycnice, to netusim.

U: Na spdsob zostrojenia dvoch spoloénych vonkajsich dotycénic danych kruznic sa
pozrieme spolo¢ne. Akt zdkladnt vlastnost mé dotyc¢nica ku kruznici vzhladom na spojnicu
stredu kruznice a dotykového bodu?

S na seba kolmé. Ved je to tak aj na nasom prvom obrazku.

c N

: Spravne. Tuto vlastnost urcite vyuzijeme.

N<

Ako to chcete vyuzit, ked nemdame dotykovy bod. Nemdme vlastne Ziadny bod z hladanej
dotycnice.

c

: Tak si jeden takyto vonkaj$i bod kruznic, ktory bude lezat na ich spolo¢nej dotyénici,
najdeme.

Z: Mdm obavu, Ze mi budete musiet prezradit ako.

U: Kazdé dve kruznice st predsa rovnolahlé. To isté plati aj o naSich dvoch kruzniciach k;
a ]{52.
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Z: Co to znamend, Ze si rovnolahlé?

uU: je jedno z podobnijch zobrazeni. Zachovava vzdy pomer dlZok tuseciek.
Rovnolahlost je urcend stredom a koeficientom rovnolahlosti. Podiel polomerov kruznic k;
a ko urcuje v nasom pripade koeficient rovnolahlosti.

Z: UZ si spominam. V tejto rovnolahlosti sa stred Sy kruZnice ki zobrazi do bodu Sy kruZnice
ky. Tieto body leZia na jednej polpriamke ohranicenej stredom rovnolahlosti S.

U: Spravne. Zaroven vieme, Ze rovnolahlost zobrazi tisecku, ktord nelezi na priamke preché-
dzajucej stredom rovnolahlosti, na tsecku s nou rovnobezni. Preto polomeru S;A; kruz-
nice k; zodpovedd v uvazovanej rovnolahlosti polomer S;A, kruZznice ky a st navzajom
rovnobezné.

Z: Aha! Bod A, sa zobrazi do bodu As, preto stred S rovnolahlosti ndjdeme ako priesecnik
priamok S155 a A1 A,.

U: Dostaneme takto vonkajsi stred rovnolahlosti. Polomer jednej kruznice si mozes zvolit
Tubovolne. Podstatné je, Ze v rovnolahlosti mu zodpoveda polomer druhej kruznice, ktory
je s nim rovnobezny. Ale ak si pochopil stvis stredov a koncovych bodov zodpovedajucich
si polomerov v rovnolahlosti dvoch kruznic, pochopis, Ze takto si zopdpovedaju aj dotykové
body hladanej spolo¢nej doty¢nice.

Z: To je jasné. Aj v dotykovych bodoch si mozem zostrojit polomery a kedZe si kolmé na
dotycnicu, musia byt navzdjom rovnobeZné.

U: To, Ze sme zostrojili stred S rovnolahlosti danych dvoch kruZnic, previddza teraz nasu
tlohu na jednoduchsiu tlohu. Mame zostrojit dotyc¢nicu ku kruznici ks prechddzajicu jej
vonkajsim bodom S.

Z: Tak, toto ndhodou viem. VyuZijem Thalesovu kruznicu. Jej priesecnik s danou kruznicou
bude dotykovym bodom, ktorym bude prechddzat hladand dotycnica.
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U: Preco vyuzijes Thalesovu kruznicu?

Z: Ved dotycnica musi byt kolmd na tsecku spdjajicu stred danej kruznice a dotykovy bod.
Dotykovy bod T je vrcholom pravého uhla.

U: Vidim, Ze toto ti nerobi problém. Zopakujem vsak v struc¢nosti zakladné myslienky kon-
Strukcie vonkajsich doty¢nic. KedZe dané kruznice st rovnolahlé, prechadzaji ich spolo¢né
dotycnice cez ich stredy rovnolahlosti. Tie uré¢ime na zéklade dvoch navzajom rovnobez-
nych polomerov v danych dvoch kruzniciach. Dotykovy bod spolo¢nej dotycnice zostrojime
ako priesecnik jednej z danych kruznic a Thalesovej kruznice. Jej priemerom je tisecka ur-
¢end stredom rovnolahlosti a stredom uvazovanej kruZnice.

1.

Sl B N A i

kl,kg; ]Cl (Sl; 3,5 Cm),kg (Sg; 1,5 Cl’l’l)7 ‘8152 =5 cm
Ai; Ay € by
—
AQ; A2 - ]{32, SQAQ H SlAl A A2 - 5152A1
S; S € 5152 N A1A2

kr; kr (Sz + S5 ‘SQSO

2
To; Ty € ke N kp
—
t; t = STy
t/; L S159, k1 N ky € t/

Z: Skisim narysovat. Je to dost pracné a obsahuje vela ciar. Ale difam, Ze vysledok mdm

spravny.
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U: Za rysovanie v tejto tlohe fa moZem iba pochvalit. Na obrazku vidis, Ze tloha ma tri
riesenia.




