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Konstrukcia trojuholnika s vyuzitim mnozin vsetkych
bodov danej vlastnosti
RNDr. Marian Macko

Z: Asi dnes budeme rysovat, vSak? Prizndm sa, Ze tuto cast geometrie nemdm velmi rdd.
Mdvam dost neihladne narysované obrdzky.

U: V dlohéch, ktorymi sa budeme zaoberat, nebude rysovanie to najpodstatnejsie. Ovela
dolezitejsie bude najst sposob, ako trojuholnik na zaklade zadanych prvkov narysovat.
K tomu sa vSak dostaneme postupne. Verim, zZe s konstrukénymi tlohami si sa uz urcite
stretol. Vie$ popisat ich zakladné fazy?

N«

: Myslite na rozbor, zdpis konstrukcie, skusku a diskusiu?

U: Vidim, Ze si si spomenul. Ja len upresnim, ze skusku oznacujeme aj za dokaz spravnosti
konstrukcie.

. Este som zabudol na vlastni konstrukciu.

cC N

: Zapis konstrukcie a jej prevedenie zvykneme spojit do jednej fazy. Tato fazu nazyvame
konstrukcia. V ¢om spociva rozbor konstrukénej tlohy?

Z: Urobim si nacrt a to tak, Ze sa rozhodnem, ktoru stranu trojuholnika narysujem ako prvi.
Potom hladam nejaké podmienky pre treti vrchol trojuholnika. On je totiZ nezndmy.

U: Kons$trukciu nemusime vzdy zacinat stranou trojuholnika. Zavisi to od zadania tlohy.
A nacrt v rozbore nemas robit tak, ako keby si uz rysoval. To by sa ti mohlo stat, Ze
trojuholnik ani nenacrtnes. Vychodiskom rozboru je predpoklad, ze tloha m4 aspor jedno
rieSenie.

Z: Mdm si nacrtnut trojuholnik, ako keby som ho uZ mal narysovany?

c

: Presne tak. Kolko trojuholnikov tillohe vyhovuje, to je tiez v rozbore nepodstatné. Nacrtnes
si jeden trojuholnik a vyznaci$§ v nom zadané prvky. Dobry nacrt je potom orientacnou
pomodckou na skiimanie vztahu medzi zndmymi a nezndmymi prvkami trojuholnika.

Mozu byt nezndmymi dva vrcholy trojuholnika?

c N

: Preco nie.

Mohli by sme to vyskisat na konkrétnej ilohe?

cC N

: Mame zostrojit trojuholnik ABC, ak je dani faznica CC, dizky 6 cm, vijska v, =
=4 cm a diZka strany a.

N(

Dobre. Zacénem ndcrtom. Ten trojuholnik by asi nemal byt rovnostranny?

c

: Ak sa v tlohe nehovori o nejakom Specidlnom pripade trojuholnika, tak vzdy nacrtni
vSeobecny trojuholnik.
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N«

A Co Cl B

: V trojuholniku som vyznacil zadané usecky. Nepomylili ste sa? Iba vrchol A je

Ved usecku BC' pozndm.

: Vidim, Ze sa k textu tlohy musime vratit eSte raz. Zo zadania tilohy pozname iba polohu

taznice C'Cy. Zvy$né usecky, a teda aj BC, su dané iba svojou velkostou, nie umiestne-
nim. Téato konstrukénd tloha preto patri medzi tzv. polohové tlohy. Je v nej uréené
umiestnenie, poloha taznice CC;.

. CiZe tiito tisecku CCy si musim umiestnit a hladat vrcholy A a B trojuholnika. Nendjdeme

najskor bod Cy, ktory je pitou vysky na stranu c?

: Ides na to spravne. Ako by si ho zostrojil? Skoér ako mi odpovies, zhrniem nami sformulované

zévery. Zndamymi bodmi trojuholnika st body C a C,, pricom pozname dlzku tejto
usecky. Hladangmi bodmi trojuholnika st body Cy, A, B. Teraz uz mas slovo ty.

N«

: Bod Cy patri kruznici k so stredom v bode C' a polomerom v. = 4 cm. To preto, lebo

usecka CCy je zadand.

: Mas pravdu. Vyuzil si tak jednu z mnozin bodov danej vlastnosti. Ak neznamy bod

mé od zadaného bodu konstantni vzdialenost, tak patri kruznici, ktorej stredom
je dany bod. Polomer kruznice udéava zadand vzdialenost tychto bodov. Bod Cj vSak nie
je touto kruznicou urceny jednodnoznacne. Ktort druhu vlastnost tohto bodu vyuzijes?

: Neviem, ako vyuZit, Ze bod Cy je vrcholom pravého uhla. Kde mdm zostrojit kolmicu?

: Bohuzial, Ziadna kolmica to nebude. Mnozinou vsetkych bodov X v rovine, pre ktoré

je uwhol CXC, pravy, je Thalesova kruznica. Oznac¢ime ju k.

. Jasné! Neviem, ako som na to mohol zabudnit. Taznica CCy trojuholnika je jej prieme-

rom. Stred S taZnice je teda stredom Thalesovej kruznice a jej polomer je polovicou
taznice, teda 3 centimetre.
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U: Pripomeniem, ze body C' a C; nepatria Thalesovej kruznici. Na zaklade dvoch podmienok
sme nasli dve mnoziny bodov. Udéavaji polohu hladaného bodu Cjy. Ako ho uré¢ime?

Z: Zrejme ako prienik tychto dvoch kruznic. Ale to moZe byt aj viac riesent.

U: Zatial sa tymto netrap. V rozbore mame iba ukazat, ako takyto trojuholnik zostrojime.
Zatial sme teda popisali sposob konstrukcie bodu Cy. Forméalny symbolicky zapis pod-
mienok pre bod C, si mdzes pozriet v tabulke.

1. |CCyl =ve=4cm = Cy € k(C; 4 cm)
2. ‘<)100001| =90° = () € ]{FT(S; 3 Cm)
Coc kNkr

U: Zapisat podmienky pre neznamy bod B trojuholnika uz nebude az taky problém.
Vieme, ze bod B lezi na priamke C;Cy. Polohu bodu B urcuje zaroven usecka C'B.

Z: Aj tu vyuzijeme kruznicu. Tak, ako v predchddzajicom pripade. KruZnica k' bude mat stred
v bode C a dlzka strany a bude jej polomerom. CiZe bod B zostrojime ako priesecnik
priamky C1Cy a kruznice k'.

C

Ve tc a k,/
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U: Na zostrojenie bodu A vyuZzijeme skutoc¢nost, Ze bod C; je stredom usecky AB.

Z: To uz nemusite zdovodnovat. Ved body B a Cy uZ pozndme. Od bodu C, prenesiem ich
vzdialenost na opacni polpriamku a mdm bod A.

U: Mozno sa ti nezda, ale to ¢o sme urobili doteraz, je jedna z najdolezitejsich faz konstrukcne;j
tlohy. Urobif teraz zapis konstrukcie znamend matematicky sformalizovat postupnost
doterajsich nasich ivah v rozbore. Sleduj zapis v ramceku. V 6smich bodoch vyjadruje
postupnost krokov konstrukcie od zadanej taznice C'Cy, cez néjdenie neznamych bodov
Co, B a A, az po samotny trojuholnik ABC'. Takyto zapis vSak mdzes urobit aj slovne.

1. 001; |001‘ = tc =6 cm
2. k; k(C; 4 cm)
kr; kr(S; 3cm; S=C + 4
Co; Co € kENky
K E'(C; a)
<
B; B e CyCiN k'
A, Ci=A+B
AABC

N Ul W

N«

: Dobre, porozumel som. Ale, ako narysujem samotny trojuholnik, ked ste nezadali diZku
usecky BC'?

U: Je to tzv. parametricka uloha. Nutnou stucastou jej rieSenia je preto diskusia. Spociva

v stanoveni podmienok riesitelnosti a poctu riesent v zavislosti na ulohy.

To je asi tak, ako keby si ty rysoval pre nejakii tebou zvolent dlzku tisecky BC' a tvoj spo-

luziak by zvolil int ¢iselntt hodnotu. Nemali by ste rovnaky vysledny obrazok. Jeden z vas

by dokonca nemusel ziskat Ziadny trojuholnik. V tilohdch s parametrom preto nerysujeme.

Z: Povedal som sice, Ze nerdd rysujem, ale teraz vidim, Ze aj bez rysovania to bude tazké.

U: Ak si spravne pochopil rozbor, tak by sa to nemalo staf. Staci prejst jednotlivé kroky
konstrukcie v takom poradi, ako st uvedené v zapise konstrukcie a skimat, kedy a ku
kolkym réznym vysledkom tieto diel¢ie konstrukéné kroky vedd. V naSej tilohe musime
najskor zostrojit bod Cj. Ten moze, ale nemusi existovat. Od ¢oho to zavisi?

Z: Zacinam chdpat. Zdvisi to od dlZok taznice t. a visky v., lebo urcuji polomery kruznic k
a kr. Prientkom tychto kruznic vznikne bod Cjy.

U: Di7ka taznice a visky je vSak znama. Kolko spolo¢njch bodov maji tieto dve neststredné
kruznice?

Z: Pretni sa v dvoch bodoch. Staci sa pozriet ma obrdzok v rozbore. Priemer Thalesovej
kruznice je 6 centimetrov. To znamend, Ze bod Cy bude od bodu C' vzdialeny mazimdlne
6 centimetrov. Kedze bod Cy md patrit aj kruZnici k so stredom v bode C a polomerom
4 centimetre, tak tdto kruinica k musi pretnit Thalesovu kruZnicu v dvoch bodoch. Td
vzdialenost je teraz kratsia.
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U: To znamend, Ze podla 4. kroku konstrukcie pre bod C; dostavame dve rieSenia. Pocet
rieSeni uz mozu ovplyvnit iba konstrukcie bodov B a A. Bod B zostrojime ako priesecnik
priamky C;Cy s kruznicou k', ktord ma stred v bode C.

Z: S priamkou sa nedd hybat. Td bude jednoznacne uréend bodmi, ktoré sme zostrojili pred
bodom B. Vsetko bude zdvisiet od polomeru a kruznice k'. Kruznica by sa mala dotykat
priamky, ak by strana a splynula s vyskou na stranu c. Teda pre a = 4 cm dostanem jeden
bod B.

U: Ak by platila podmienka a < v., tak kruznica k" priamku CyC nepretne. Nedostaneme
Ziaden bod B, aj napriek tomu zZe bod Cy existoval. Dva réozne body B vzniknu, ak
bude splnena podmienka a > v..

B/

Z: Teda pre bod B mdme Ziadne, jedno alebo dve riesenia. Taky isty méze byt aj celkovy pocet
trojuholnikov, ktoré narysujeme?

U: V podstate mas pravdu. Ale iba za predpokladu, Ze bod A, ktory nam zostava zostrojit,
bude jednoznacny.
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Z: Tak to by malo platit. Pre kazdi dvojicu bodov Cy a B existuje jeding bod A taky, Ze Cy
je stredom usecky AB.

U: Vratim sa eSte k podmienkam pre zostrojenie bodu B. MdZe nastat eSte jedna zaujimava
situacia. V pripade, Ze plati a = {. = 6 c¢m, kruznica ma s priamkou sice dva spolo¢né
body, ale jednym z nich je bod Cy. Ten nemoze byt zaroven aj bodom B. Vtedy dostaneme
pre bod B jediné riesenie.

C

]’C/

B Co C,=DB

U: V nasledujtcej prehladovej tabulke mas zhrnuti celt diskusiu o pocte rieSeni vzhladom na
a.

1.ac {4 6} = 2A
2. ac(0;4) = 0A
3. a€(46)U(6;00) = 4A

Z: Urobili sme sice diskusiu, ale nemali sme este predtym urobit skusSku spravnosti kon-
strukcie? Co ked podla ndsho postupu nenarysujeme spravny trojuholnik?

U: Ziadnu chybu sme neurobili. MdZe$ mi verit, Ze naSa konstrukcia je spravna. Ved sa o tom
teraz presvedc¢ime.

Z: Ako? Ved sme nerysovali. Na zdkladnej skole sme v narysovanom trojuholniku odmerali to,
¢o bolo zadané. Namerané a zadané hodnoty sme porovnali.

U: Aha! Je to jedna z moznosti. V dokaze spravnosti konstrukcie mame vsak overit, ¢i
nutné podmienky z rozboru su aj postacujuce pre konstrukciu trojuholnika. Dokaz je
skor zdovodnovanim, nez meranim.

Z: Co to znamend?

U: V nasom pripade ide o zdovodnenie, ze kazdy trojuholnik, ktory zostrojime podla uve-
deného postupu konstrukcie, ma faznicu CC,; dlzky 6 centimetrov, vysku v, velkosti 4
centimetre a stranu BC' dlzky a.




Ma-Ko-01-T| | List 7

Z: To, Ze taznica na stranu c md dizku 6 centimetrov vypljva predsa z prvého kroku konstruk-
cle.

U: M&s pravdu. Podobne zdovodnime aj zvysné tsecky. Podla kroku 4. konstrukcie sme pétu
Co vysky v. na stranu c zostrojili ako prienik kruznice k£ a Thalesovej kruznice. 7 vlast-
nosti Thalesovej kruznice vyplyva, ze tusecka C'Cy je kolmicou na stranu c. Podla kroku
2. konstrukcie mé vyska aj pozadovanu velkost 4 centimetre. Skratene povedané, z krokov
4., 3. a 2. vyplyva, ze vyska ma pozadovani vlastnost.

N«

. Zostdva zdovodnit stranu a. To, Ze tisecka BC md dizku a vyplyva z krokov 5. a 6. kon-
Strukcie. Teda trojuholnik ABC' narysujeme podla zadangch hodndt ulohy.

U: Vratim sa spif k zadaniu tlohy, ktortt sme vyriesili. Mali sme zostrojit trojuholnik
ABC, ak bola dana faznica CC; dlzky 6 cm, v§ska v, = 4 cm a dizka strany a. Ulohu
sme oznadili ako polohov. Bola dané nielen dizka faznice na stranu ¢, ale aj jej poloha,
umiestnenie v usecke CCy. Ulohu viak mozeme zmenit na nepolohovt.

Z: Mozem sformulovat ja? Uloha by znela: Zostrojte trojuholnik ABC, ak si dané t, =
=6 cm, v, = 4 cm a dlzka strany a.

U: Spravne! Zadal si iba tvar geometrického titvaru a velkosti jeho niektorych prvkov. Umiest-
nenim niektorého z danych prvkov konstruovaného trojuholnika zmenime nepolohov
ulohu na polohowi.

Z: To znamend, Ze moZem zacat viyskou?

U: Presne tak. Znamymi bodmsi budi teraz body C a Cy. Hladangymi bodmi body st
body C}, B a A. Pozri na obrazok.

C

: Konstrukcia bude jednoduchsia.

C N

: Preco si to myslis?

N«

: Vsetky body, ktoré hladdme, musia leZat na priamke p kolmej na vysku CCy. Tdto
priamka prechddza bodom Cy. Bod Cy uréime pomocou kruznice ki(C, 6 cm), lebo |CCy| =
= t.. Na urcenie bodu B vyuZijem kruznicu k' z predchddzajiceho riesenia.

U: Podmienky na uréenie bodu B a bodu A zostant rovnaké, ako ked sme riegili ilohu ako
polohov. Pozri si preto iba zapis konstrukcie, ktory je uvedeny v nasledujicom ramceku.
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1. CCy; |CCh| =v. =4 cm
2. kl; kl(C; 6 cm)
3.p;pLCCy Cy€ep
4. Cl; 4 Eklﬂp
5. k5 K'(C; a)
>
6. B; B € C()Clﬂk/
7 A Ci=A+B
8. AABC

U: Vies v ¢om je eSte rozdiel medzi polohovou a nepolohovou tlohou?

Z: To vobec netusim. V pocte rieseni?

U: Pri nepolohovej ulohe sa zhodné trojuholniky, ktoré zostrojime, nepovazuju za roézne
rieSenia. Poc¢tom rieSent pri nepolohovej ulohe rozumieme pocet nezhodnych tro-
juholnikow, ktoré pri rieSeni ziskame.

Z: Mdam to teda chdpaf tak, Ze ak pri polohovej tlohe dostanem napriklad $tyri zhodné
trojuholniky, tak dloha md styri riesenia?

U: Ano. Pochopil si podstatu rozdielu. Pozrime sa eSte na jednu sitaciu, s ktorou sa pri
zadanych konstrukénych tlohéch stretdvame pomerne ¢asto. Trojuholnik moze byt zadangy
napriklad stranou c a vgskou v. na tato stranu. Treti zadany prvok trojuholnika je teraz
nepodstatny. Za zname by si povazoval body A a B, ktoré urcuju stranu c. Ako by si vyuzil

vysku na zostrojenie bodu C?
C C//
i b1
Ve
Ve
Ia Ia Y
A \\ \L C Ll B
Ve
Ve
C’ o i D2

Z: Vyska trojuholnika vyjadruje, Ze bod C md od strany AB vzdialenost rovni velkosti vijsky.
Preto zostrojim dve priamky rovnobezné so stranou AB vo vzdialenosti visky.

U: Zvladol si to s prehladom. Popisal si dalsiu z dolezitych mnozin bodov danej vlastnosti.
MnozZinou vsetkych bodov v rovine, ktoré maja od danej priamky p zadantd
vzdialenost v, je dvojica priamok p;, p, rovnobezZnjch s danou priamkou. Ich
vzdialenost od zadanej priamky p je uréend kladnym redlnym &islom .
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Priklad 1: Zostrojte trojuholnik ABC', ak je dané a =5 cm, v, =7 cm a v, = 4 cm.

Z: Konstrukcéni dlohu zacnem rozborom. Urobim ndcrt trojuholnika ABC' a farebne vyzna-
¢im zadané€ usecky. Symbolmi Ay a By oznacim zdroven pdty vysok na strany a a b.

U: Uloha patri medzi nepolohové. St dané iba velkosti zadanych useciek, nie je viak dané ich
umiestnenie. Preto konstrukciu mozes zacat ktoroukolvek z farebne vyznacenych tseciek.
Samozrejme iba za predpokladu, Ze popiSes, ako zostrojit zvys$né nezndme body trojuhol-
nika.

Z: To chcete povedat, Ze nemusim zacat stranou BC'?
U

: Presne tak. Ak za¢ne$ vyskou na stranu b, uvidis, ze konstrukcia bude jednoduchsia.

N«

: Dobre teda. V trojuholniku ABC budem body B a By povaZovat za zname. Hladanymi
bodmi budi vrcholy A a C' trojuholnika.

U: Ktory z neznamych bodov najdes ako prvy?

Z: Ked sa tak pozerdm na obrdzok, tak na urcenie bodu A zatial nemdm co vyuzit. Z toho mi
vychddza, Ze najskor napisem podmienky pre bod C'.

U: Rozmyslas spravnym smerom.

Z: Pockajte ... No jasné! Ved to je trividlne. V bode By zostrojim kolmicu a od bodu B
nanesiem vzdialenost 5 centimetrov.

U: V podstate som ti porozumel, ale radsej tvoje tivahy spresnim. To, ze v bode By zostrojis
priamku p kolmid na usecku BB, vyplyva z toho, ze uhol C'ByB je pravy. Bod By je
pitou vysky na stranu b. Co znamen4, 7e od bodu B nanesie§ vzdialenost 5 centimetrov?

Z: Podla zadania md tisecka BC dizku 5 centimetrov a bod B uZ mdm. Viem, Ze body, ktorijch
vzdialenost od bodu B je rovnd piatim centimetrom, vytvdraji kruZnicu s tymto polomerom.
Stredom tejto kruznice je bod B. Na tejto kruznici k je aj bod C. Preto ho zostrojim ako
prienik priamky p a kruznice k.
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U: Uréme eSte podmienky pre bod A. Jedna z podmienok by mala byt trividlna.

Z: Mdte pravdu. Bod A patri priamke p. To preto, lebo vsetky tri body C, By a A leZia na
jednej priamke.

U: K urceniu druhej mnoziny vyuzijes vysku na stranu a.

Z: Vyska je kolmica na stranu. Ved to sme uZ raz v rieseni dlohy vyuZili. Ale, kde ti kolmicu
mam zostrojit? Nemdm ani vrchol A, ani pitu Ay viysky.

U: V3ska nie je iba kolmica, ale aj vzdialenost. V naSom pripade vyjadruje, Ze bod A je
od priamky BC' vzdialeny 7 centimetrov. Teda

—
v, = |A, BC| =7 cm.

Z: Tak potom zostrojim dve priamky rovnobezné s priamkou BC' vo vzdialenosti 7 centimetrov.
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U: Ak tieto priamky oznacime symbolmi ¢; a g2, tak bod A dostaneme ako priesecnik tychto
priamok s priamkou p. V nasledujicej tabulke st eSte raz uvedené vsetky podmienky
pre hladané body C a A.

C
1.BBy LAC = Cep: pL BBy A By€p
2. |BC|=5cm = C€k(B; 5cm)
Cepnk

A
“—
1. Be AC = Aep
<
2.|A; BC|=v,=7cm = Ac€q: q||p AN |¢; pl]=7cm
Aepng
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U: Zapisat postup konstrukcie by pre teba nemal byt problém.

Z: Cely rozbor vlastne zhrniem v jednotliviych krokoch konstrukcie. Zacnem vyskou v, na
stranu b, c¢o je usecka BBy. Potom pomocou priamky p a kruZnice k urcim vrchol C
trojuholnika. Akymi utvarmi su priamka p a kruzZnica k sme popisali v rozbore. Nakoniec
zostrojim bod A ako priesecnik priamky p a priamky q. Teda mdm trojuholnik ABC'.

U: Najskor vsak musime body A a B spojit tseckou. Tato konstrukcia je taka trividlna, ze ju
v zapise neuvadzame. Je schovana vo formulécii: zostrojime trojuholnik ABC'. Cely zapis
konstrukcie si mozes prezrief v nasledujtcej tabulke.

.BBO; ‘BB()|:4CII1

.p; pL BBy N By€p

. k; k(B; 5 cm)

.Cy Cepnk

q: qllp A lg; pl=T7cm
A Aepnyg

. AABC

—_

NSNS NSO IURINC

U: Podla tlohy st dizky vSetkjch zadanjch tseciek znadme, preto je nutnou stcastou riesenia
ulohy aj rysovanie. Spolu so zapisom konstrukcie patri k druhej faze konstrukénej tilohy.
Vysledok konstrukcie je na nasledujicom obrazku. Obrazok komentuj.
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0
A/
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Z: Kruznica k so stredom v bode B pretne priamku p v dvoch bodoch, C a C'. So stranou BC
st zostrojené dve rovnobezky qi1 a qo, ktoré pretni priamku p v bodoch Ay a As. Mdme tak
dva trojuholniky: trojuholnik A1 BC' a trojuholnik As BC'. Podobny vysledok vidim od strany
BC'". Priamky aj priesecniky si oznacené ciarkami. Ziskame tak dalsie dva trojuholniky.
Uloha md $tyri riesenia.

U: V nepolohovej tlohe sa za riesenia povazuju iba nezhodné trojuholniky. Trojuhol-
niky A3 BC a A} BC st zhodné. Obrazok je podla priamky BB.

Z: Aha! Aj trojuholniky Ay BC a AYBC' st zhodné. Uloha md preto dve rieSenia.

U: Podme sa eSte presvedcit, ¢i kazdy z trojuholnikov, ktory sme narysovali mé vlastnosti
podla zadania tlohy.

Z: Vyska na stranu b urcite. Narysovali sme ju v prvom kroku konstrukcie ako usecku BBy
dlZky 4 centimetrov.

U: Odkial vyplyva, ze strana BC mé dizku 5 centimetrov?
Z: Zabezpecili sme to v krokoch 2., 3. a 4. konstrukcie.

U: Piaty a Siesty krok konstrukcie zdévodiiuji, ze viska na stranu ¢ mé pozadovant dizku
7 centimetrov. Za aktivitu pri rieSeni tlohy si zasltzis pochvalu.
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Priklad 2: Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dané o = 30°, c=4 cm a a+ b= 10,5 cm.

Z:

cC N c

N«

Konstrukéni ulohu zacnem rozborom. Urobim ndacrt trojuholnika ABC' a farebne vyzna-
¢im zadané iusecky a uhol «. Vlastne, ani neviem ako mdm na obrdzku vyznacit zadaniy
sucet dlzZok useciek a a b.

: Zadany sacet vyjadruje dlzku nejakej tretej tisecky, ktort zatial v trojuholniku nemas.

Strany a a b musis dostat do jednej linie. Vtedy bude$ mat sicet.

. Aha! Stranu a prenesiem od bodu C na priamku uréent stranou b. Ziskam bod D. Usecka

AD md dizku 10,5 cm.

: Teraz je uz obrazok vystizny. Uloha patri medzi nepolohové. St dané iba velkosti zada-

nych prvkov, nie je vSak dané ich umiestnenie. Preto konstrukciu mézes zacat ktoroukolvek
z farebne vyznacenych tseciek alebo uhlom. Samozrejme iba za predpokladu, ze popises,
ako zostrojit zvy$né nezndme body trojuholnika.

: Zacal by som useckou AB. Potom by som zostrojil uhol o a bod D. Ako sa vSak dopracujem

k bodu C, tak to netusim. Potreboval by som usecku a alebo usecku b.

: Trochu spomal tempo. Ujasnime si eSte raz, ktoré body budeme povazovat za zname

a ktoré za hladané body.

: Body A a B budu zndme. Potrebujeme ndjst body D a C.

: Predpokladéam, Ze vie§ vyjadrit podmienky pre zostrojenie bodu D.

: Bod D patri polpriamke R, ktord je druhgm ramenom uhla <BAX wvelkosti 30 stupriov.

Este viem, Ze dlZka dsecky AD je 10,5 cm. Preto bod D patri aj krusnici k so stredom
v_bs)de A a polomerom a+b. To znamend, Ze bod D ziskam ako priesecnik polpriamky
AX a kruZnice k.

: S podmienkami pre bod C' ti teda trochu pomdzem. Je jasné, ze bod C patri tsecke

AD. Pozri sa eSte raz na nacrt trojuholnika. Bod D sme zostrojili tak, ze sme usecku a
premiestnili na tsecku C'D. Vznikol tak zaujimavy trojuholnik.
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Z: Nad tym som uz wvaZoval. Trojuholnik BCD je rovnoramenny so zdkladriiou BD, lebo
|BC| = |CD| = a. Ako mi to pomdze?

U: Rovnoramenny trojuholnik je vzdy . Vie$ urcit podla ktorej priamky?

Z: Jasne! Osou sumernosti rovnoramenného trojuholnika BDC' je os o jeho zdkladne BD. Os
prechddza aj hlavnym vrcholom C' rovnoramenného trojuholnika. Preto zostrojim os tusecky
BD. Bod C dostanem ako priesecnik osi o a usecky AD.

U: Symbolicky zéapis podmienok pre hladané body D a C je uvedeny v nasledujicom ramceku.

1. [<BAD|=a =30° = D € AX, |<BAX|=a

2. |AD|=a+b=105cm = D € k(A; 10,5 cm)
DeAXn k

1.C e AD

2. |BC|=|CD|=a = C€o, o=o0pp
CeonAD

U: Zapisat postup konstrukcie by pre teba nemal byt problém.

Z: Cely rozbor vlastne zhrniem v jednotlivijch krokoch konstrukcie. Zacnem stranou AB. Po-
tom pomocou uhla BAX welkosti 30 stuprnov a kruznice k urcim bod D. KruZnica md
polomer rovny zadanému suctu a + b a bod A je jej stredom. Nakoniec zostrojim bod C
ako priesecnik usecky AD a osi usecky BD. Teda mdm trojuholnik ABC'.

U: Najskor vsak musime body C' a B spojit tseckou. Tato konstrukcia je také trividlna, Ze ju
v zapise neuvadzame. Je schované vo formulécii: zostrojime trojuholnik ABC'. Cely zapis
kons$trukcie si mozes prezriet v nasledujicom ramdceku.

1. AB; |AB| =4 cm
2. <BAX; |[<BAX]| = 30°
3. k; k(A; 10,5 cm)
—
4. D; D e AX N k
9. 0; 0=0pBp
6
7.

.C, CeonAD
AABC

U: PodTla tlohy st dizky vsetkych zadangch tsediek a uhol o zndme, preto je nutnou sucastou
rieSenia tlohy aj rysovanie. Spolu so zapisom konstrukcie patri k druhej faze konstrukéne;j
ulohy. Vysledok konstrukcie je na nasledujicom obrazku. Obrazok komentuj.
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A ¢ B

Z: Kruznica k so stredom v bode A pretne polpriamku AX v jednom bode D. Aj priesecnik
osi usecky BD so stranou AD bude jediny. RieSenim ulohy je jediny trojuholnik ABC.

U: Kedze vychodiskom kons$trukcie je tiseka AB, mali sme uhol « narysovat aj v opacnej
polrovine urc¢enej hrani¢nou priamkou AB. Celé riesenie v tejto polrovine by bolo s na-
sim trojuholnikom podla tejto hrani¢nej priamky. Ziskali by sme dva zhodné
trojuholniky. Ale za rdézne rieSenia nepolohovej ulohy sa povazuji iba nezhodné tro-
juholniky. Preto mas pravdu. Uloha mé iba jedno riesenie.

Z: Nemali by sme zdovodnit sprdvnost rysovania?

U: Nechévam to na tvoju samostatni pracu. Musi$ zddvodnif platnost
k tym, ktoré sme uviedli v rozbore ako podmienky pre hladané body.

Z: VyuZijem k tomu aj zapis konstrukcie.
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P
y4

U

U

U

U

riklad 3: Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dané a, 5 a obvod trojuholnika a + b+ c.

: Konstrukcnia ilohu zacnem rozborom. Urobim ndcrt trojuholnika ABC' a farebne vyzna-
¢im zadané uhly o« a 3. Ako mdm vyznacit obvod? Mdm vyznacit kaZdi stranu trojuholnika?

: Dlzky stran predsa nepoznas. Nemozes ich teda vyznacif farebne. Ak das vhodnym spo-

sobom vsetky strany trojuholnika do jednej linie, tak ziskas tsecku, dlzka ktorej bude
rovnaka ako zadany obvod.

: Asi sa nevyjadrim celkom presne. Z toho, c¢o ste povedali, mi vychddza, Ze dve strany madm
narovnat k tretej strane trojuholnika. Je jedno ku ktorej?
: Nie. KedZe st zadané dva vnatorné uhly, tak trojuholnik narovnaj k strane c.

a Y

: No dobre. Dostali sme body X a'Y, ktorijch vzdialenost je a+b+c. Co s nimi? Ved nemdme
body A a B, tak nezostrojime ani bod C.

: Mylis sa. Najskor zostrojime bod C' a potom najdeme aj zvysné vrcholy trojuholnika.

: Chcete povedat, Ze znamymi bodmi budi body X a 'Y a vsetky vrcholy trojuholnika si
nezname ?

: Presne tak. Bod C' zostrojime pomerne Tahko. Pozri sa eSte raz na nacrt. Okrem trojuhol-
nika ABC vznikli este dalSie dva zaujimavé trojuholniky. Ved strany a a b sme prenasali.

: Jasné. Trojuholniky X AC a YCB st rovnoramenné. Ako mi to len pomoze?... Pockajte. ..
Uz to mam. Vyjadrim si uhly pri vrcholoch X a'Y. Uhol X AC je susedny s uhlom o pri
vrchole A. Md teda velkost 180° — . Na uhly pri zdkladni CX preto zvysi velkost . KedZe
st rovnake, tak plati

|<AXC| = %

180°—a 180°— 33

: Situacia pre uhol pri vrchole Y rovnoramenného trojuholnika Y'C'B je analogickéd. Pozri
na obrazok. Preto plati

y

|<<BY C| = 5
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Z: To ale znamend, ze bod C ziskam ako prieseénik polpriamok XX' a YY".

U: Rovnoramennost trojuholnika X AC so zékladiiou X C' ti pomdzZe urcit aj jeho vrchol A.

Z: Samozrejme, sim som na to myslel. Hlavny vrchol rovnoramenného trojuholnika lezi
predsa na osi zakladne. Vrchol A preto zostrojim ako priesecnik usecky XY a osi oxc
usecky X C'. Este stastie, Ze rovnaki fintu vyuZijem aj pri konstrukcii bodu B. Teraz vSak
vyuzijem os oyc usecky Y C.

U: Podmienky pre vsetky hladané body su zapisané symbolicky v nasledujicom ramceku.

a P (87
L <Y XC)| :g = Ce XX, |[<Y XX :ﬂE
2 [9XYC| =5 = CeVV, [aXYY| =4

_ =
CeXX' NnYY’

Ae XY Noxe

B e XY Noye

U: Zapisat postup konstrukcie by pre teba nemal byt problém.

Z: Cely rozbor vlastne zhrniem v jednotlivych krokoch konstrukcie. Zacnem useckou XY , ktorej
velkost je a + b + c¢. Potom pomocou uhlov Y X X' a XYY’ zostrojim bod C. Os tusecky
XC pretne usecku XY v bode A a priesecnikom osi usecky Y C' a usecky XY je bod B.
Madm trojuholnik ABC..

U: Najskor vSak musime zostrojit usecky AC a BC'. Tieto konstrukcie st vSak také trividlne,

ze ich v zapise neuvadzame. St schované vo formulécii: zostrojime trojuholnik ABC'. Cely

zapis konstrukcie si mozes prezriet v nasledujicej tabulke.
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1. XY; |[XY|=a+b+ec
Y XX <Y XX'| =

N

<XYY'; |[aXYY'| =

_— —
C. Ce XX NYY
A; Ae XY Noxe
B; Be XY Noyc
AABC

1\9|Q[\3|Q

No ok W

Z: Nebudeme rysovat?

U: Nie. Této uloha je parametricka. Hodnoty zadanych prvkov trojuholnika nie st zname.
Uhly «, § a obvod trojuholnika a+ b+ c st ulohy. Od ich hodnot zavisi pocet
rieSeni tlohy. Mas predstavu ako?

Z: Podla mmnia sa vidy da narysovat jeden trojuholnik ABC'. Jedine, ak budete zlomyselny
a zaddte také uhly o a 3, Ze ich sucet je vicsi ako 180 stupriov.

U: V podstate mas pravdu. Trojuholnik XY C vlastne zostrojime podla vety (usw). Vzniknt
dva zhodné trojuholniky, ktoré nepovazujeme za rozne rieSenia. Najst body A a B uvede-
nym spoésobom je uz jednoznacna zalezitost. Uloha ma skutoéne jediné riesenie.
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Priklad 4: Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dané |BC| =4 cm, t, = 6,3 cm a t, = 6 cm.

U: Pozri sa na nacrt trojuholnika. St v niom farebne vyznacené zadané tisecky. Stredy stran,
ktoré urcuju faznice na strany a a b, sme oznacili symbolmi A; a B;. Dolezity je eSte jeden
bod trojuholnika ABC'. Vies ktory?

A B

Z: Taznice trojuholnika sa pretni v tazisku T trojuholnika. To by mi mohlo poméct ...
Uz to mdam. Najskor narysujem trojuholnik BA,T. Pozndm vsetky jeho strany. Usecka
BA; je polovicou strany a a na urcenie dizok ostatnijch tuseciek vyuZijem vlastnost taZiska
trojuholnika. TaZisko rozdeluje taznicu na dve casti v pomere 2 : 1. Dva diely prislichaji
tej casti, ktord je urcend vrcholom trojuholnika. Preto plati:

|BA;| =2 cm |TA;| =2,1 cm |TB| =4 cm.

U: Konstrukciu trojuholnika BA;T podla vety (sss) si zdévodnil excelentne. Tato konstrukcia
patri medzi zakladné, preto ju uvedieme v zapise v jednom kroku. Ako vsak zostrojis body
C a A trojuholnika?

Z: Aj toto bude trividlne. Bod Ay je predsa stredom tusecky BC. Preto prenesiem vzdialenost
A1 B na opacni stranu a mam bod C'.
U: Trochu to upresnim. Bod C' vyhovuje dvom podmienkam. Patri polpriamke opacnej

—
k polpriamke A; B a kruznici k so stredom v bode A; a polomerom 2 centimetre.

Z: Bod C je teda priesec¢nikom tychto dvoch utvarov. S tou polpriamkou opacnou k pol-
priamke A1 B ste to vyriesili prefikane. Vyhli ste sa moznosti, Ze kruznica by pretla priamku
A1 B aj bode B. Tento bod nemoze byt aj bodom C.

U: Verim, ze takto precizne vyjadris podmienky pre bod A.
Z: V pohode. Bude to analogické. Bod A ziskam ako priesecnik polpriamky opacnej k pol-

priamke T Ay a kruznice k' so stredom v bode T'. Polomer kruznice md dlzku dvoch tretin
taznice t,, teda 4,2 centimetra. Musim uznat, Ze sa mi tato uloha pdci. Nie je velmi nd-
rocnd.
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U: Ani iné dlohy nie st ndro¢né, pokial vie$ prist na fintu ich rieSenia. Nie sme ale na konci
rieSenia. zatial sme slovne popisali rozbor wlohy. Urobime to teraz zapisom pomocou
matematickych symbolov. VSetko sme uz povedali. Staci, ak sa pozries do nasledujicej
tabulky.

ABAT, |BA1| =2 cm, |[TA)| =2,1cm, |TB|=4cm

—
1.Ce AB*
2. |/41Cl =2cm = C € k(Ay; 2 cm)
Ce AiB*N k
—
1. Ae TA*

2. TA|=42cm = Ack/(T; 42 cm)
—
Ae TA*N k'

U: Postup konstrukcie budes schopny zapisat aj sam.

Z: Samozrejme. Ved vsetko je jasné. V podstate som to povedal uZ v rozbore konstrukcie.
Jednotlivé kroky konstrukcie su uvedené v tabulke.

1. ABAT, |BA|=2cm, |[TA;|=21cm, [TB| =4 cm
2. k; k(Ap; 2 cm)
—_—
3.C;, Ce AB*N k
4. k's K (T; 4,2 cm)
—
5. A; Ae TA*N K
6.AABC

U: Vysledok konstrukcie mas moznost vidiet na nasledujicom obrazku. Podla 1. kroku kon-
Strukcie sa daju zostrojit dva zhodné trojuholniky. Ten druhy na obrazku nemas, lebo za
rozne rieSenia pri nepolohovej tlohe sa povazuju iba nezhodné trojuholniky. Body
C' a A sa vSak uz daju zostrojit jednoznacne.
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Z: Skusim este zdovodnit, Ze narysovany trojuholnik md poZadované viastnosti podla zadania
dlohy. Z pruvych troch krokov konstrukcie vyplyva, Ze usecka BC md dizku 4 cm. Z 1.,
4. a 5. kroku konstrukcie vyplijva, Ze taZnica na stranu a md dizku 6,3 cm. Dizka usecky
TB je rovnd dvom tretindm taZnice na stranu b a podla 4. a 5. kroku je bod T taZiskom
trojuholnika ABC'. Teda aj taZnica na stranu b md poZadovani dizku 6 centimetrov.

U: Vidim, Ze sa ti tloha péacila. Zvladol si ju excelentne. Zasluzis si pochvalu.
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Priklad 5: Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dand strana c, vyska v. na stranu ¢ a taZnica t.
na stranu c.

Z: Mdm dojem, Ze som sa s takouto ulohou u? stretol. Boli vak dané dizky zadanich iseciek.
U: Ak sa pamitaS na pointu riesenia, tak nam riesenie tlohy pojde urcite rychlejsie. Je
porovnatelné s pripadom, ked si poznal ¢iselné hodnoty. Nasa tiloha je vSak parametricka.
Preto v zévere budeme robit diskusiu o poc¢te rieSeni. Toto bude pre teba nie¢im novym.

N«

. Zdovodnit, ako sa trojuholnik narysuje, urcite nebude pre mna problém. Nacrtnem si ob-
razok a urcite si spomeniem na postup.

A Co C B

Z: V trojuholniku som farebne vyznacil zadané proky. Je jasné, Ze najskor narysujem stranu
AB. Zostdva mi zostrojit vrchol C' trojuholnika. Tento bod urcite leZi na kruznici.

U: Preco? Vies zdovodnit?

Z: Usecka CC je zadanou taznicou. Mdm uf narysovani usecku AB, tak viem zostrojit aj
jej stred C1. Bod C' ma vsak tu vlastnost, Ze jeho vzdialenost od pevného bodu Cy je rovnd
dlzke taznice t.. Takéto body viak leZia na kruznici k(C1; t.). Preto tejto kruznici patri aj
bod C.

U: Tvoje zdovodnenie nemalo chybu. Urcite si vSak uvedomujes, ze bod C' nie je urceny jednou

kruznicou jednoznacne.

Z: Nebojte sa. VyuZijem este zadani visku v, na stranu c. Ved vyska vyjadruje vzdialenost
bodu C' od priamky AB. Vietky body, ktoré maji od priamky AB vzdialenost rovni zadanej
vyske, patria priamke p rovnobeznej s priamkou AB. Vzdialenost tychto priamok je prdave
Ve

Ve te Ve
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N«

Nezabudni, ze takéto priamky su dve.

: Stact narysovat iba jednu. Ved obrdzok by bol podla priamky AB. Uloha

je nepolohova. Za rozne riesenia sa rdtaju iba nezhodné trojuholniky. Viem si pred-
stavit, Ze od druhej priamky by vznikli osovo sumerné trojuholniky s tymi, ktoré dostanem
od jednej priamky. Nebudi to in€ riesenia.

: Prekvapujes ma v pozitivnom smere. Je vidiet, Ze si sa v konstrukénych ilohdch uZ zorien-

toval. Dopovedz teda pointu riesenia ulohy.

: Bod C ziskam ako priesecnik priamky p a kruznice k.

: Velmi pekne si zvladol rozbor konstrukénej tlohy. Vsetko povedané je zhrnuté v nasledu-

jucej tabulke pomocou matematickej symboliky.

1. |001‘ =t. = Ce k(Cl; tc>
>
2.|C;AB| =v. = C¢€ p, p|| AB, |p; AB| = v.

cCe knp

N«

N«

: Z rozboru vyplyva aj postup konstrukcie. Od usecky AB, cez kruznicu k a priamku p

sa dopracujem k bodu C. Spojim body A, B s vrcholom C a mdm trojuholnik ABC.
1. AB; |[AB|=c¢

2. k; k(Ch; 1)

3.p; p || AB, |p; AB| = v,
4. C; C e knp

5. AABC

: Je ti jasné, Ze pocet rieseni tlohy zavisi od v. a t.. Konstrukcia bodu C nezavisi

od dlzky strany c.

. Samozrejme. Bod C ziskam ako prieseénik kruznice k a priamky p, ktoré su charakteri-

zované zadanou vyskou a taZnicou. Ked tak rozmyslam, tak kruznica a priamka moZu mat
dva spolocné body, jeden bod alebo Ziaden.

: Zacni jednym spoloénym bodom. Je to jednoduchsi pripad vzajomnej polohy priamky a

kruznice.

: Jeden spoloény bod? Moment ... Vtedy sa kruznica musi dotykat priamky. Jasné! Polomer

kruznice je rovnaky ako vzdialenost priamok p a AB. Teda, ak t. = v., tak uloha md jedno
rieSenie.

vsak dva zhodné trojuholniky, ktoré nepovazujeme za rdzne rieSenia. Aj pre t. > v, ma
uloha jedno riesenie.

: CiZe v pripade t. < v. nemd tloha riesenie. Priamka a kruinica sa nepretni.

: Spravne. Aj toto si mozes pozriet v nasledujicej tabulke a porovnat s obrazkom.
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i C
p 1T
cy cy
p" i
Ve =t
Ve < te
: 4 A a ‘
A Ci

te=v, = 1 A
te<v. = 0 A
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Priklad 6: Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dand strana AB dlzky 4 centimetre, vijska v, =
=6 cm a uhol v = 30°.

Z: Zacnem nacrtom. Vyznacim si v niom farebne to, co je dané.

U: Ako by si konstrukciu zacal?
Z: Zdd sa mi, Ze budem musiet vyjadrit podmienky pre bod C. Konstrukciu urcite zacnem
stranou AB.

U: M43 pravdu. Uloha je polohovd. Je uréena poloha AB tsecky c dlzky 4 centimetre. To
ale znamen4, ze body A a B povazujeme za zname a vrchol C' trojuholnika za hladany
bod. Vie$ vyjadrit nejakti podmienku pre bod C?

Z: Skisim. Mal by som vyuZit uhol v a vysku v.. Jednoduchsie bude vyuzit visku, lebo vyjadruje
vzdialenost bodu C od priamky AB. Bod C teda patri priamke p rovnobeinej s priamkou
AB. Ich vzdialenost je urcend viyskou v.. Ako vyuzit uhol v vsak potrebujem poradit.

U: Spominas si na stredovy a obvodovy uhol?

Z: Pripomeniete mi, o co ide?
U: Vrchol C trojuholnika je bodom, z ktorého vidime tsecku AB pod uhlom 30 stupnov.
Mnozinou vsetkych bodov X v rovine, z ktorych vidime tisecku AB pod uhlom 30 stuptiov

kruznic su také body S, Ze uhol ASB ma velkost 60 stupniov.

Z: A kde st tam stredové a obvodové uhly?

U: Zadany uhol v je obvodovym uhlom prislichajicim tetive AB kruznice a uhol ASB je
k nemu stredovy. Navyse vieme, Ze stredovy uhol méa vidy dvojndsobni velkost ako
obvodovy. Preto ma uhol ASB velkost 60 stupriov. MnoZinu bodov X tejto vlastnosti
oznac¢ime pismenom p gréckej abecedy. Preto plati

u=1{X € FEy: |<AXB|=30"}.
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: Trochu si spominam. Tuto mnoZinu sme vZdy zapisali v jednom kroku konstrukcie. Potom

som mal problém, ako ju narysovat. Mohli by ste to pripomenit?

: Samozrejme, aj ked musim priznat, Ze konStrukciu mnoziny ;o povaZzujeme za zakladni

konstrukciu. Preto ju zapisujeme v jednom kroku. Na jej zostrojenie je potrebné najst
stred S. Povedali sme, ze uhol ASB mé v nasom pripade velkost 27, teda 60 stupiiov.
Usecka AB je tetivou hladanej kruznice, teda SA a SB st polomery.

: To znamend, Ze trojuholnik ASB je rovnoramenny. Dokonca rovnostranny, lebo uhly SAB

a ABS su rovnaké a zvysuje na nich 120 stupriov.

.....

prislachajuci tetive AB. To preto, lebo obvodovy uhol ACB je 30 stuprnov.

C 1
1T p
30
S
Ve 60° Ve 2
60° 60°
ﬁ T T ’\ %
Co A c B

: Ak by bol obvodovy uhol tupy, tak by sme zobrali mensi obluk?

: Pochopil si spravne. Vratme sa vSak k naSej tlohe. Dopracovali sme sa teda k tomu, Ze

bod C najdeme ako priesecnik priamky p a mnoziny .

UZ sa tesim na rysovanie. Som zvedavy, ¢i sa mi podari zostrojit mnoZinu .

: Podelime si pracu. Najskor ja zhrniem podmienky pre hladany bod C' a potom ty zapises

postup konstrukcie.

— “—> —
1. |C;AB|=v. = Cep: p|| AB, |p;AB| =6 cm
2. |[KACB|=30° = Cepu:p=4{X € Ey: |[<AXB| =30}

Cepnpu
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Z: Ja to vsetko vlastne v zdpise zopakujem. Pozrite sa na vysledok v tabulke.

U: Vysledok tvojho rysovania ukazuje, Ze tato polohowva uloha ma Styri riesenia.

1. AB; |AB| =4 cm
—= —
2.p; p || AB, |p; AB| =6 cm
3.u; p={X € Ey: |<AXB| =30}
4. C; Cepnu
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