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Zobrazenie mnoziny realnych ¢isel na jednotkovua
kruznicu
RNDr. Marian Macko

: Predstav si, Ze by si prisiel na stadién, kde na Starte ovalnej bezeckej drahy stoji bezec.

Vedel by si, akta dlha trat zabehol?

: No, ked je na Starte, tak urcite este nebeZal.
: Myslis?
: Vlastne, mohol zabehnit kolo, dve alebo viac kol.

. Spravne. Spytali by sme sa, kolko kol absolvoval, zmerali by sme dizku jedného kola a

vypoéitali celkovii dlzku. A &o v pripade, ak by oddychoval na mieste podla obrazka?

Bezec

Start

: Tak k celym koldm priratam este jednu Stvrtinu kola.
: Pre¢o jednu stvrtinu? Co ak bezal opa¢nym smerom?

: Na to som nepomyslel.

: Vidis. Podobné problémy vyriesime v matematike dohovorom. UkaZeme to na zobrazeni,

v ktorom kazdému redlnemu ¢islu priradime na jednotkovej kruznici prave jeden bod.

: Co je to jednotkova kruznica?

: Kruznica, ktorej polomer predstavuje jednotku diZky (1 cm, 1 m, ap.). Pre nase ivahy

stredom jednotkovej kruznice bude zaciatok sturadnicovej stustavy a dolezity bude jej
priesecnik s kladnou polosou z, ktory oznac¢ime ako bod J.

Y

: To je ako start na beZeckej drdhe.
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c

: Ano, odtial budeme meraf diZku oblika vyjadrent danym realnym ¢islom.

: V ktorom smere, a ako?

C N

: Ako som spominal, problém smeru vyrieSime dohodou. Ak je realne ¢islo kladné, meriame
v kladnom zmysle, ¢o je proti smeru pohybu hodinovych ruciciek.

N«

: A ak je redlne c¢islo zaporné, tak v smere pohybu hodinovych ruciciek.

U: Zépornym smerom zohladnime zapornost ¢isla, dizka oblika bude jeho absolitnou hodno-
tou.

Y
1

%

-1 0 J =z

S

—1

: Skusme na priklade konkrétneho cisla.

c N

7
: Zostanme pri Cisle x = 5 Jeho priblizna hodnota je 1,57.

: Preco ste ¢islo vyjadrili ako cast Ludolfovho cisla w?

cC N

: Odpoved na tvoju otézku sa skryva v rieSeni tejto tlohy.

3

N«

: Cize od bodu J mdm v kladnom zmysle nameratf obltk dlzky 5 Netusim kolko to
je a kde bude koniec oblika.

c

: Vzorec pre dizku kruznice by nemal byt problém.

:0=2mr, kde r je polomer kruznice.

C N

: 'V nagom pripade je r = 1 a teda dlzka kruznice je 27. Ak ¢ast z toho predstavuje g?

N«

T
: Polovica 27 je m, sturtina 27 je 5 BeZec prebehol sturtinu drahy.

Y

1M
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U: Cislu — sme teda priradili bod M tak, ze diZka oblika JM merané v kladnom zmysle

2
je T Navyse toto ¢islo vyjadruje velkost uhla JOM v radidnoch pri otoceni polpriamky

2
OJ v kladnom zmysle do koncovej polohy danej polpriamkou OM.

Yy
1M
i
2
—1 0 J z
—1
= . g v 7T . , v 2 »,
Z: Pochopil som spravne, Ze pre v = —— budem polpriamku OJ otacat v zapornom zmysle
s
o uhol velkosti §?
Yy
1
—1 0 J z
s
2
—1|N

U: Ano. Dostanes bod N, pricom dlzka oblika JN je:
s T
o= |7 =T
2 2
: Zatial sme sa velmi nenabehali. Nezabehli sme ani kolo
17
: Mas pravdu. Zoberme dislo —W, ¢o je viac ako 27. Tu uz nejaké to kolo bude. Kolko ich

: N LA ) e
je, urcis, ak ¢islo — napises napriklad v tvare zmiesaného cisla.

Z: Teda 17 )
I (8+§)~7r:87r+g:4-27r+g.

2
Jedna otdacka je 2w, tak 8w su 4 otacky, zostdva teda g Ale to je to isté o sme uZ mali
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U: Dolezité ale je, uvedomit si, ze kazZdému realnemu cislu priradime tymto sposobom
jednoznacne bod na jednotkovej kruznici. Obratene to ale neplati, ¢o si ukazeme.

Z: To je ako s nasim beZcom v uvode.

U: Ano. Poloha beca na ovalnej trati nam nepovie, ¢ je na danom mieste prvykrat, alebo
tretikrat. Dokonca mohol bezat opacne.

Z: To znamend, Ze dany bod na jednotkovej kruznici mohol byt priradeny viacerym redlnym
cislam.
U: M&s pravdu. Pokis sa teda na zaver ur¢it mnozZinu wvsetkych tych realnych dcisel,
ktorym je na jednotkovej kruznici priradeny bod M podla obrazka:
Yy

1

. Urcéim najskor redlne ¢islo, ktoré nezohladniuje Ziadne otdcky.

C N

: To ¢islo patri vzdy do intervalu (0; 27).
P ,, T 37
: V kladnom smere ma hodnotu 3-krdt 5 teda 5
: Ostatné cisla dostanes tak, ze k tomuto zakladnému c¢islu priratas otacky v kladnom alebo

zapornom zmysle. Teda vSetky redlne ¢isla, ktoré vyhovuju tlohe, zapises v tvare

cC N

3
a::?ﬂ—l—k:-%r,

kde k € Z a predstavuje pocet otacok.
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Z: Naco je dobré takéto priradenie?
U: Umoziuje definovat isty) druh funkcii, ako si funkcie sinus, kosinus a podobne. Ale to
je obsahom inej témy.
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Priklad 1:

111
Zostrojte bod na jednotkovej kruznici, ktory prislicha redlnemu cislu N

U: Pripomenime si, akd je diZka jednotkovej kruZnice.

Z: Je to 2r, lebo vzorec pre dizku kruZnice je o = 2mr a polomer je 1.
111
U: Cislo e uprav na tvar zmiesaného cisla.

. 1117w 3 3T
Z.——=(2 Z)onr=2 o7
1 (7+4 T T+ 1

277 je zbytocné wvazovat, lebo to si celé otacky.

U: Pozor! Cela otacka predstavuje oblik dizky 2. To znamené, Ze dlzka obltika pri vykonani
akéhokolvek poctu celych otacok, musi byt parnym nasobkom ¢isla 7 a 27 je nepéarne
¢islo.

Z: Tak to upravim na tvar:

111 3 7
TW:267T—|—7T+Z7T:267T+I7T.

Cislo 26w predstavuje 13 otdcok.

7
U: Zostéva urcit obluk dlzky Zﬁ Pomoézu ti 4 dolezité body J, K, L, M na jednotkovej

kruznici, ktoré st priradené uvedenym c¢islam podla obrazka.

Yy
11K
3
Lim 0
—1 0 2r[J x
3w
—1\M
> T A4t 3w
Z: Cislo T je viac ako ™ = T 0 R takze sa dostaneme do IV. kvadrantu.

7r
U: Spravne. D4 sa to zdovodnit aj tak, Ze z celej otacky 27 treba ubrat 1
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111
U: Cislu il

Y
1
ET\ 27
-1 Q _% J
A

je na jednotkovej kruznici priradeny bod A.
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Priklad 2: o5 5
Rozhodnite, ¢i dvojict redalnych cisel 771' a —?ﬂ je na jednotkovej kruznici priradeny ten isty
bod.

[

o ; §
Z: — je nepravy zlomok, vyjadruje nejaké celky a cast celku, preto ho upravime na tvar

6
zmiesaného cisla o )
T T T
—=|44+=) -7=1 —=2.2 —.
6 ( + 6) T T+ 5 T+ 6

7r
Vykondme dve celé otacky a zostava este 5

0 s , .. .. ,
U: Cislo — je trikrat menej ako ¢islo 5 ktoré predstavuje dizku stvrt kruznice, takze aj obltk
bude trikrat kratsi.

Yy
1
M
%
—1 0 J =z
-1
3 . o . 291
U: Podobnym sp6sobom pokracuj s ¢islom — 5
Z: Dostdvam - . - .
0 7r T
———=— 4+ ) m=—dn— — =2 (27) — —.
6 ( * 6) TTTTT (=2m) = %

Zlomok upravim na tvar zmiesaného cisla. Celociselny ndsobok cisla m predstavuje dve

T
otacky v zapornom smere a % je menej ako pol otacky v zapornom smere. Dostaneme
sa do I11. kvadrantu.
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U: M4s pravdu. Zadanym ¢islam st priradené rozne body na jednotkovej kruzZnici. Pri-

297 , S N
radenie bodu pre zéporné é&islo ———— médzeme urobit vsak aj inym spdsobom. Co keby

sme dotiahli do konca aj tretiu otacku v zapornom smere?

Z: Ako, do konca? Ved zostalo iba cislo —%. Celi otacku v zapornom smere vyjadruje cislo
—27.

U: O kolko by sme ¢islo —5% zmenili?
, L m o L
Z: Cislo =27 sa dd vyjadrit v tvare zlomku — 5 Odcitali by sme cislo 5

. . Y O
U: Aby sa vSak hodnota zadaného argumentu nezmenila, musime preto ¢islo 5 aj pripocitat.

Vyjadruje tak ¢ast otacky v kladnom smere. Sleduj upravy:

297 29t Tw 7_7r 367 7_7T 7

Z: Aha! Pre zostojenie bodu na jednotkovej kruznici su nepodstatné 3 cel€ otacky v zapornom

T
smere a c¢islu 3 priradime ten isty bod v I11. kvadrante ako aj v mojom sposobe riesenia.
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Priklad 3:
Urcte vsetky redlne c¢isla, ktorym je na jednotkovej kruZnici priradeny bod M podla obrdzka.

Bod M lezi na osi I11. kvadrantu.

M

U: Najskor uréime realne &slo 2o € (0; 27), ktoré predstavuje dizku oblika JM v kladnom
zmysle. Pomo7 si napriklad tym, Ze pravému uhlu prislicha obluk dizky 5"
Z: V kladnom zmysle, ¢iZe proti smeru pohybu hodinovyjch ruciciek prejdeme z bodu J do
bodu M dvakrat pravy uhol a este jednu polovicu pravého uhla, ciZe

T T 5%

=25 =y

U: Vsetky kladné realne ¢isla x, ktorym je priradeny bod M, sa daji vyjadrif v tvare

r=x9+k-2m k€N,

kde k vyjadruje pocet otacok v kladnom zmysle. V nasom pripade:
o
r=—-+k 2m.
4
Z: To je jasné. Budi dlohe vyhovovat aj zdporné cisla?
U: V tomto pripade treba merat dizku oblika v zdpornom zmysle.

Y

M
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Z: Cize v smere pohybu hodinovyjch ruciciek, a to je

T w  3m
2 4 4
U: Tato hodnotu ziskas aj tak, ze vykonas 1 otacku v zapornom zmysle a vratis sa v kladnom
T 3 o
zmysle o xg = —, lebo —— = =27 4+ —
4 4
Yy
1
an
-1 0 J =z
‘ZQW
M
-1

- 5
Z: Alebo 2 otacky v zdpornom zmysle a potom xg = o

1
U: TakZe aj zaporné ¢isla, ktorym je na jednotkovej kruznici priradeny bod M, mozno vyjadrit
5%
v tvare stuctu celociselnych nasobkov ¢isla 27 a cisla xg = R

Z: Cislo k, ktoré vyjadruje ndsobky ¢isla 27 v tomto pripade, bude zdporné.

U: Spojenim oboch vysledkov do jedného mozeme vSetky riesenia tlohy vyjadrit v tvare

x—%—l—k-Qﬂ, ke Z,

kde Z oznacuje mnozinu celych ¢isel.
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P

riklad 4:
Zistite, ktoré body na jednotkovej kruznici prislichaji redalnym cislam
2t kw
=———; keZ.
T T

c

Ne € N

y4

U

: Redlne ¢islo je vyjadrené ako rozdiel dvoch zlomkov, z ktorych kazdy méa iny vyznam pre
hladanie prislichajicich bodov na jednotkovej kruznici.

: Keby tam nebol druhy zlomok, kde je parameter k, tak by to nebolo tazkeé.

: Mas pravdu, tato situacia nastane, ak zoberies k = 0.

2m
: Potom sa v = - ¢ tomuto ¢islu prislicha mu bod (oznac¢im ho A;) v 1. kvadrante,

. 2 . s
pretoze = je menej ako 5

: Spréavne. Pozrime sa na druhy zlomok. & - % predstavuje celoc¢iselné nasobky realneho cisla

ﬂ- . v v/ 7T 7 . /. . Vv v .
—. Vieme, ze ¢islu — zodpoveda polovica oblucika v jednom kvadrante, ¢ize otocenie o uhol

45 stupnov. Ak teda dosadime k£ rovné jedna, od bodu A; otacame o 45 stupnov. Pre &
rovné dvom otacame o 90 stupnov, ¢o je pravy uhol.

: Cize, pre k = 8 budeme otdcat o 360°, to je jedna celd otdcka. Dostaneme sa opit do bodu

A1 a potom sa vsetky body zacni opakovat.

: Ano. A keby si za k dosadil ¢islo —8, tiez by si sa dostal naspif do bodu A;, ibaze
v opa¢nom smere. Staci teda za parameter k zobraf celé ¢isla od 0 do 7 vratane, alebo od
—7 do nuly vratane, vypocitat prislusné = a priradit body na jednotkovej kruznici.

Pre vsetky ostatné celé cisla uz potom dostaneme tie isté body.

: Presne tak. Podme poditat.

2 8T — 5 3
Prek=1jex = AT SO 0T Tomu priradime bod As.
oo, 5 4 20 20
Pokracuj dalej.

: Do zadania dosadim za parameter k postupne hodnoty 2, 3 az 7. Zlomky odcitam dpravou

na spolocného menovatela. Niektoré zlomky sa vo vysledku daju krdtit. Vsetky vypocty si
uvedené v ramceku.
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U: Ulohe vyhovuje osem bodov, ktoré rozdelia kruznicu na osem rovnakjch ¢asti.

k:2’x:2_7r_2_7T:87r—107r__2_7r__1; A
5) 4 20 20 10
k:S,x:2—7T—3—7T:87T_157T——7—7T;A4
5) 4 20 20
27 4w 8t — 207 147
b=d =57 20 20
k:57x:2_7r_5_7T:87r—257r:_197r;A6
5) 4 20 20
k:67x:2_7r_6_7rz87r—307r:_247r;A7
5) 4 20 20
2 Tm 81 — 357 297
k=T o= 20 20 "
y
Ag 1 Al gﬂ-
-1 J x
A5 As
A5_1 4
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Priklad 5:
Urcte a € Z tak, aby body na jednotkove) kruznici prislichajice realnym cislam
27 T am livali
r=—ay=—— — splyvali.
g YTy 5 P

Z: Ak body maji splyvat, tak sa tieto ¢isla musia rovnat. Vyriesim rovnicu:

27r_

s
3 4

Mk

U: To by pre teba nemal byt problém.

Z: Odstranim zlomky, teda vyndsobim obe strany rovnice c¢islom 60
407 = 157 — 12ar,

odcitam c¢islo 15w

2bm = —12ar.
Nakoniec vydelim cislom —127
257 25
a=——=——.

127 12
U: Je to rieSenie Glohy, ak hladdme celé ¢isla a?
. 25
Z: T nie je celé cislo, takZe uloha nema riesenie.
U: Ale nezohladnili sme vSetky situacie. Cisla sa mozu rovnat, ale aj nemusia.
Z: A to ako nemusia?
U: Zabudol si, Ze pri priradovani bodov na jednotkovej kruznici ten isty bod prisliicha neko-

necne vela roznym ¢islam, ktoré sa lisia o nasobky cisla 2w. Teda moze nastat:
=x+k-2m,

kde k je celé ¢islo.

Po dosadeni:
T_am_ 2w + k-2
4 5 3 '

Z: Jej riesenie potrebujem vysvetlit. Su tam aZ dve nezndme.
U: Budeme riesit analogickymi tpravami, ako si riesil ty v ivode. Vynasobime 60

15m — 12a7 = 407 + 1207k,

odéitame 157
—12am = 257 4+ 1207k,

odéitame 1207k
—12am — 120wk = 257,

a nakoniec vydelime ¢islom 7
—12a — 120k = 25.
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N(

: To sa dd vyriesit?

: Uz sme len krok od ciela. Kedze a aj k st celé ¢isla, vzhladom na koeficienty v poslednej

rovnici sta¢i vyuZif delitelnost v mnozine celjch ¢isel. Co sa d4 urobif s vyrazom
na lavej strane?

Vybral by som cislo 12 pred zatvorku:

12(—a — 10k) = 25

: Vzhladom na to, Ze a aj k sa celé ¢isla, to znamend, Ze hodnoty vyrazu na lavej strane
Vzhlad t k 1 la, t hodnot | t

su tiez celé cisla. Navyse delitelné ¢islom 12, teda aj ¢islami 2 a 3. Ako je to s ¢islom na
pravej strane?

: Cislo 25 nie je delitelné ani ¢islom 2, ani ¢islom 3.

: Vzhladom na to, Ze lavd strana je pre Iubovolné hodnoty nezndmych pdrne cislo a

25 je meparne ¢islo, tak rovnost nenastane nikdy. Rovnica nemé v mnozine celych ¢isel
rieSenie. Neexistuje teda také celé ¢islo a tak, aby danym dvom realnym c¢islam prisltchal
na jednotkovej kruznici ten isty bod.
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Priklad 6: 3 5
Urcte vsetky redlne cisla x = _Zﬁ — ?ﬂ -k, kde k je cel€ ¢islo tak, aby x € (0; 2m).
U: To, ze = € (0; 27) znamena vyriesit dve nerovnice:

x 2 0, a zaroven x < 27.

V nasom pripade prva nerovnica po dosadeni za x bude:

3r 27
—— ——-k=20,
4 3 -
kde neznama k£ je z mnoziny celych cisel.
To by nemal byt problém vyriesit.
Z: Vyndsobim cislom 12
—97 — 87k = 0,
pripocitam cislo 9w
—8tk = 97
a vydelim cislom —8m
e
- 87

U: Pozor! Zabudol si, ze pri deleni oboch stran nerovnice tym istym zapornym realnym c¢islom
sa znak nerovnice meni na opa¢ny. Poslednd nerovnica mé byt spravne:

9
k< ——
— 8
a po vykrateni
9
kS ——.
- 8

Z: KedZe parameter k € 7, co su celé ¢isla, prvej nerovnici vyhovuji celé éisla:

ke{..; -6, =5 —4; =3; —2}.

U: Vyries podobnym sposobom druht nerovnicu:

Z: Opit vyndsobim cislom 12
—971 — 87k < 24,

pripocitam cislo 9w

—8nk < 331
a vydelim cislom —8m
33
k= ——.
- 8

U: Ktoré celé ¢isla vyhovuju tejto nerovnici?
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Z: Tejto nerovnici vyhovuji celé cisla

ke{-4;, =3; =2; —1; 0; 1; ...}.
U: Obe nerovnice musia platif sucasne. Ktoré celé ¢isla budu rieSenim pre parameter k7

Z: Treba zobrat tie, ktoré s aj v jednej, aj v druhej mnoZine.
U: Hovori sa tomu prientk mnoZin rieSeni prvej a druhej nerovnice. Verim, ze ho dokazes
urdit.

Z: Pre prientk mnoZin mam
{...; =6; =5; —4; =3; =2} nN{-4; =3; =2; =1, 0; 1; ...} ={—4; =3; —2}.

Ulohe teda vyhovuji 3 hodnoty pre parameter k.

3 2
U: Vypocitaj hodnoty neznamej x = —Zﬁ — g -k

Z: Postupne dosadim za parameter hodnoty —4; —3 a —2. V kaZdom pripade upra-
vim zlomky na spolocného menovatela a prevediem matematické operdcie, tak ako to je v

ramdceku.
k:_4;x:_3_71’_2_7r.(_4):_3_ﬂ'+8_ﬂ':—97T—|—327T:237T
4 3 4 3 12 12
3m 27 3m  Or —971 + 247 5%
h=Sw=—p -y (B =Tty =—p =7
3m 27 37 4r 97 + 160 Iw
g =7 32 13 12 12

U: RieSenim ulohy st teda tri ¢isla:

237 bw Tw
rTEC—; —; — .
127 47 12




