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Zakladné goniometrické rovnice
RNDr. Marian Macko

: Co si predstavujes pod pojmom goniometricka rovnica?

: Rovnicu, ktord obsahuje nezndmu x ako argument niektorej goniometrickej funkcie. V rov-

nici mozu byt aj konstanty.

U: Vedel by si uviest priklad?

Z: Rovnica 2sinx = 1.

U: Tvoj priklad rovnice patri medzi zakladné goniometrické rovnice. Maju tvar:

sinx = a, cosT = a, tgr = a, cotgr = a,
kde konstanta a je realne cislo.

Z: V mojom pripade konstanta a sa rovnd 5

U: M4 vobec tvoja rieSenie v mnozine realnych cisel?

= V- . vop - oy . ™ . T ]_

Z: Urcite viem urcit jedno riesenie v = —, lebo sin — = —.

6 6 2

U: A je to jediné riesenie? Zvaz, aké vlastnosti ma

Z: Viem, Ze je s nagmensou periodou 2m. Riesenim rovnice budi aj cisla v tvare
ﬂ- N I v/

5 + 2km, kde k je celé cislo.

U: Mas pravdu. Ak mé goniometrickd rovnica nejaké rieSenie, tak ich mé vzhladom k peri-
odickosti goniometrickej funkcie nekonecne vela.

U: Zakladnym problémom teraz je, kolko rieSeni ma tvoja rovnica v intervale (0;27). Zatial
si nasiel jedno rieSenie. Nie je vSak jediné. Vrafme sa preto k definicii funkcie sinus a jej
geometrickej interpretacii na

Z: Jasné. Funkcia sinus priradi redlnemu ¢islu x y-ovi suradnicu bodu na jednotkovej kruznici.

V nasom pripade ma byt y-ovd sturadnica 3 Také body su dva. Okrem uzZ urceného riesenia

aj bod v II. kvadrante.
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1
U: Vsetky body s y-ovou stradnicou 3 vytvaraju priamku rovnobeznu s osou x, pretinajicu

1 , L .,
os y v bode —. Body, ktoré zodpovedaju hladanym rieseniam rovnice ziskame

tejto priamky a jednotkovej kruznice. Aké = zodpoveda bodu v II. kvadrante?

Z: VyuZijem siuvis medzi II. kvadrantom a I. kvadrantom. Hladané xy vyjadrim v tvare

™ 5%
To=T— — = —.

6 6

, . T o , , .
U: Cisla — a —, ktoré st rieSeniami rovnice v intervale (0; 27) nazyvame zdkladné riesenia.

Vsetky rieSenia rovnice ziskame zo zakladnych rieseni pripocitanim nasobkov najmensej
periédy funkcie sinus.

s

Z: Najmensia perioda je 2w, preto rieSenia rovnice sa daju vyjadrit v tvare x; = 3 + 2k,
oT

alebo v tvare xo = 5 + 2km, kde k je celé cislo.

uU: mozeme zapisat dvoma sposobmi, tak ako to mas v ramdceku.

K=U {%—I—Z/ﬁr; 5%—1—21{%}

keZ

6

/C:{E+2k7r; 5%+2k7r; kEZ}

Z: Ten prvy je dost komplikovany. Ja radsej pouZijem ten druhy zdpis.

N«

: Nemohli sme na vyriesSenie rovnice vyuZit ?

U: Samozrejme. Ide o graficky sposob riesenia rovnic. Vyrazy na lavej a pravej strane rovnice
., . . 1

sinz = 3 predstavuju hodnoty dvoch funkcii: f : y = sinx a funkcie g : y = =. My

2
mame tieto funkcie dat do rovnosti.

y =sinx

U: Ako suvisia zakladné riesenia rovnice s grafmi tychto funkcii?

Z: Budi to r-ové suradnice priesecnikov tychto grafov.

U: Postup riesenia zékladnych goniometrickych rovnic je teda zalozeny bud na definicidch
goniometrickych funkcii a ich geometrickej interpretacii na jednotkovej kruznici alebo na
vyuziti grafov funkcii.
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Z: Je jedno, ¢o z toho vyuZijem?

U: Ano. Nepodcenuj vSak obrazky. Lahko sa ti méze staf, ze na druht zakladni hodnotu
rieSenia zabudne$. Podme teraz hladat odpoved na otézku, ¢i mé rovnica sinx = a v
mnozine realnych ¢isel vzdy riesenie.

Z: Hodnoty funkcie y = sinx mozu byt iba v rozpiti od —1 do 1 vrdtane. Ak by parameter a
bol napriklad 3, tak by rovnica nemala riesenie.

U: Takychto hodnot pre parameter a je nekonecéne vela. Ak plati: |a| > 1, tak rovnica sinz = a

T

1

LI
i

Z: Priamky rovnobezné s x-ovou osou vo vysrafovanych oblastiach nepretni jednotkovi kruz-
nicu. KedzZe neexistuje bod na jednotkovej kruznici, neexistuje ani riesenie pre nezndmu x.

U: Kolko zakladnych rieseni ziskas, ak |a| = 17

Z: Jedno zakladné riesenie pre a = 1 a jedno zdkladné riesenie pre a = —1.

. . . v 7/ 7T
Pre a =1 dostanem rovnicu sinxz = 1. RieSenim bude v = —.

3T

Pre a = —1 mad rovnica tvar sinx = —1 a jej rieSenie je x = 5

U: Ostal posledny pripad. Pre kazdé realne ¢islo a, pre ktoré plati [a| < 1 mé rovnica sinz = a
dve zakladné hodnoty riesenia xi; x».

Z: Tusim, Ze v pripade Tovnice cost = a to bude analogické.




Ma-Go-09-T|

| List 4

uU:

Ano. Musis si ale na jednotkovej kruznici v§imat z-ovi stiradnicu bodov, pretoze ona uréuje

: Podobné analdégie budu platit aj pri rieSeni rovnic tgr = a a cotgr = a. UkdZeme si preto,

ako to bude s riesitelnostou rovnice tgr = a.

mozu byt vsetky redlne c¢isla. Preto pre lTubovolné realne
¢islo a bude mat rovnica tgx = a riesenie.

: To je prva zmena oproti rovnici sinz = a. Druh& zmena stvisi s periodickostou.

: Tangens md najmensiu periodu cislo .

: Z toho vyplyva, Ze ak rieSenim rovnice je realne ¢islo z, tak rieSenim su aj c¢isla v tvare

x + km, kde k je celé ¢islo. Tato informacia nam zaroven hovori, ze zakladné hodnoty
rieSenia rovnice tgz = a budeme hladat v intervale dizky 7. Pre funkciu tangens je vhodny

, . T
otvoreny interval (——; —).
2°2

T
: Potom je to este jednoduchsie ako v pripade funkcie sinus. Tangens je na intervale (—5; 0)

zaporny a na intervale <0; g) kladny. Teda ak parameter a v rovnici tgx = a bude kladné
realne cislo, zakladnd hodnota riesenia bude z intervalu (0; g)

» ’ / v/ - P e . 7.(-
Ak parameter a bude zaporné redlne ¢islo, x bude patrit do otvoreného intervalu (—5; 0) .

V oboch pripadoch bude mat rovnica jedno zdkladné riesenie.

U: Pre Uplnost uvediem, ze ak a = 0, tak rovnica tgr = 0 mé zékladné rieSenie x = 0.

U: Vidim, Ze si dobre vyuzil vedomosti o funkcii tangens. Verim, Ze ti nebude robit problém
aplikovaf tieto poznatky pre konkrétne hodnoty parametra a. Zaénime rovnicou tgz = /3.

Z predstavuje y-ovi suradnicu bodu bodu P na dotycnici k v

bode J [1;0].
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- Sle
b
=

-1 0/J x
N

Z: Taky bod P je len jeden, a to v I. kvadrante. Zodpovedd mu hodnota nezndmej © = 3

U: Vsetky rieSenia rovnice tgr = v/3 preto vyjadrime v tvare = = g + km, kde k je celé cislo.

U: RieSenie vyuzitim grafu by vyzeralo tak, ako to je na obrazku.

\ Y \
l V3 H/ J y=13
| o
\ 1+ I
\ [
\ L
m =
— 3] 0 = 3 7
\ \
\ -1+ \
\ \
\ \
| —27 |
\ \
U: Ide o prienik fry=tgra g :y = V/3. Samotné rieSenie

rovnice je urcené z-ovou bodu R, ktory je priese¢nikom grafov tychto dvoch funkcii.
- s
Z: MnoZinu korenov rovnice zapiSeme v tvare KC = {g + km; k€ Z}.

U: Ano. Priamka pretne zdkladnt ¢ast v jednom bode.
VyrieSme nakoniec rovnicu tgr = —0,5.

Z: Zdikladnd hodnota riesenia bude v otvorenom intervale (—g; 0). Urcim ju pomocou kalku-

lacky.

v = —0,46365
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Y
1
-1 x| J x
—0,5
Yy = 705
-1
p

U: Vyjadrit vSetky rieSenia rovnice znamend pripoéitat k tvojmu vysledku celoc¢iselné nasobky
najmensej periody funkcie tangens. To st nasobky c¢isla 7.

xr = —0,46365 + km; k € Z
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. : . : 1
Priklad 1: Vyrieste v mnoZine redlnych cisel rovnicu cosx = 3

o . . 1 , - - o

U: VyrieSime najskor rovnicu cos x = — na zaklade definicie a jej geometrickej
interpretacie na . Ako s tym suvisi funkcia kosinus?

Z: Hodnoty funkcie kosinus chdpem ako x-ové suradnice bodov na jednotkovej kruznici, ktoré

st istym sposobom priradené redlnemu cislu x.

1
U: Hladaj na jednotkovej kruznici vSetky body, ktorych xz-ovéa stradnica je 3 K tymto bodom

potom ur¢ hodnotu neznamej z.
v ’ ., 7 7 . 7 1 ’ 4 . v s
Z: Vsetky body, ktoré maju x-ovi suradnicu rovni 3 vytvdraju priamku rovnobezni s osou v,

1
ktora pretina os x v bode 3 Tato priamka pretina jednotkovi kruZnicu v dvoch bodoch.
V 1. a I'V. kvadrante.

D=

U: Hodnota z prislichajica bodu jednotkovej kruznice v 1. kvadrante patri medzi vyznacné
hodnoty: = = g Ako urcis hodnotu pre bod vo IV. kvadrante?

Z: I alV. kvadrant su podla osi x, preto od ¢isla 27 odrdtam hodnotu zodpove-

)
dajucu bodu v I. kvadrante. Po upravach som dostal vysledok %

5
562:27—.%'1:271'—%:%

T 5w , , S . 1 ...
U: Cisla — a — st zdkladné hodnoty riesenia rovnice cosx = 3 Co vyuzijeme, aby sme
urcili vSetky hodnoty riesenia?
Z: je s nagmensou periodou 2mw. Preto sa tieto hodnoty budi pra-

videlne opakovat. Vsetky rieSenia dostaneme, ak k zdakladnym hodnotdm pripocitame celo-
ciselné€ nasobky cisla 2.

/C:{g-I-Z/mT; 5%%—2167?; kez}
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U: Pozrime sa eSte, ako bude vyzerat rieSenie ulohy vyuZitim grafov. Vyrazy na lavej a
1
pravej strane rovnice cosx = 3 predstavuju hodnoty dvoch funkcii.

. 1
Z: Jedna funkcia md predpis y = cosx a druhd y=3-
U: KedZe staci najst zakladné hodnoty riesenia rovnice, staci nacrtnat graf funkcie y = cos z

na intervale (0;27). Ako urcis rieSenie rovnice z grafu?

Y

T =1

1 T\ /T i
2 v ; v J
0 T T
1 5 s 27T 2 20 X
—1r Y = CoST

: rovnict ide o rovnost virazov. Teda aj hodnoty funkcii sa maji rovnat. RieSenim budi
Z:V d t Ted hodnot k t R bud
priesec¢niky grafov.

U: y-ovu stradnicu priese¢nikov si vyuzil na porovnanie . Hodnoty neznamej
v rovnici st z-ové sturadnice tychto priesecnikov. Hodnota X9, ako ukazuje obra-
zok, sa dé vyjadrit v tvare 2w — x1, ¢o je hodnota, ktort sme ziskali aj pri prvom spdsobe
rieSenia tlohy.

Z: Cislo x, je zndma hodnota, ktori si mdme pamitat.
U: Ano. Dopoéitat zvysok je analdgia prvému spdsobu riesenia.

UkézZeme si, Ze pri grafickom sposobe sme mohli zobrat graf funkcie kosinus na inom, mozno
vhodnejsom intervale dizky 27. Je to interval (—m;7).

/i

1
a : a
—TT ™ o 0 T Es | x
I 2 2 I
\ \
—1+

Yy = CoST
Z: Je symetricky podla osiy. CiZe, ak vieme x1, tak vieme aj xo, lebo x5 = —x;.
U: Vzhladom na je to mozno jednoduchsie. Zakladné hodnoty riesenia rovnice budu
v8ak uvedené z intervalu (—m; 7).
Uloha : Vyrieste v mnozine redlnych cisel rovnicu cosx = —5

Vysledok: I = {?% + 2km; % + 2km; k € Z}
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Priklad 2: Vyrieste v mnoZine redlnych ¢isel rovnicu cotgr = —v/3.

U: Pozrime sa najskor na rieSenie rovnice cotgr = —+/3 z pohladu geometrickej interpre-
tacie pomocou . Ako odcitavame hodnoty funkcie
kotangens?

Z: Musime zostrojit dotycnicu k jednotkovej kruznici v bode K [0;1]. Potom redlnemu ¢islu x
priradime istym sposobom bod na tejto dotycnici. Kotangens prislichajici redlnemu cislu
x bude urceny x-ovou suradnicou tohto bodu.

U: Takze teraz tento postup obrafme. Zapis rovnice znamena, ze mame na doty¢nici najst

vietky body, ktorych z-ova stiradnica je rovna ¢islu —v/3. Kolko takych bodov na doty¢nici

existuje?

Z: Podla nacrtnutého obrdzka jeden jediny bod.

Q 1
V3 -1 0 T
-1

U: V ktorom kvadrante sa tento bod nachadza?
Z: Bod patri do II. kvadrantu.
U: Zostéva urcif redlne ¢islo x, ktorému je tento bod v II. kvadrante priradeny. Vies, ze cotgg
je rovny &islu v/3.
Z: Hodnota x pre zodpovedajice body v I1. kvadrante sa vypocita ako rozdiel &isla © a vami
uvedenej vyznacnej x.
B T 5w
r =T — 6 = E

o ’ ’ . v . ’ . 7T . 7 v
U: Urcil si zatial zadkladni hodnotu riesenia z otvoreného intervalu <0; §> Nie st to vsak

vSetky riesenia. je s najmensou periodou 7.

om
Z: Pripocitam k hodnote 3 celociselné ndasobky cisla 7.

5
I’:%—f—k‘ﬂ'

uU: cotgr = —+/3 zapiSeme v tvare, ktorj mas v ramdceku.
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oT
K:{F—{_kw; ]-CEZ}
U: Porovnajme tento sposob rieSenia s metodou vyuZitia grafu.

Z: Pre zakladné riesenie nacrtnem

na otvorenom intervale (0;m). To

je funkcia urcend vyrazom na lavej strane rovnice cotgr = —v/3. Na pravej strane je iba
y = —V/3. Jej graf je rovnobezka s osou x.

¢islo. To by mohla byt

—V3

[SIE

—21

rieSenia rovnice pre neznamu 7

: Ide ti to velmi dobre. Dokézes$ interpretovat, ako sa na grafe prejavi zakladna hodnota

Z: Mal by som urcit priesecnik grafov. Riesenim rovnice bude r-ova suradnica tohto prie-

secnika.
: Pre urcenie tejto hodnoty vyuzijeme

je bod [g, 0} . Pozri na obrazok.

Y
21

. —

grafu funkcie kotangens.

o ————

[NIE

)
\
\
\
\

—21

Y= cotg:v\

Z: Je to jasné. V podstate je to ind¢ zobrazend situdcia z jednotkovej kruZnice.

Uloha :
Vysledok: K = {0,30817 + k7; k € Z}

Vyrieste v mnoZine redlnych cisel rovnicu cotgr = .
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Priklad 3: Vyrieste v mnoZine redlnych c¢isel rovnicu sin® x + sinx - cosz = 0.

Z: Vydelil by som obe strany rovnice vjrazom sin .

U: V matematike to nie je dovolend tuprava. Mozes delit iba nenulovym ¢islom. Vyraz sinz
nadobiida pre niektoré realne ¢isla nulovii hodnotu. Delil by si nulou, ¢o sa neda. Navyse
by si stratil nejaké rieSenia pre neznamu x. Pokus sa upravit vyraz na lavej strane rovnice.
Co sa d4 urobit?

Z: Vybrat pred zatvorku vjraz sinz ?

U: Je to vhodnejsi sposob rieSenia. V zatvorke zostane vyraz sinx + cos x.

sin?z 4 sinx - cosz = 0,
sinz(sinx + cosz) = 0.

U: Dostali sme na lavej strane sicéin dvoch vyrazov. M4 sa rovnat nule. Kedy to plati?

Z: Sucin dvoch virazov je nula, ak jeden viraz je nula, alebo druhy viraz je nula.

U: Plati aj . Dan4 vlastnost sa formuluje z hladiska logiky v tvare

. Stcin dvoch ¢isel je rovny nule prdve vtedy, ked aspon jedno z Cisel je rovné
nule. V nasom pripade zapiSeme:
sinz (sinz + cosz) =0 & sinz =0 v sinz + cosz = 0.

Z: Prvd rovnicu viem vyriesit, ale s druhou mi budete musiet pomoct.

U: Vyries teda rovnicu sinz = 0.

Z: Jej riesenim budi vsetky celociselné ndsobky cisla .

U: Oznacme symbolom ;. Plati teda: I, = {km; k € Z}.

U: A teraz k rovnici sinz + cosz = 0. V ¢om je pre teba problém?

Z: V rovnici st dve rézne funkcie, a . Mdm ich porovndvat?

U: Nie je to nutné. Na vyrieSenie rovnice mozeme vyuzit ini goniometricki funkciu.

Z: Muyslite funkcie tangens a kotangens?

U: Presne tak. Pri rieSeni tejto rovnice je vhodné od dvoch réznych funkcii sinus a kosinus
prejst k jednej funkeii. Napriklad k funkcii

< sinx

Z: To ale potrebujeme zlomok , aby sme pouZili tangens.

cos T

U: Tak si taky zlomok vyrobime. Vydelime obe strany rovnice vyrazom cos x.

Z: A to sa dd? Ved pred chvilou ste vysvetlovali, Ze vijraz moze mat nulovi hodnotou. Takijm
¢islom sa nedd delit.

U: Som rad, ze si pochopil problém delenia vyrazom. V tomto pripade iprava bude

, lebo pre tie realne ¢isla x, pre ktoré je kosinus rovny nule, st hodnoty funkcie sinus
nenulové. Na Tavej strane rovnice sinz + cosx = 0 dostaneme v tomto pripade nenulové
¢islo. Hodnoty, pre ktoré cos x = 0, nie st rieSenim rovnice, ktort prave riesime.
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y4

uU:

Je mi to jasnejSie. Pri takiyjchto dpravdch sa mdam zamyslat nad vijrazmi na lavej a pravej
strane rovnice.
Vratme sa teda k tprave rovnice sinz + cosx = 0. Vydelime obe strany vyrazom cosx.

sin
Vyraz nahradime symbolom tgz. Sleduj ramcek.
Cos T
sinx + cosx = 0,
sinx  cosx
COS T COS T
tgr + 1 =0.
: Dalej je to uZ jednoduchd uloha. Vyriesim rovnicu tgx = —1. Md jedno zdkladné riesenie
3
atocislor — — =21
4 4
3
: VSetky riesenia rovnice tgz = —1 vyjadrime v tvare Zﬂ + km, kde k je celé cislo. To preto,
lebo je . Najmensou periédou je c¢islo 7. Plati teda:

3
/Cg—{j+k;7r; k‘EZ}.

: Ako dostaneme mnozinu korenov zadanej rovnice?

oboch mnozin.

IC:IC1UIC2:{I<:7T; ?%Mw; keZ}
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sinx
Priklad 4: Vyrieste na uzavretom intervale (—10;10) rovnicu T cosa — 0.
—cos
U: Uloha nie je naro¢né. Pri jej vyrieSeni vyzijes aj vedomosti o zlomkoch. Tie robia obéas
problém. Tusis v com?

Z: V menovateli zlomku nesmie byt nula.

U: Vyborne. Za¢nime teda rieSenim podmienky. Vyraz 1 — cosx nesmie byt rovny nule. Po-
kracuj v rieSeni.

Z: To znamend, Ze pre x nesmie nadobidat hodnotu 1. V zdkladnom intervale
(0;27) ma kosinus hodnotu 1 iba raz. Vtedy x je rovny ¢islu 0.
U: Ak vyuzijeme s najmensou periodou 27, tak

budu vsetky reédlne ¢isla okrem parnych nasobkov ¢isla .

D=R—-{0+2km keZ} =R —{2kr; k€ Z}

U: Zadany obor rovnice je uzavrety interval (—10;10). Z tejto mnoziny vylu¢ime parne ce-
lociselné nasobky cisla 7. Su to ¢isla —27; 0; 2. Pri samotnom rieseni rovnice nemusime
robit Ziadne tpravy. K rieSeniu sta¢i dojst logickou tivahou. Uvedom si, ¢o znamend dany
zZapis rovnice.

Sin &

=0

1 —cosx

Zlomok sa md rovnat nule.

cC N

: Kedy to nastane?

Ak citatel zlomku sa rovna nule. V nasom pripade vijraz sinx sa rovnd nule.

C N

: Ale riesenie tejto rovnice sinz = 0 zvladne$ hravo aj sam.

N(

V mnozine redlnych cisel su riesenim rovnice sinx = 0 vsetky celociselné ndsobky cisla .

c

: Zohladni teraz obor rovnice a definiény obor rovnice. Vzhladom na podmienku nemozes
uvazovat parne celociselné nasobky ¢isla .

Z: Ak zo vsetkych celociselnych ndsobkov cisla m vylucim pdrne nasobky, zostani neparne
celociselné nasobky cisla 7.

U: Zostava uréif, ktoré neparne nésobky ¢isla 7 patria do uzavretého intervalu (—10;10).
Vtedy dostanes zadanej rovnice.

Z: To je lahké. Cislo w je priblizne 3,14. Medzi ¢isla —10 a 10 patria iba jeho trojndsobok,
jedenndsobok a to isté so znamienkom minus.

U: RieSenim rovnice je teda mnozina C = {—37; —m; m; 37}.

Uloha : Vyrieste na uzavretom intervale (—10;10) rovnicu ﬂ =
1+sinz
3m m om
Vysledok: £ = ¢ —; —; —
ysledo { 57 3 5 }




Ma-Go-09-5 | List 14

Priklad 5: Vyrieste v mnoZine redlnych cisel rovnicu 4 cos® z = 3cotg?x.

Z: by som na zdklade definicie zapisal ako podiel hodnadt funkcii
kosinus a sinus.

2
COS™ T

4cos?y = 3 — 5
SIn- T

U: Ides na to dobre. Mohlo by sa nam zdat, Ze sme si velmi nepomohli. Upravili sme rovnicu
obsahujicu dve rozne funkcie a to kosinus a kotangens na int rovnicu. Aj tato rovnica
obsahuje dve funkcie, sinus a kosinus a navyse aj zlomok. Bude vsak prostriedkom na
vyrieSenie tlohy. Zlomky v rovnici si vyzaduju uréit podmienky. Akd podmienka musi
platit v poslednej rovnici?

Z: V menovateli zlomku nesmie byt nula. To znamend, Ze viraz sin® x musi byt rézny od nuly.

U: Druh& mocnina vyrazu je rézna od nuly, ak zadklad mocniny, teda vyraz sin z, je rézny od
nuly. Vyrie$ tito podmienku.

Z: Podmienka sinxz # 0 je splnend pre vietky redlne ¢isla x, okrem celociselngjch ndsobkov
cisla m.

U: Spravne, do nepatria ¢isla vyjadrené v tvare km, kde k je celé

2
, ) e . COos™ . v . .
¢islo. Vrafme sa teraz k rieSeniu rovnice 4cos?x = 3 — 5—. Ako by si pokracoval v jej
sin”
upravach?

Z: Viem, e ak su v rovnici zlomky, je dobré ich odstrdnit. Vynasobim obe strany rovnice
vyrazom sin’ . Vznikla rovnica 4 cos® x - sin® x = 3 cos? .

U: Tento zapis nas zvadza vydelif v dalsom kroku obe strany rovnice vyrazom cos? z.

Z: Vykrdtit vijrazy v rovnici tymto vyjrazom.

U: Vyraz, ktorym by sme delili, nadobtda pre niektoré realne ¢isla x nulovii hodnotu. Riesenie
by sa rozdelilo na dva pripady. V pripade, ze hodnoty vyrazu, ktorym vydelime obe strany
rovnice su nenulové, bude tprava delenia . Zv14st by sme vyriesili pripad, kedy
vyraz, ktorym delime, nadobtida nulové hodnoty.

U: Vhodnej$im sposobom rieSenia rovnic je upravit rovnicu na anulovany tvar.

Z: Co to znamend?

U: Na jednej strane rovnice je ¢islo nula.

Z: Odrdtam vyjraz 3 cos® x. V nasledujiicej tiprave rovnice vyberiem tento vijraz pred zatvor-
ku na lavej strane rovnice a dostanem sicin vyrazov cos’z a 4sin®x — 3.

4cos?zsin®xz — 3cos?x = 0,
cos® x (4 sin? x — 3) = 0.
U: Kedy sa stcin dvoch vyrazov rovna nule?
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Z: Ak asponi jeden z vijrazov je nula. V nasom pripade cos® x je nula, alebo zdtvorka je nulovd.
To prvé vyriesim jednoducho. Aby druhd mocnina davala nulu, must platit

© v ’ . . ’ ’ ’ v/ 7T , .
cosx = 0. Riesenim tejto rovnice su nepdarne nasobky cisla 5 A so zatvorkou potrebujem
poradit.

U: Vyraz (4sin®z — 3) rozloZime podla vzorca o> —b* = (a—b)- (a+b). Sleduj v rdéméeku.

4sin’x — 3 =0,

(2sinz — v/3)(2sinz + v/3) = 0.

U: Dostali sme na lavej strane sac¢in dvoch vyrazov. Ten mé byt rovny nule. Tak ako pred
chvilou. Verim, Ze tto ¢ast rieSenia uz zvladnes$ sam.

Z: Budem riesit dve rovnice: 2sinz — /3 = 0 a 2sinz + /3 = 0. Z prvej rovnice dpravou

3
pripocitanim a delenim dostdvam rovnicu sinx = - Sinus je kladny v 1. a II. kvadrante.
s
Preto zakladnymi hodnotami riesenia pre neznamu x tejto rovnice budi cisla r1 = 3 a
2m
5
Y
i)
-1 on T

U: K zdkladnym rieSeniam pripocitame celociselné nasobky dcisla 27, lebo je
s najmensou periédou 27. Vyries podobne druhti rovnicu.

Z: Po uprave dostanem podobni rovnicu, tba na pravej strane bude znamienko minus. Teda

. V3
siny = ——.
2
U: Zakladné hodnoty budt zodpovedat bodom na v III. a vo IV. kvad-
rante.
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N«

. RieSenie x3 bude rovné cislu —i-g = ?ﬂ Pre 1IV. kvadrant bude prislichat x4 = 2w —g =
o
=3

: Ak to celé zhrnieme, dostavame riesenie zadanej rovnice vyjadrené ¢islami v piatich tva-

z 7z v/ 7r v/ v Y * v
roch. Neparne nasobky c¢isla 5 a Cisla & oznacené indexami 1 az 4.

3 3 3

2 4 5
K{(2k+1)g; §+21~m; o okm g 2km 2y 2k keZ}

: Dafam, Ze si nezabudol overit, ¢i tieto ¢isla vyhovuji podmienke.

. Ziadne cislo v tomto tvare nie je zdroven celociselny ndsobok cisla w. To bola podmienka.

: Zapisand mnozina je aj
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Priklad 6: V intervale (0;27) vyrieste rovnicu 4sin® x = sin .

U: Upravme rovnicu tak, ze vSetky vyrazy dame na jednu stranu rovnice.

N«

: Odcitame vyraz sinx od oboch stran rovnice.

4sin®z —sinz =0

U: Rovnica v tomto tvare nas nabada svojim vyrazom na lavej strane k dalsej uprave. Aké

bude?

: Vyberiem vyraz sinx pred zatvorku. To, ¢o zostalo v zdtvorke, rozlozim podla vzorca
a’>—b*=(a—"0)-(a+b). Dostanem sinz(2sinz — 1)(2sinz + 1) = 0.

N«

sinz(4sinx — 1) = 0,

sinz(2sinz — 1)(2sinz + 1) = 0.

U: Ak si uvedomis, kedy je stéin troch vyrazov rovny nule, zistiS, Ze rieSenie zadanej rovnice
sme previedli na rieSenie niekolkych zékladnych goniometrickych rovnic.

Z: Bud bude rovny nule, alebo vyraz v prvej zdtvorke bude rovny nule, alebo vyraz
v druhej zdtvorke. Budem riesit tri rovnice. Dost vela prdce.

U: Rovnice budt podobné. Preto sa budi opakovat aj postupy rieSenia tychto rovnic. Zac¢ni
rovnicou sinx = 0.

Z: Vyskytuje sa velmi casto. Dokonca aj pri funkcidch tangens a kotangens. Jej riesenie si
pamdtam, je jednoduché. Rovnici vyhovuji celo¢iselné nasobky dcisla 7.

U: Ak takto zvladnes aj zvy$né dve rovnice, nemame ¢o robit. Rovnicu 2 sin x—1 = 0 upravime

na tvar sinx = 3" Urc¢ jej dve riesenia v zadanom obore rovnice.

Z: Viem, Ze je kladny v I. a v II. kvadrante. Hodnota v I. kvadrante patri medz
P T s 1 , T _ )
vyznacné. Sinus pre 3 je rovny cislu o preto jedno rieSenie je —. Na urcenie druhého

riesenia st pomozem

= @<D—‘ <
<
I
[NIE
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U: Hodnota v II. kvadrante sa vypocita tak, ze od ¢isla m uberieme urc¢enti hodnotu z I.
kvadrantu:
™ om
T——==—

6 6

Zostéva ti vyriesit poslednt rovnicu 2sinx + 1 = 0.

Z: Mali ste pravdu. Bude dost analogickd tej predchadzajicej. Len na pravej strane po uprave

bude znamienko minus.

, 1
sinxy = ——.
2

Z: Jej riesenia budi zodpovedat bodom na jednotkovej kruznici v III. a IV. kvadrante.

Y

1

AN

ke &~
8
[

Wi
)

N«

. Riesenie v I11. kvadrante urcim tak, Ze k cislu m pripocitam hodnotu zodpovedajicu I. kvad-
rantu. Prechod medzi IV. a I. kvadrantom je cez uhol 2mw. Teraz vsak hodnotu zodpovedajicu
1. kvadrantu odpocitam.

+7r 7T
T+ —=—
6 6’

T 117
2 — — = —
"T85 6

U: Ak usporiadame vSetky rieSenia tychto troch zakladnych rovnic podla velkosti,
zadanej sa bude dat zapisat v tvare

T o7 m 1lmw
= {0’ R 7}
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Priklad 7: Vyrieste v mnoZine redlnych cisel rovnicu

uU:

Z:

N«

Hsinx + 4 B
10sinz +4

Zacneme podmienkou pre vyraz na lavej strane rovnice. Vyraz je v tvare zlomku, preto
v menovateli nesmie byt nula.

Podmienka ma tvar 10sinx + 4 # 0. Najskor odcitam cislo 4, potom vydelim cislom 10 a
zlomok na pravej strane vykratim dvomi. Dostanem , ktord je v poslednom riadku
nasledujiceho ramceka.

10sinx # —4,
. 4
S xr —
10’
) 2
sinx # ——.
5
L .2 .y
x, ktora prislicha rovnej — uréime pouzitim
kalkulacky.
: Pre x vyslo priblizne —0,4115. Preco je to zdporné cislo?
: Pracovny rezim kalkulacky je takto nastaveny. Ak je realneho cisla

x kladna, tak x patri do intervalu (0; g> Ak je hodnota funkcie sinus realneho ¢isla x

. , , . 7T
zaporna, tak x patri do intervalu <—§; O).

: Aha! To je teda aj nds pripad. Mohli by sme rieSenie pre x vyjadrit kladnym c¢islom?

: Samozrejme. Funkcia sinus je . Ak periédu 27 priratame k nasmu vysledku,

dostaneme riesenie zodpovedajice bodu na jednotkovej kruznici vo I'V. kvadrante. Aky
bude vysledok?

2
: Dostaneme ¢islo 5,8717. Spominam si, Ze funkcia sinus nadobida hodnotu — v intervale

(0; 2m) dvakrdt. Tejto hodnote zodpovedd aj bod v I1I. kvadrante.

: Spravne. Dokézes urcit vysledok aj pre tento pripad?

: Nemal by to byt problém. K ¢islu m priratam hodnotu 0,4115 a dostdvam druhé riesenie
xr = 3,5531.
: Zohladnime eSte s najmensou periédou 27. Preto do

budt patrit vSetky reédlne ¢isla, okrem ¢isel zapisanych v tvare 3,5531 + 2k,
kde k je Tubovolné celé ¢islo, ale aj ¢isla v tvare 5,8717 + 2k

D =R — {35531 + 2km; 58717 + 2km; k € Z}

: Co to znamend definicny obor rovnice?
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C N

N(

c

je ziskany rieSsenim vsetkych podmienok pre zadant rovnicu. Zna-
mend mnozinu vSetkych ¢isel, ktoré mozeme dosadif do rovnice tak, aby vyrazy v tejto
rovnici mali zmysel. Zatial nezalezi na tom, ¢ tieto ¢isla st korenmi rovnice. V naSej
zadanej rovnici je jeden zlomok, preto sme pre urcenie defini¢ného oboru riesili jednu pod-
mienku.

Zacnime zadani rovnicu upravovat.

: Obe strany rovnice vynasobime vyrazom 10sinxz+4, aby sme odstrdnili zlomok. Virazy

s nezndmou ddme na lavi stranu rovnice, konstanty na pravi stranu.

Ssinx + 4 B
10sinz +4

1

Y

osinx +4 = 10sinx + 4,

Ssinx = 0,

sinz = 0.

: Nasobenie oboch stran rovnice vyrazom 10sinx + 4 bolo ekvivalentnou tpravou. Nasobili

sme vyrazom, ktory nenadobtiida nulové hodnoty. Preto sme urcili podmienku na zaciatku
rieSenia ulohy.
Dokonci riesenie ur¢enim korenov rovnice sin x = 0.

Sinus md nulové hodnoty pre celociselné nasobky cisla .

: Vyhovuju tieto ¢isla podmienke? Inymi slovami, patria do definicného oboru rovnice?

je mnozina redlnych cisel, okrem cisel v tvare 3,5531+ 2k a v tvare
5,8717 + 2kn, kde k je celé ¢islo. Cisla kr, ktoré sme dostali z poslednej rovnice, si iné.

: Mas pravdu. Mnozina korenov zadanej rovnice su vsSetky ¢isla v tvare km, kde k je celé

¢islo.

K={km; keZ}.
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Priklad 8: Vyrieste v mnoZine redlnych cisel rovnicu cosx = —0,3sinz.

y4

uU:

Jednoduché zadanie, ale zaskocilo ma, Ze v rovnici sa neznama vyskytuje ako
dvoch goniometrickych funkcii.

Zatial riesime jednoduché goniometrické rovnice. V takych sa vyskytuje iba jedna gonio-
metrickd funkcia. To znamend, Ze aj rovnice zadaného typu treba upravit na jednoduchsi
tvar. Od funkcii sinus a kosinus prejdeme napriklad k funkcii . Pripomen, ako je
funkcia kotangens definovana.

: Kotangens je podiel funkcie kosinus a sinus.

COS T

cotgr =

Sin x

: Vydelime teda obe strany rovnice vyrazom sin x, lebo funkciu sinus potrebujeme dostat

CcoS T i
nahradime

do menovatela zlomku. Sleduj ramcek. V dalSom riadku tprav vyraz
sinx
vyrazom cotgx.

cosz = —0,3sinz,

COS T

= 0,3,

sin &

cotgr = —0,3.

c

: Poslednd rovnica je uZ jednoduchd. Mohli ste pri upravdch rovnice delit vyrazom sinz? Co

ak tento vyraz md nulovi hodnotu?

: Spravna pripomienka. Pozrime sa preto blizsie na vyraz sinz. Aké st hodnoty nezname;j

x, ak vyraz sin x je rovny nule?

: RieSenim rovnice sinx = 0 su vsetky celociselné nasobky cisla .

: Ak sa pozrieme na poévodnil zadant rovnicu cosz = —0,3sinx, vieme, Ze pre celoc¢iselné

nasobky ¢isla 7 sa prava strana rovna nule. Ak hodnotu mé pre celociselné nasobky cisla
7 Tavé strana rovnice?

: Prex =0 jecosx =1 a pre x = © md hodnotu —1. Na lavej strane rovnice sa budi

striedat hodnoty 1 a —1. To znamend, Ze by rovnost neplatila.

: Mas pravdu. Podrobnejsie sme rozobrali suvis medzi a

Funkcie stnus a kosinus nenadobudajt naraz nulovi hodnotu. Ak hodnoty jednej
funkcie st nulové, druhd funkcia ma nenulové hodnoty. Konkrétne 1 alebo —1. Delenim
rovnice vyrazom sin x nestratime riesenia. Nasa tprava je v tomto pripade

: Porozumel som. Delit vyrazy na oboch strandch rovnice moézem iba nenulovym ¢islom.

: Ak ide o vyraz vzdy sa nad nim zamysli. Rozober aj pripad, ked tento vyraz méa nulové

hodnoty. Myslim, Ze uz moézeme dokoncit rieSenie. Najst korene rovnice cotgr = —0,3
nebude naro¢né. Kolko zékladnych hodnét rieSenia mé tato rovnica?




Ma-Go-09-8 | List 22

Z: Jedno riesenie zodpovedajice II. kvadrantu, lebo tam je kotangens zdporny. Urcim ho

pomocou kalkulacky.
xr = —1,27934.

Zaujimave. Je to zaporna hodnota. Vobec to nezodpovedd II. kvadrantu.
U: Pracovny rezim kalkulacky je nastaveny tak, ze pre kladné funkéné hodnoty ziskas
rieSenie v intervale ( 0; z). Pre zaporné funkcéné hodnoty dostanes vysledok z intervalu

(—g; O). Je to preto, lebo funkcie kotangens a tangens st

Ktort vlastnost funkcie kotangens vyuzijes, aby si vyjadril vSetky rieSenia?

Z: Funkcia kotangens je periodickd s nagjmensou periodou w. K najdenému rieseniu pripocitam
celociselné ndasobky cisla .

uU: zadanej je:

K={-127934+ krm; k€ Z}.
Uloha : Vyrieste v mnoZine redlnych c¢isel rovnicu sinx — 2cosx = 0.

Vysledok: K = {1,10715 + km; k € Z}




