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Vzorce pre dvojnasobny argument
RNDr. Marian Macko

U: Predstav si, Zze by sme mali za tilohu nac¢rtnaf graf funkcie f : y = 2sinz cosz. Co by si
pri rieseni vyuzil?

Z: Asi by som nasobil hodnoty funkcii a pre niekolko hodnot x.

U: Ukazeme si, ze existuje iny, jednoduchsi tejto . Tento predpis bude suvisiet
iba s hodnotami jednej goniometrickej funkcie.

Z: Ako sa k nemu dopracujeme?

U: Vychodiskom nam budua . Pripomenime si najskor, ako sa dé& vyjadrit
sin(z + y) pomocou hodnoét sinz, siny, cosz a cosy.
Z: Plati:

sin(z + y) = sinz cosy + cos x siny.

U: Co dostaneme, ak oba argumenty v tomto vzorci budt rovnaké? Teda

Yy = .

Z: Namiesto y dosadim x a dostavam
sin(x 4+ ) = sinz cos x + cos z sin x.

Ale oba scitance na pravej strane si rovnaké, lebo v druhom scitanci mozZem zamenit
poradie ndasobenia.

sin(z + x) = sinx cosx + sinx cos x

U: Takze si dostal vyraz 2sinz cosz, ktory savisi s nasou ulohou. Podla tprav, ktoré si

previedol, tento nahradza hodnotu funkcie sinus pre dvojnasobok argumentu x.
Z: Aha! Ak som dobre porozumel, tak f y = 2sinxcosx nahradim tvarom
fry=sin2z .
U: Ano. Preto zadanej funkcie bude . Nagmensou periodou funkcie bude

¢islo 7. To Co je z rieSenia tejto tlohy dolezité je vzorec:
sin 2z = 2sinx cos .

Tento vzorec si treba pamétat. Vyuzijes ho pri rieSeni roznych dalsich uloh.

Z: Predpokladdm, Ze druhym doleZitym vzorcom bude vyjadrenie hodnoty funkcie pre
dvojnasobok argumentu.
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uU:

Ak vyuzijes
cos(z +y) = cosxcosy — sinzsiny,

tak jeho odvodenie nebude naroc¢né.

: Stact mi dosadit do suctového vzorca x za y a dostavam

cos(x + x) = cosxcosx — sinxsinx.

Sucin dvoch rovnakych hodnot cos x cos x nahradim druhou mocninou hodnoty funkcie
. Rovnako budem postupovat aj pri sicine sinx sinx.

: Dostanes druhy dolezity vzorec:

cos 2x = cos® x — sin® x.

Dost sa podobd na zdkladny vzorec cos® x + sin®x = 1.

: Preto davaj pozor, aby si ich nedoplietol.

C|C N

cC N

N(

: Ukézeme si vyuzitie tohto vzorca pri rieSeni jednej ilohy. Mame vypocitat hodnotu funkcie

kosinus pre 120 stupnov.

Mate na mysli zapisat 120 stupriov ako dvojnasobok 60 stupriov?

: Vidim, Ze ti rieSenie nebude robit problém. Pokracuj.

Dosadim do vzorca

2 2

Cos 2x = cos“ x — sin“ x

za premennt x 60 stupriov a dostdvam

cos 120° = cos (2 - 60°) = cos® 60° — sin”® 60°.

kosinus a sinus pre 60 stupniov patria medzi zname:

cos 60° = %, sin 60° = ?

: Po dosadeni mam

2
1 2
cos 120° = cos? 60° — sin? 60° = <—> — (ﬁ) )

Zlomky umocnim a potom odcitam. Dostavam

3 2

1 —
4 4 4

1
: Vysledok je <—2>.

Uloha by sa dala vyriesit eSte viacerymi sposobmi. Napriklad vyuzitim
pre funkciu . 120 stupriov sa da vyjadrit aj ako sucet 90 a 30 stuptiov.
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Z: Dobry ndpad. Potom do sictového vzorca cos(x + 1) = cosxcosy — sinxsiny stac? za x
dosadit 90 stupriov a za y 30 stupriov, takZe

cos(90° + 30°) = cos 90° cos 30° — sin 90° sin 30°.
_ 3 1
U: Dalej vieme, ze cos90° = 0, cos30° = 5 sin90° =1, sin30° = 7

Z: Dosadim a mdm

S

N | —

1
Opit sme dostali vysledok —5

U: Nakoniec odvodime vzorec aj pre hodnotu funkcie tangens dvojnasobného argumentu.
Nasou snahou bude dostat vyraz, ktory obsahuje iba hodnoty funkcie tangens premenne;j z.
Zacneme definiciou funkcie

Z: Podla definicie je tangens podielom hodnot funkcii sinus a kosinus. Preto plati

U: Po dosadeni vyrazov 2sinx cosz za sin 2z a cos? 2 — sin” z za cos 2z dostavame

sin 2x 2sinx cosx
2 2 x — sin?
cos2x  cos?x — sin

-
Z: Aj to si treba pamdtat?
U: Nie sme eSte na konci odvodenia. Nasim cielom je, aby vo vyraze na pravej strane boli iba

hodnoty funkcie tangens x. Preto vydelime ¢itatela aj menovatela vyrazom
cos? z, tak ako to vidi§ v raméeku.

2sin x cos &
2s8inx cosx

cos? r
cos?x — sin®z cos?x — sin®x

cos?

Z: V citateli zloZeného zlomku mozem kratit vyraz cosx.

U: Ano a s tipravou zlomku v menovateli zlozeného zlomku ti pomézem. Zlomok

2 .2 2 . 2
cos” xr — sin“ x ) ) cos*xr  sin“x o
——— rozdelime na rozdiel dvoch zlomkov S 5, tak ako to vidis v
o _cos?y cos?xr  cos’x

dalsom ramceku.

2sinx

COS T

2 2

Ccos‘“x sin“ x

cos?xr cos?x
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cos® T
Z: Vyraz maozZeme nahradit ¢islom 1.
cos?
_osing . ) in’ ,
U: A podiel vyjadruje hodnotu funkcie . Preto vyraz ——— nahradime druhou
~cosx ] cos?
mocninou funkcie tangens a mame
2tgx
1 —tg?x’
Dostali sme vysledny vzorec
2tgx
tg2r = 5
1 —tg°x
Ten plati iba za urcitych podmienok.
Z: Hodnoty funkcie nesmi byt rovné nule. To preto, lebo vijraz cos x je v menovateli
zlomku.
U: Tato podmienka zaroven urcuje . Vyries ju.

N«

. p . . . s . . v A
: Kosinus nadobuda nuloveé hodnoty, ak x je neparnym celociselnym nasobkom cisla 5

preto
x#@k+mg

kde k je celé cislo.
U: Podobna podmienka plati aj pre tg2x, takze
2x#@k+Dg
Po vydeleni ¢islom 2 dostavame
x%@k+D£
Spojenim oboch podmienok dostavame, ze

'

reR— {(2k+ 1)5, (2k + 1)2; ke Z}.
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Priklad 1: Bez urcenia hodnoty x urcte hodnoty sin 2x, cos2x, tg2x, cotg2z, ak plati cosx =
4

5)
ax ™)

Z: Hodnotu sin 2x by som vypocital podla vzorca sin 2z = 2sin z cos x. Ale nepozndm hodnotu
funkcie

U: Na jej urcenie pouzijeme

sin?z + cos?z = 1.

4\ 2
in? —— ] =1.
sin :I;+< 5)

16
in2 -~ -1
sin x+25

Dosad za vyraz cos z.

Z: Po dosadeni dostdvam
Umocnim

. ] : e 16 ] :
a od vyrazov na oboch strandch rovnice odcitam cislo % Teraz mdm rovnicu

16
.2
sin“x=1— —.
25
, o9
Na pravej strane dostanem cislo 25 teda
sinz = —.
25

U: Odmocnenim vyrazov na oboch stranach rovnice ziskame

sina| = 2
sinx| = —.
5
; : , . 3 , e
Podla zadania x patri do intervalu | 7; 5 ) Pre takéto redlne cisla je
hodnota funkcie zaporna, preto
, 3
siny = ——.
J

U: Mozes vypoditat hodnotu vyrazu sin 2.
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5 g . ) . ) 3
Z: PouzZijem teda vzorec sin2x = 2sinx cosz. Za vyraz sinx dosadim cislo — a za kosinus

e (3) ()

2
Dve zdporné cisla daji v sicine kladné cislo. Vysledkom bude cislo %

4
¢islo —=. Dostdvam

U: Ani vypocet hodnoty cos 22 nebude naro¢ny. Stac¢i pouzit vzorec

2 2

Ccos 2x = cos“ x — sin”“ x.

Z: Dosadim hodnoty za sinus a kosinus

4\? 3\ 2
cos2r =cos’x —sin’z=(—=| — (-2
5 5

a ked zlomky umocnim, mdm rozdiel

16 9
25 25
U: Vysledk dc¢itani zlomk L bude zl k7
+ Vysledkom po odéitani zlomkov oo a oo bude zlomok .
7
cos2r = —
25
Zostéva nam vypocitat hodnoty tg2z a cotg2x.
Z: To bude jednoduché. je pomer hodnét funkcii sinus a kosinus. Preto
tg2r — sin 2z
cos 2x
Dosadim za sin 2x vypocitani hodnotu — a za cos2x cislo —. Dostavam
24
o2 2
tg2r = 7=
25
U: Kedze je prevratenou hodnotou funkcie tangens, cotg2z bude rovny ¢islu TR t.
j.

7
tg2r = —.
cotg2z = o
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3
Priklad 2: Bez urcenia hodnoty x wurcte hodnoty sinx a cosz, ak plati cos2xr = 1 a
s
2z € (0; —).
2
Z: Kedse pozndm cos2x a mdm vypocitat hodnotu funkcie premennej T, pouzijem
vzorec

cos 2z = cos’ xr — sin® x.

Ale nepoznam hodnotu funkcie

U: Vyuwzijes iny vztah medzi hodnotami funkcii sinus a kosinus. Vieme, Ze plati
sin®z + cos®x = 1.

Vyjadri odtial druhtt mocninu hodnoty funkcie sinus a dosad do vzorca, ktory si uviedol
ako prvy.

Z: Od vyrazov na oboch strandch rovnice odcitam druhi mocninu hodnoty funkcie kosinus
premennej x a mam
sin?z =1 — cos®z.

Dosadim do vzorca pre hodnotu funkcie kosinus dvojnasobného argumentu. Dostdvam
cos 2z = cos® z — sin® x = cos® z — (1 — cos? x) ,
¢o po odstranent zatvorky da vysledok

cos2z = 2cos’xr — 1.

U: Vyjadrime odtial hodnotu cos . Pripoé¢itame ¢islo 1
1 + cos 2z = 2cos® z,
predelime dvomi
1+ cos2z

2
Nakoniec odmocnime. Pozor na to, aby si nezabudol na absolutnu hodnotu

1+ cos 2z
|cosz| = —

Z: Ako odstrinime absolitnu hodnotu?

COS2 T =
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U: Zohladnime zadanie tulohy. Vieme, Ze v zadani je uvedené, ze 2x € (O; g) Preto

T € (0; %) Pre takéto hodnoty argumentu x je cosz kladné cislo. Teda

/1 + cos2x
COST = #

Stac¢i dosadit zadan(i hodnotu a upravit ¢iselny vyraz.

3 ,
Z: Za cos2x dosadim hodnotu 7 vyraz pod odmocninou upravim na spolocného menovatela

a nakoniec zjednodusim zloZeny zlomok. Dostdvam

COST = =4/=.
8

U: Vysledok upravime tak, Ze &slo v/8 v menovateli ¢iastocne odmocnime. V menovateli

dostaneme 2v/2.
T VT VT

8 V8 22

Odstran este odmocninu z menovatela.

p.J;
(CENGEEN |

Z: Vyndsobim ¢itatela a menovatela zlomku ¢islom /2. Potom

VT V2 V14

COST = —= " —= = —.

2v2 V2 4

uU: sinus premennej x vypocitame zo vzorca

sin?z =1 — cos® .

14
Z: Za vyraz cosx dosadim vypocitani hodnotu —— a dostdvam

2
Vi4) . 14
- 16 16

.2 2
—1— —1— [ X=
sin” cos” (

U: Aj hodnota funkcie sinus bude kladné ¢islo, lebo x patri do intervalu (0; %) Preto

V2

siny = —.

4
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sin 2z

Priklad 3: Zjednoduste vyraz a urcte, pre ktoré redlne c¢isla x md viyraz zmysel.

1 —cos2z

Z: Vyraz sin2x v citateli nahradim vyrazom 2sinx cosz. Kosinus dvojndasobku premennej x
v menovateli nahradim vijrazom cos® x — sin® x, takZe

sin 2x 2sinx cosx

1—cos2xr 1-— (0052 r — sin® )
U: Odstranime zatvorky vo vyraze v menovateli a dostavame

2sInx cosx

1—cos?x +sin’x

Akym vyrazom sa d4 nahradit 1 — cos? v menovateli zlomku?
Z: 7o sin? x + cos® x = 1 sa dd tento vijraz nahradit vjrazom sin® x. Potom
mam

2sInx cosx

sin? x4+ sin® z

U: V menovateli zlomku dostaneme dvojnasobok vyrazu sin® z:

2sinxcosw
2sin? x
Z: Po vykrdteni zlomku vyrazom 2sinxz dostavame vysledok

COS T

sinx’
U: Ktort funkciu definuje podiel hodnot funkcii kosinus a sinus?

Z: Tento podiel urcuje hodnotu funkcie . Plati teda

sin 2x COS &
= — = cotgx.
1 — cos2z sin x

U: Vyraz ] 5 sa teda d& upravit na tvar cotgz. To je vysledok prvej ¢asti tlohy.
— cos 2w

Uréme este podmienky, za akych mé vyraz zmysel.

Z: V menovateli zlomku v zadanom vyraze je dvojélen 1 — cos2x. Musi byt rdézny od nuly,
lebo nulou nevieme delit.

U: M4&S pravdu. RieSenie podmienky 1 — cos2x # 0 vSak mozeme nahradif jednoduchsou

podmienkou. Sleduj eSte raz vyrazy v menovateloch zlomkov, ktoré vznikli pri tGprave.

Vyraz 1 — cos2x sme vyuzitim vzorcov nahradili postupne vyrazmi 1 — (cos2 r — sin? x),

1 — cos?x + sin® x a nakoniec vyrazom 2sin’z. Podmienku 1 — cos 2z # 0 moZeme teda

nahradif podmienkou sin” z # 0. A toto by si mal byt schopny vyriesit aj sam.

Z: Druha mocnina hodnoty funkcie sinus je rozna od nuly, ak hodnota sinx je rozna od nuly.
nadobida pre celociselné ndsobky cisla w. Preto v # kr, kde k je
celé cislo.
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U: Spravne. Vyraz je preto definovany pre

reR—{km;, keZ}.
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sin2x — cos2x + 1
sin 2z + cos2x + 1

Priklad 4: Zjednoduste vyraz a urcte, pre ktoré redlne cisla x md vyraz

zmysel.
Z: Najskor by som pri dprave vjrazu vyuzil vzorce pre dvojndsobny argument:

sin 2x = 2sinx cos 7,
cos 21 = cos® x — sin® .

U: M4s pravdu. Potom dostanes:

sin2x — cos2x + 1 28Iinxr cosx — (Cos2 x — sin? x) +1

sin2z +cos2rx+1  2sinzcosz + (COS21‘ —sin2x) +1

Z: Odstranim zdatvorky a mdm zlomok

2sinzcosx — cos?x +sin®x + 1

2sinzcosx 4+ cos2x —sin®z + 1

Dost komplikované. V citateli aj v menovateli zlomku su Styri

U: Ak urcité dva z nich das dohromady, mézes vyuzit
sin?z + cos® x = 1.

V ditateli sl to ¢leny — cos? 7 a 1. Nahradis ich vyrazom sin” z.

N(

. Aha! V menovateli spojim cleny —sin® x a 1, ktoré nahradim vijrazom cos® x.

U: Tieto Gpravy zhrnieme este raz do zapisu v ramceku.

2sinzcosx — cos?x +sin?z + 1 2sin z cosx + sin’ z + sin® x

2sinzcosx +cos2x —sin‘z -1  2sinzcosz + cos? x + cos? x

Z: Posledné dva cleny v citateli si rovnaké, daji sa vyjadrit v tvare 2sin’z. To isté plati
o poslednych dvoch ¢lenoch v menovateli. Akurdt je tam funkcia kosinus. Dostavam zlomok

2sin z cosx + 2sin’ x

2sinxcosx + 2cos? x’

U: K vysledku sa uz teraz dopracujeme pomerne lahko. V ¢itateli vyberieme pred zatvorku
vyraz 2sin x.

Z: V menovateli by som vybral vyraz 2 cos x.

U: Spravne. V oboch pripadoch zostane v zatvorke ten isty dvojclen sin x + cos z. Mame teda

2sin z(sin z + cos x)

2cosx(sinz + cosx)
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Z: KedZe vijrazy v zdtvorkdch si rovnaké, mézeme ich vykratit. Tak isto vykrdtime dvojky

a dostavame jednoduchy zlomok
sin

coszT

: Nie je to este vysledok. Zabudol si, ze takymto podielom je definovana hodnota funkcie

. Teda
sin2x — cos2zx + 1

sin 2x + cos2z + 1

= tg.

Urcit podmienky, znamend v§imat si vyrazy v menovateloch zlomkov, ktoré vznikli pri ip-
ravach. Vyraz sin 2z + cos 2x + 1 v menovateli zadaného vyrazu sme postupnymi tipravami
nahradili vyrazom 2 cos z(sinz + cos ) v zlomku pred kratenim.

. CliZe tento vijraz musi byt rozny od nuly, preto

2cosz(sinz + cosx) # 0.

: Stcin dvoch vyrazov je rozny od nuly, ked kazdy z vyrazov je rdzny od nuly. V nasom

pripade
2cosz(sinz +cosz) # 0 << cosx # 0 A (sinz + cosx) # 0.

Vyriesit prvi nerovnicu by nemal byt pre teba problém.

T
je rozny od nuly, ak x je rozne od nepdrnych ndsobkov cisla 5

xr # (2k + 1)%; ke Z.

cC N

N«

: S podmienkou sin z + cos x # 0 ti pomdzem. Od funkcii sinus a kosinus prejdeme k funkcii

. Najskor odc¢itame vyraz cosx
sinx # — cosw,
potom vyrazy na oboch stranidch vydelime vyrazom cos x. Ziskame podmienku

sinx

£ 1.

COS T

: Mohli sme delit vijrazom cosx ?
: Ano. Z prvej podmienky cosz # 0 predsa vieme, Ze kosinus nadobtida nenulové hodnoty.

: Rozumiem. UZ ste spominali, Ze podiel hodnot funkcii sinus a kosinus urcuje funkciu tan-

ST

gens. Teda podmienku # —1 moZeme prepisat do tvaru tgr # —1.

COos T

T
: Tangens nadobtida hodnotu jedna pre argument = rovny c¢islu 1 Zapornu hodnotu nado-

T T 3T
bida v intervale (5, 7r>. Preto je x rozne od cisla 7 — T ¢o je Cislo ik

. Ale funkcia tangens je , takZe tych cisel bude nekonecne vela.
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U: Najmensou periédou funkcie tangens je ¢islo 7. Preto podmienkou tgz # —1 vylacime

3
¢isla v tvare Z/ + k7, kde k je celé cislo. Zhrnutim rieseni oboch podmienok dostavame

3
:I:G]R{{(Qk+1)72r, fﬂm; keZ}.
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Priklad 5: V mnoZine redlnych cisel vyrieste rovnicu cos2xr — 2 = coszx.

Z: Najskor vyuzijem vzorec pre hodnotu funkcie kosinus dvojndsobného argumentu:

N(

cos 21 = cos® r — sin? .

Dosadim do zadania
cos’?r —sin?x — 2 = cosz.

: Chceme, aby v rovnici boli iba hodnoty funkcie kosinus. Preto druht mocninu hodnoty

funkcie sinus vyjadrime zo
sin?z + cos® x = 1.
Za vyraz sin® r dosadime dvojclen 1 — cos® z. Mame teda
2

cos“x — (1 —Cos2x) — 2 =coszx.

Uprav vyraz na lavej strane rovnice.

. Odstranim zdtvorku

cos’z —1+cos’z —2=cosz.

Mozem scitat druhé mocniny a ¢isla zvldst, dostanem

2¢cos’x — 3 = cos 1.

: Zapis rovnice sa podoba na tvar . Preto odcitame od oboch stran

rovnice vyraz cos x a usporiadame c¢leny

2cos’x —cosx — 3 =0.

Spomenuli ste kvadraticki rovnicu. Sposob jej rieSenia by som potreboval pripomendt.

: Namiesto vyrazu cos x v rovnici

2-(cosx)? —cosz —3=0

pouzijeme neznamu, napriklad u. Kvadraticka rovnica pre neznamu u bude

mat tvar
2u2 —u—3=0.

Korene kvadratickej rovnice vypocitas pomocou vzorca, ktory mas v ramceku.

—b+ Vb2 — 4ac

2a

U2 =

: Kde v nasom pripade a = 2, b = —1 a ¢ = —3. Dosad do vzorca a vypocitaj hodnoty

neznamej u.

N«

: Po dosadeni do vzorca dostanem pod odmocninou c¢islo 25.
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C N

N«

. Pre znamienko plus v citateli zlomku dostanem u; =

: Odmocnina z ¢isla 25 je rovnd cislu 5, a teda

14+5
U1 = —.

4

: To ¢islo pod odmocninou sa nazyva . Pokracuj dalej vo vypoctoch. Rozdel to

na dva pripady.
1+5

3
, a to je zlomok 3 Analogicky

pocitam, ak v citateli zoberiem znamienko minus. Vtedy us = je rovné cislu —1.

: Pre kazdu hodnotu substituc¢nej neznamej u treba este urcéit hodnoty neznamej x, lebo
. 3
cosx = u. Najskor vyriesme pripad, ked u = 3 bude

X
mat tvar cosz = 5

. Tdto rovnica nebude mat riesenie.

: Preco?

3
: Kosinus nadobida iba hodnoty v rozpiti od —1 do 1 vrdtane. NemozZe mat hodnotu —, lebo

to je viac ako jedna.

: Spravne. Ani rieSenie druhej rovnice pre pripad u = —1 nebude tazké. Funkcia kosinus

nadobuda v zdkladnom intervale (0; 27) hodnotu —1 iba raz, pre x = 7. KedZe funkcia
kosinus je periodickad s najmensou periédou 2w, vSetky rieSenia tejto rovnice mozeme
vyjadrit v tvare ©x = 7 + k - 27, kde k je celé ¢islo. Teda

K={r+k 2mkelZ}.

Uloha : V mnoZine redlnych cisel vyrieste rovnicu sinx + sin 2z = 0.

2 4
Vysledok: K = {lmr, T okr, X 9%k ke Z}

3 3




Ma-Go-14-6 | List 16

Priklad 6: Vyjadrite sin 3x ako vyraz obsahujici sin x.

Z: Viraz 3z sa dd zapisat ako sucet ingch dvoch virazov. Napriklad = a 2.

U: Dosadime do zadania a vyuzijeme
sin(a + b) = sina cos b + cos a sin b.
V nasom pripade a =z a b = 2.

sin 3x = sin(z + 2x) = sin x cos 2z + cos x sin 2.

Z: Teraz by som vyuZil vzorce pre hodnoty sinus a kosinus dvojndsobného argumentu

sin 2x = 2sinx cos 7,

cos 2z = cos® xr — sin® .

Dosadim

sin 3z = sinx cos 2z + cos x sin 2x = sinx (C082 r — sin? .CL’) — COSZ - 2sInxcos .

U: Roznésobime zatvorku a v druhom za znamienkom minus vyuzijeme to, Ze sucin
cos x - 2sin x cos x sa da vyjadrif v tvare 2sin x cos® x.
sin x cos?  — sin® x + 2sin x cos® ©

U: Dalej to upravime na tvar
3sin x cos® z — sin® 7.

Z: To je vysledok?

U: Nie. Vo vyslednom vyraze, podla zadania, nesmie byt hodnota funkcie . Vyraz
cos? x vieme vyjadrit zo zdkladného vzfahu medzi hodnotami funkcii sinus a kosinus.

Z: Aha! Viem, Ze plati sin® x + cos’>x = 1. Za vijraz cos®>x teda dosadim vyjraz 1 — sin

Dostdvam
3sinz cos’ x — sin®x = 3sinx (1 — sin? :1:) —sin® 2.
U: Vyrazy staci roznasobif a dostaneme
3sinz — 3sin®z — sin® 2.
Potom sc¢itame tretie mocniny vyrazu sinx a mame vysledok

sin3z = 3sinz — 4sin® 7.
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Uloha : Vyjadrite cos 3x ako vyraz obsahujici cos x.

Vysledok: cos 3z = 4cos®z — 3cosz
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Priklad 7: Nacrtnite graf funkcie f : y = sinx cosx na intervale (—m; 2m).

U: Najskor upravime vyraz na pravej strane v f- S ktorym vzorcom stvisi
vyraz sinx cos x?

Z: S hodnotou funkcie sinus pre argument 2x. Ale to by tam musel byt dvojndsobok vyrazu
sinz cosx, lebo plati
sin 2z = 2sinx cos .

U: Z toho dovodu hodnota vyrazu sin x cos z bude predstavovat polovicu vyrazu sin 2z,

sin 2z
5

sinx cosx =

Po dosadeni do predpisu zadanej funkcie dostavame

sin 2z
fry=—
Vies, aky geometricky vyznam maju jednotlivé koeficienty v tomto predpise?
Z: Pamitdm sa, Ze cislo 2 v menovateli zlomku zmeni . Pre funkciu
y = sinx patria funkéné hodnoty do uzavretého intervalu (—1; 1). Teraz sa zmenia na po-
lovicniu hodnotu. Teda y € —%; §> Ako sa prejavi na ¢islo 2 v argumente

2x, potrebujem vysvetlit.

U: Argument 2z v predpise y = sin 2z meni

Z: Nikdy neviem, ¢i sa zvdcsi alebo zmensi.

U: Hodnoty argumentu 2z rastt dvakrat rychlejsie, ako hodnoty argumentu x vo funkcii
y = sinx. Preto funkcia y = sin 2z nadobudne hodnoty na zakladnom intervale (0; 27)
dvakrat rychlejsie v porovnani s funkciou y = sinz. Perioda sa dvakrat zmensi. Pre
funkciu y = sin 2z bude najmensou periodou cislo .

Yy
1] y =sinz y = sin(2x)
) T
0 5 3 27
14+
Z: Na intervale (0; 27) sme nacrtli zdkladni cast dvakrat.
U: Ano. Nezabtidaj ale, Ze nasou tilohou je nactrnuf f na uzavretom intervale

(—m; 2m).

Z: Tak tam nacrineme este jednu zdkladni cast na intervale (—m; 0).
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y = sin(2x)

<
w‘“
<’
3

1
U: V Gvode si spravne povedal, Zze oborom hodnot funkcie f : y = 3 sin 2x bude uzavrety

) 1
interval <

33

¢islu 1, budt teraz hodnoty rovné jednej polovici.

>. Tam, kde boli na grafe funkcie y = sin 2z rovné

buda rovné ¢islu ——.

Nulové hodnoty zostanii nezmenené. Ostatné hodnoty budia polovicou hodnét z grafu

funkcie y = sin 2z.

D= —_
y y
+ +

y = sin(2x)

y 2\ sin(2z) A
x

#Eviva
RS RS
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Priklad 8: V mnoZine redlnych cisel vyrieste rovnicu sin2x = tgx.

Z: Vyraz sin2x by som nahradil vijrazom 2sinx cos x podla vzorca
sin 2z = 2sinx cos x. Dostanem rovnicu

2sinx cosr = tgx.

U: Aj hodnota funkcie sa da vyjadrif cez hodnoty funkcii a

Z: Spominam si. Tangens je definovany ako podiel funkcie sinus a kosinus.

sin &

tgr =

CcosST

U: Po dosadeni do rovnice dostaneme

sin x

2sinxcosx = .
Ccos

Pokracuj v rieseni rovnice.
Z: Vo vyrazoch na lavej, aj pravej strane rovnice je hodnota sinx. Rovnicu by som tymto
vyrazom vydelil.

U: Pozor! Tato tprava nie je dovolena. Vyraz sinz nadobida aj nulové hodnoty. Nulou
delit nemdzeme. Stratil by si ¢ast rieSeni zadanej rovnice. Oba vyrazy radsej prenes na
jednu stranu rovnice a porovnaj s nulou na druhej strane rovnice.

< sin x

Z: Od vyrazov na oboch strandch rovnice odcitam vyraz , potom
cos T
) sinx
2sinz cosx — = 0.
cos T

Pred zdtvorku by som vybral vyraz sinx, takZe mdm

1
sinx(2cosx— ) = 0.
CcoS T

v zatvorke upravime na spolo¢ného menovatela takto:

) (2003295—1)
sing | — | = 0.

U: Vyraz 2cosx —
cos T

COs T

U: Kedy sa suc¢in dvoch rovnd nule?

N(

Ak jeden alebo druhy vyraz je rovny nule.

U: V nasom pripade plati

2cos?x — 1
sinx<&) — 0o sinz =0V (2co8’z —1=0).
COsS ™
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y4

: Preco ste nenapisali cely zlomok, ale iba jeho citatela?

: Lebo plati, ze zlomok sa rovné nule prave vtedy, ked je ¢itatel rovny nule. Pokrac¢ujeme

v rieSeni. Vyriegit prva rovnicu sinz = 0 by pre teba nemal byt problém.

nadobida nulové hodnoty pre celociselné nasobky ¢isla 7. Preto v = kn, kde k
je celé cislo.

-V rovnici 2cos? x — 1 = 0 st schované dve . Ziskame ich

postupnymi tpravami. K obom stranam rovnice pripoc¢itame ¢islo 1
2cos’zr =1

a vyrazy odmocnime,

V2| cosz| = 1.

: Preco ste zapisali absolitnu hodnotu?

: Lebo vieme, 7e plati Vu? = |u|. Ak v naSom pripade rovnicu v/2|cosz| = 1 vydelime

odmocninou z dvoch, dostaneme

1
|cosz| = —.

V2

: To znamend, Ze hodnota kosinus moze byt rovnd plus alebo minus ¢islo —.

V2

1
: Mas pravdu. rovnice cosxr = 7 zodpovedaju bodom na jednotkovej

kruznici v I. a vo IV. kvadrante. To preto, lebo funkcia realnemu cislu z priradi

sturadnicu z,; bodu M na . T4 méa byt podla rovnice rovné ¢islu —.

V2

™ s e .
Tato hodnotu nadobtida funkcia kosinus pre z = 1 Vies urcit riesenie zodpovedajuce
IV. kvadrantu?

: Potrebujem poradit.

: Pozri sa na jednotkovi kruznicu. Plny uhol predstavuje velkost 27 v radidnoch. Situécia

vo IV. kvadrante je symetricka so situaciou v I. kvadrante podla osi x.

I
e
<[

.

8

7 i
Uz si spominam. RieSenie zodpovedajice IV. kvadrantu bude xo = 27 — T co je cislo T
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U: Vieme este, ze funkcia kosinus je s najmensou periodou 2mw. Preto vsetky
1

rieSenia rovnice cos x = —= urcuje mnozina, ktortt mas v ramceku.

V2

K2:{§+2kﬂ', 7—7T+2k:7r; kEZ}

4

U: Vyries takto aj poslednd rovnicu

1
COST = ———=.
V2
Z nadobida zaporné hodnoty pre zodpovedajice bodom na jednotkovej
2 1
kruznici v II. a v III. kvadrante. Aj tu vyuzijem, Ze cosg = \2[ = ﬁ Hodnotu zodpo-

T
vedagucu II. kvadrantu uréim ako rozdiel ¢isel m a —. Sucet tychto cisel bude zodpovedat

bodu na jednotkovej kruznici v III. kvadrante. Preto plati

B 7T_37T‘ B +7T_57T
1 =T 4—4,.7)2—71' 4—4
Yy
1

N

1
U: Vsetky rieSenia rovnice cosx = % dostaneme, ak zohladnime, Ze funkcia kosinus je
periodicka s najmensou periédou 27. Teda
3 5
Ks = {£+2k:7r, Z7T+2k7r; kEZ}.

Z: Vysledok riesenia rovnice zo zadania dostaneme, ak spojime vsetky tri ¢iastkové riesenia?

U: Ano, ide o zjednotenie mnozin korenov pre tri jednoduchsie rovnice, ktoré sme v rieseni
dostali. Preto K = K3 [JK2|JK3 a je uvedend v poslednom ramceku.

K=KiUKyUK; = {/mr, g—#?lm, :%T—i—ZkW, %—I—Qkﬂ', %T—i—Qk:?T; kEZ}




