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Vlastnosti funkcii sinus a kosinus
RNDr. Marian Macko

U: Tak, ako u ostatnych funkcii, aj pre a je dobré poznat ich vlastnosti.
Pripomenime si definicie tychto funkcii na jednotkovej kruznici.

Z: Ak redlnemu islu x priradime na bod M tak, Ze dizka oblika JM je
rovnd c¢islu x, tak
Yy =Sinxr a Ty = Ccosx.

U: Tato ndzorna predstava umoziuje pochopit vlastnosti danych funkcii.

Na nacrt grafov funkcii, urcovanie podmienok pri tpravach vyrazov, rieSenie rovnic je
dobré poznat nulové body.

Z: Teda tie redlne ¢isla x, pre ktoré je rovna 0.

U: Urc najskor vsetky redlne cisla x, pre ktoré sinz = 0.

Z: To nebude narocéné. Staci urcit na jednotkovej kruznici vsetky body, ktorych y-ovd suradnica
je rovnd nule. Také body si dva: A[l; 0] a B[—1; 0]. Tie si priradené redlnym éislam
r1=0axy=m.

U: Ak vyuzijeme, ze funkcia je , nulovygmi bodmi funkcie sinus s vSetky realne
¢isla v tvare x = 04 2k, a tiez v tvare x = 7 + 2k, kde k je celé ¢islo. Co myslis, nedalo
by sa to skratit do jedného tvaru?

Z: Mate pravdu, c¢isla sa opakuji pridanim ndsobkov cisla .

ooy 2wy —my 05 my 2w L.

U: St to celocdiselné nasobky ¢isla w. Daju sa vyjadrit v tvare
k;

kde k je celé cislo.
Ako to vyzera pre funkciu kosinus?
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Z: Vyriesim analogicky. Bude ma zaujimat x-ovd siradnica. Také body si tieZ dva:

3
C'[0; 1] a D[0; —1], ktorym zodpovedd x = g alebo ?W
U: Nielen tieto, ale aj
3n wm w31
Y 2 ) 27 27 2 Y
Z: Stdle je tam nejaky ndsobok cisla g
U: Néasobok vyjadruja neparne c¢isla: ...; —3; —1; 1; 3; 5; 7; ...
y4

: Nulovymi bodmi funkcie kosinus su teda neparne nasobky cisla g V akom tvare
ich zapiseme?

U: Parne ¢islo je nadsobkom c¢isla 2, zapiSe sa v tvare 2k; neparne cislo je o 1 viac ako parne,

zapiSe sa v tvare 2k + 1, kde k je celé ¢islo. Nulové body funkcie kosinus mozno zapisaft

v tvare
T

x:(2k+1)2

kde k je celé cislo.

U: V téme pri zavedeni pojmov sinus a kosinus sme urcili aj
Z: U oboch funkcii je to uzavrety interval (—1;1).

U: Tato informécia ndm déva predstavu aj o dalsich vlastnostiach. Co myslig, st dané funkcie
alebo mozu maft ?

Z: KedZe hodnoty funkcii sinus a kosinus si z uzavretého intarvalu (—1;1), obe funkcie st
ohranicené, zhora ¢islom 1, zdola —1. Tieto hodnoty by mohli byt aj hodnotami extrémov.

U: Ide o najviicsie, respektive najmensie hodnoty, ktoré mozu funkcie nadobudnit, takze
méas pravdu. Vyuzi jednotkovt kruznicu a uré, pre ktoré x € (0; 27) nadobtda funkcia
, a pre ktoré

1|B
T C A 0
-1 0 J2rx
—1|D
-

Z: Pre sinus je maximum 1, zaujima ma bod B[0; 1], ktory je priradeny redlnemu cislu

g. Minimum je —1, ktorému zodpovedd bod D [0; —1] a redlne ¢islo ?ﬂ




Ma-Go-04-T| | List 3

uU:

Pre funkciu kosinus urc¢ime analogicky:
mazximum je 1 pre r = 0, vzhladom na bod A[l; 0] a minimum je —1 pre x = T,
vzhladom na bod C'[—1; 0].

c

C N C N

C N

: Super! Tak podme na to. Zoberme x € <O; —>.

T
: Pamétas na riesenie ulohy cos <—T) v predchadzajtcej téme?

Islo to celkom v pohode.

: UkéZeme si, Ze sa da vyriesit aj inym spdsobom. Skisme porovnat cosz a cos(—z).

Tusim, kam mierite. Chcete zistit, i je , alebo
70
2

Cislu —z priradime bod na jednotkovej kruznici, ktory patri do IV. kvadrantu.

: Ano. Porovnajme hodnoty. Uvedom si, %e obrazok je symetricky podla osi z. Navyse,

kosinus nepredstavuje dizku tsecky, ale stradnicu bodu.

Y

: Dostali sme, Ze funkcia kosinus je parna, lebo x-ové suradnice bodov st rovnake.

cos(—x) = cosx

: Nie je to sice dokaz, ale pre predstavu to stac¢i. Neviem, ¢i si uvedomujes, ale

x pouzivame v obrazku v dvoch vyznamoch. Ako oznacenie jednej zo siradnicovych osi a
ako realne ¢islo, ktorému na jednotkovej kruznici priradujeme bod. Pre to redlne ¢islo x
urcujeme . Z vah a povedaného vzdy doteraz bolo a bude zrejmé,
v akom vyzname symbol x pouzijeme. Je to ako napriklad zo symbolom a v geometrii.
Oznacuje usecku, ale aj priamku.

: Zadani ulohu by som mohol teraz riesit:

10 10
coS (—TW) = COS (Tﬂ), lebo kosinus je pdrna funkcia.
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U: V dalsich vypoctoch by si uplatnil ndm uZ znéame vlastnosti danej funkcie. Pre néas teraz
nie je dolezity cely vypocet.

L . L . T
Preskiimajme este funkciu sinus. Vezmi teraz x € <—; 7r>.

Z: sinz a sin(—x) maji rovnaki velkost, lisia sa vsak znamienkom.

U: Aj teraz je obrazok symetricky pola osi z. Funkcia sinus je teda neparna. Plati:

sin(—z) = —sinx

Z: Nerozobrali sme este, kde su funkcie sinus a kosinus , a kde
U: Vypocet hodndt, kladnost a zdpornost hodndt v zévislosti od kvadrantov naznacuji, aby
b
sme to zohladnili aj pri skiimani tejto vlastnosti. Zoberme najskor interval <0; §> a v om

3 Cisla 1 < x9 < x3 tak, aby sme porovnali hodnoty sinus a kosinus.
Yy

1 2
T e

Sin x9
sin

T
Z: Je to dost ndzorné na to, aby som povedal, Ze funkcia sinus bude na intervale <0; §>
rastica, lebo y-ovd suradnica bodu Ms je najvicsia a bodu My najmensia.

U: Pre kosinus plati obrateny vztah: cos x; > cosxy > cos x3.

Z: Kosinus je na intervale <O; g> klesajuca.
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™
U: Analogicky sa to d& zistit aj pre ostatné uzavreté intervaly <§, 7r>; <7r;

3
2

)

I

(

3
—W; 27T>.
2

Stadi si véimat, ako sa menia stiradnice bodu na jednotkovej kruznici. Ci sa zvicSuju, alebo
zmensuju, ak sa bod na obliku v danom kvadrante pohybuje v kladnom smere, teda realne
&islo z sa zviadsuje. Tu je prehladovd tabulka pre monoténnost.

AITIEIGD
sin / AN N\ /!
COS T \, \ / /

: Symbol /" znamené rastica a symbol \, znamend klesajica.

: Zostéava nam urcitf, ¢éi dané funkcie st . 'V odpovedi na otdzku by mohla pomoct

funkecii.

: Su periodické, nadobidaji ti isti hodnotu pre nekonecne vela redlnych ¢isel. Funkcie
sinus a kosinus preto nie st prosté. Prostd funkcia moze mat dani funkcénid hodnotu
1ba pre jedno x.

: VSetky uvedené vlastnosti sa daju vycitat aj z grafov funkcii sinus a kosinus.

: Preco sme to neurobili? Ved v pripade ingjch funkcii sme vZdy najskor nacrtli grafy a aZ
potom urcovali vlastnosti.

: Mas pravdu. Pre lepSie pochopenie obsahu pojmov sinus a kosinus je vSak

vhodnejsim sposobom. Vyuzijes to aj pri rieSeni rovnic, nerovnic, uplatneni vzta-
hov medzi hodnotami goniometrickych funkcii a podobne. Samozrejme mnohé z tychto
problémov sa daju riesit aj cez grafy. Budes mat moZnost porovnat.
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Priklad 1: Rozhodnite, ktoré z vyrokov si pravdive:

N(

T T , i ) .
: Mas pravdu, 1 < 3 Aky je potom vztah medzi sin - a sin =7

) . < si
S J— p—
a) sin - <sin -,
4 om
b — > cos —
) cos 3 > 083

™ ™

: Nacrtnem si obrdzok a vyznacim body, ktoré su priradené realnym cislam 7 %3 "o

3
. Body budu v I. kvadrante.

VR ™ T )
: Vies cisla 1 a 3 porovnat?

: To nie je problém. Tretina celku, teda aj c¢isla 7, je urcite viac ako Strtina.

e

wly

™

3

™ ™
: Hodnoty sin 1 sing predstavuji y-ové suradnice bodov A a B. Z obrdzka je zrejmé, Ze

LT .
ya < Yp, a preto sin 1 < sin 3

: Zistil si, ze vyrok je pravdivy. Ako argument na zdoévodnenie pravdivosti vyroku si vyuzil

T
to, ze je na intervale <0; §> rastuca.

. Pri riesent ulohy po b) si taktieZ pomoZem obrdzkom. Najskor ale urcéim, do ktorych kvad-

Adm  dm
rantov patria body na , ktoré su priradené€ cislam 3 a—.

3
4
7; =7+ g a to je IIl. kvadrant

om
— je wviac, takZe to je IV. kvadrant.

5% 6r w

T
: Mas pravdu: — = — — — =21 — —.

3 3 3 3
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Z: Ale kosinus je v I1l. kvadrante zdporny a v IV. kvadrante kladng.

L. 4 o
U: To znamena, Ze cos 3 < 0 < cos 3

N«

5 4
: CoS ?ﬂ > coS ?ﬂ Viyrok je nepravdivy.

Uloha 1: Rozhodnite, ¢ virok je pravdivy:

sin 300° > sin 301°.
Vysledok: vyrok neplati
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Priklad 2: Urcte, v ktorych intervaloch siu funkcie sinus a kosinus sucasne rastice.
U: Uvazuj zatial podmnoziny intervalu (0; 27).

3
Z: je na intervale <O; g> a na intervale <27r, 27T>.
. . 3T . 3r
je na intervale ( ; > a na intervale > 27 ).
U: Aké je teda odpoved na otéazku?

3m
Z: Obe funkcie su sucasne rastice na intervale <2; 2ﬂ>.

U: Vzhladom na sinus a kosinus sa tato situcia bude opakovat aj v dalsich
intervaloch.

Z: Interval <77T, 27T> sa posunie o celociselné ndsobky ¢isla 2w doprava alebo dolava.

U: Ulohe teda vyhovujt aj intervaly znizornené na &selnej osi:

| |
T T T T T T

| | | | ——
—2m -7 0 ™ 2w 3 | 4m T

27
U: VSeobecne sa kazdy z tychto intervalov dé zapisat v tvare:

3
<2Tr + 2km; 27w + 2k7r> ,

kde k je celé cislo.

N«

: Nedd sa povedat, Ze obe funkcie si rastice na vsetkych tychto intervalov?

c

: Nie. Periodickost znamenad, Ze hodnoty v posunutych intervaloch sa buda opakovat. Nie
pre kazda dvojicu x1, x5 zo zjednotenia intervalov by platila podmienka definicie
ak z1 < xq, tak f(x1) < f(z2).
Stadi zobraf napr. 1 = 27 a 1y = 4.

Plati sice, ze 27 je menej ako 4w, ale sin 2w ako aj sin4rm je rovny nule a to odporuje
definicii rastiicej funkcie. Preto rieSenim nie je zjednotenie intervalov, ale kazdy interval
zvI&st.

Z: Aha, rozumiem. Riesenim je teda kaZdy z uzavretyjch intervalov

<3§ + 2km; 27+ 2]€7T> ,

kde k je celé cislo.

Uloha 2: Urcte, v ktoriych intervaloch su funkcie sinus a kosinus sucasne klesajice.

Vysledok: <g I P 2k7r>, kde k je celé &slo.
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Priklad 3: Pre ktoré redlne hodnoty parametra a md rovnica

N«

1—a
2

sinx =

s nezndmou x v mnozine redalnych c¢isel asporn jedno riesenie?

: Opit . Netusim ako to vyriesim.

: Iba zapis zadania tlohy vyzera odstrasujico. Jej rieSenie nebude vobec naroc¢né. Skisme

najskor pochopit zapis zadanej rovnosti. Co nam hovori na lavej strane? Aké
moze nadobudat, ak za nezndmu x budeme dosadzovat Iubovolné realne cisla?

: No, moze nadobidat iba hodnoty od —1 do 1.
: To znamena, Ze pre kazdé redlne ¢islo x plati —1 < sinz < 1, a teda aj pre tie x, ktoré st
rieSenim pri vhodnej volbe parametra a na pravej strane.
1—a
A teraz vyraz na pravej strane. Mala by rovnica riesenie pre x, ak by vyraz

na pravej strane rovnice mal hodnotu 27

: To urcite nie, ved sinus nemoze byt 2. On nemoze byt dokonca viac ako 1, ani menej ako

1—a

—1. Chcete tym povedat, Ze aj viraz musi maf hodnoty od —1 do 12

: Pochopil si pointu tlohy. Zac¢ina té jednoduchsia ¢ast rieSenia tlohy. Potrebujes vyriesit

dve jednoduché

_1S1—a

<1
=5 =

: Najskor vyriesim prvi nerovnicu. Obe strany nerovnice vyndsobim dvomi, potom odpocitam

jedna. Pri nasobent oboch stran nerovnice cislom —1 zmenim znak nerovnosti.

1—a

2
—2<1-—a

-3< —a
3=2a

1<

: Ndsobenie oboch stran nerovnice zapornym ¢islom si zvladol velmi pekne. RieSenim prvej

nerovnice je teda interval (—oo; 3). Vyries druht nerovnicu.

: Budem riesit analogicky. Vyndsobim dvomi, odpocitam 1 a nakoniec vyndsobim ¢islom —1.

Pri poslednej uprave zmenim znak nerovnosti.

1—a

2
l1—a<2

—a <1
a= —1

<1
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Z: Riesenim druhej nerovnice je interval (—1; o).

U: Obe nerovnice maju platit sucasne, takze rieSenie pre parameter najdeme ako
ziskanych ¢iastkovych rieseni:

]

2 -1 o0 1 2 3 4 5 =

Z: Ulohe vyhovuje parameter a € (—1; 3).

Uloha 3: Pre ktoré redlne hodnoty parametra a ma rovnica

a+2
a—3

s nezndmou x v mnozine redlnych c¢isel aspor jedno riesenie?

1
Vysledok: a € (—oo; —>

COST =

2
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Priklad 4: Urcte definicny obor funkcii:

N«

N«

3
a) fry=——,
sin
cos T
b)gy=—"—"—-.
cosx — |cos z
: Aké podmienka musi platit pre , ktorej predpis obsahuje na pravej

strane zlomok?

: V menovateli nesmie byt nula.
: Pre zadanu funkciu mame teda vyrieSit podmienku sinz # 0. Inymi slovami, z mnoziny

realnych c¢isel mame vylucit tie ¢isla x, pre ktoré sinx = 0.

: Sinus sa rovnd 0 pre x = km, kde k je celé cislo.
: To znamena, Ze realne ¢isla v tvare k7 do definiéného oboru funkcie f nebudi patrif.

Defini¢ny obor funkcie f zapiseme v tvare:

D(f) =R —{km;, ke Z}.

: Ulohu po b) vyriesi§ analogicky.

. Ale podmienka je zloZitejSia: cosx — |cos x| # 0.

S absolutnou hodnotou potrebujem pomdoct.

: Absoliutna hodnota je vidy nezaporné realne ¢islo, pricom jej vypocet zavisi od toho, ¢i

¢islo, ktorého absolitnu hodnotu pocitame, je nezaporné, alebo zaporné.

: Rozlisime teda dva pripady?

. AHO.

Podla definicie absolitnej hodnoty |a| = a, ak @ = 0 a |a|] = —a, ak @ £ 0. V nasom
pripade:

1. ak cosz = 0, tak |cosz| = cosz a podmienka cosz — |cos x| # 0 sa zmeni na tvar:

cosx —cosx # 0, po tprave 0 # 0.

: To nie je nikdy pravda. Teda také redlne ¢isla x, pre ktoré cosx = 0, do

g nepatria.

: Ak cosz < 0, tak |cos x| = — cosx. Pokracuj v rieSeni druhého pripadu.

: Podmienka cosx — |cosz| # 0 sa zmeni na tvar:

cosx — (—cosz) #0

a po uprave:
2cosx #0 <& cosx # 0.

7/ Y o . 7/ v/ 7 7/ 7/ 7/ v/ ﬂ-
Mdm vylucit tie redlne c¢isla, pre ktoré cosx = 0 a to si nepdrne ndsobky ¢isla 5
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U: St to ¢isla v tvare (2k + 1)%, kde k je celé ¢islo.

U: Zostéava eSte vyrieSit podmienku, pre ktoré redlne ¢isla x plati cosz < 0.

Z: PomozZem si

IR

N
S

N«

c T 31
T - —
2 2

U: V predpoklade cosx < 0 je ukryta aj nerovnost cosx # 0, ktorti sme dostali po ipravach.
Z toho dovodu sme ju nemuseli riesit. Pre iplné vyrieSenie tilohy je nutné este zohladnif,
ze funkcia je s najmensou periodou 27.

< T 37
Z: Int = —
nterva <2, 5

U: Defini¢ny obor mozeme zapisat v tvare, ktory je uvedeny v ramdceku.

D(f)=U <E+2]€7T; 3§+2k7r>

> sa postva o ndsobky periddy 2w doprava a dolava.

keZ 2

U: Je to nekonecného poctu intervalov, ktoré dostaneme, ak za k dosadime vsetky
celé cisla.

Uloha 4: Urcte definicng obor funkcie:

2sin’ x
h:y=——.
2 —coszx

Vysledok: D(f) =R
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Priklad 5: Urcte vsetky x € (0;27), pre ktoré plati:

. .
SIxy = S1n —.

5
~ e d . V. 7/ 3 7 7T
Z: Tak tuto ulohu vyriesim metodou kuknem a vidim: x = "
U: Je to sice jedno z rieSeni v uvedenom intervale, ale nie je jediné. Vrafme sa radsej k
a geometrickej interpretacii . Urob nécrt a vyznac priblizne
.
hodnotu sin 5
Yy
1
M) M
S P
™ 5 5
-1 0 J
-1

Z: Jasné. Pre sinus pracujem s y-ovymi suradnicami bodov na jednotkovej kruZnici, a taki
isti y-ovi suradnicu ako bod M md aj bod M’ v II. kvadrante.

U: Ddfam, Ze nebude problémom, vyjadrit k tomuto bodu M’ zodpovedajice z.

Z: Vypocitam ho tak, Ze od hranicnej medze II. kvadrantu, ¢o je m, odrdtam g
9]
B T Ar
B 5 5
T A4Ar
U: RieSenim ulohy st dve ¢isla = & { }
Uloha 5: Urcte vSetky x € (0;2m), pre ktoré plati:
14n7
COS T = COS =

4T 67
Vysledok:
ysledo x6{5 5}
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Priklad 6: Porovnagte:

N«

Z:

. Am . om
sin— @ sin—.
7 8
NP T T , “ . .
: Je zrejmé, Ze obe hodnoty — ey st mensie ako 7; patia do intervalu (0; 7).
Z hladiska monotdénnosti sa nesprava v 1. a II. kvadrante rovnako. Potrebu-

jeme informéciu o intervale upresnit.

4 diely zo 7 je urcite viac ako polovica, a to isté plati pre 5 dielov z 8. Hodnoty patria do

. T
mtervalu <§, 7r> )
5%

.o Am 5w . , 4
: Na to, aby sme porovnali sin — a sin Y staCi nam porovnat argumenty — a —, lebo

7 8
™
na intervale <§, 7r> je funkcia sinus klesajica. Dokéaze$ ich porovnat?

4 5 . .
: Zlomky = a = upravim na rovnakého menovatela. Ten z nich bude vicsi, ktory md vicsieho

Gitatela. Upravim:

4 4 8 32 5 5 7 35
778 56 8 87 56
co je viac.
: Zistil si, ze A < @ Aky bude vztah medzi hodnotami, ak vieme, Ze na uvazovanom
intervale je funkcia sinus ?
4 . om

: Opacng: sin — > sin —.

: Aj ked sme rieSenie tlohy zvladli, pripomeniem, Ze ju mozes riesit aj vyuzitim

. To v pripade, ak si vlastnost monoténnosti zabudol.

Vlastne v obrdzku ju opdt objavim.

Uloha 6: Porovnajte:

cos(—11) a cos(—11,1).

Vysledok: cos(—11) < cos(—11,1)
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Priklad 7: Vypocitajte:

67T
cos| —|.
6

U: Vyuzijeme funkcie , teda cos(—z) = cos .
. 67 67
Z: V nasom pripade cos <_T) = cos 5
677 .. , ., 67w " L ,
U: Kedze 5 > 27, vyuZijeme . Cislo 5 zapiSeme v tvare suctu nasobku

najmensej periédy 27 a ¢isla xy € (0; 2m).

™
: Zlomok —— sa dd vyjadrit v tvare 107w, Toto c¢islo vyjadruje pitndsobok najmense;j periddy

N«

27 funkcie kosinus:

677r_ 607r+77r B 10 +77T B T
CoS 5 = CoS 5 5 = COS T 5 —0086

> . v C oy m L, s
U: Spravne si pouzil periodickost. Pripomenme si, Ze hodnota cos 3 bude suvisiet s hodnotou
7T > ’ d 7’
vo vyznacnom bode s Znamienko plus, alebo minus zohladnime podla toho do ktorého
s
kvadrantu patri 5

77r_67r T

Z 5 s Te=" + % Je to III. kvadrant. Tam je kosinus zaporny.
Y
- @
J T
—1
) s T s
U: Plati: cos 5 = coS <7r + E) = — oS i lebo cosx < 0 pre = z III. kvadrantu.

V3

. 3
7. Kedse cos ~ = —, vysledok je ——.
6 2 2

! 447

Uloha 7: Vypocitajte: sin <_T7T> )
44 2

Vysledok: sin (_%) _ g




