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Obsah trojuholnika
RNDr. Marian Macko

U: Co potrebujes poznat, aby si mohol vypoéitat obsah trojuholnika?

Z: Potrebujem poznat jednu stranu a vysku na tito stranu, lebo zdkladny vzorec pre obsah
trojuholnika je

U: Strane trojuholnika, pomocou ktorej vyjadrujeme jeho obsah, niekedy hovorime aj za-
kladria. Niektoré trojuholniky vSak mozu byt zadané svojimi stranami, niektorymi vni-
tornymi uhlami, ba dokonca aj polomerom kruznice trojuholniku opisanej, respektive vpi-
sanej. Nas bude zaujimat, ako v takychto pripadoch vyjadrit obsah trojuholnika.

Z: Pomocou zadangjch prvkov trojuholnika budeme musiet asi vyjadrit jeho vysku.

U: Zaénime pripadom, ked je trojuholnik zadany dvomi stranami a uhlom, ktory tieto
strany zvieraju. Nech st to napriklad strany b, ¢ a uhol a.

C

b Ve

«

A B

D C
Z: Ak za zdkladnu trojuholnika zoberiem stranu c, tak potom musim pomocou strany b a uhla «
vyjadrit vysku v. na stranu c. Ale to je jednoduché. V pravouhlom trojuholniku ADC

s pravym uhlom pri vrchole D vyuZijem pre uhol c.
U: Mas pravdu. Strana b je v tomto trojuholniku , vyska v, na stranu c
k uhlu a. Preto plati
. Ve
sina = —.
b

Z: Ak rovnicu vyndsobim premennou b, dostanem viysku
v, = bsin .

Po dosadi do zdkladného vzorca ziskam vzorec

g c-v. c¢-bsino
2 2

U: Vzorec sa da Tahko zapamiitat a obmenif. V ¢itateli zlomku na pravej strane vzorca je
sucin dvoch stran a hodnoty funkcie sinus pre uhol, ktory je tymito stranami
zovrety).

Z: To znamend, Ze ak su zadané strany a a b, musi byt zadany uhol . A tieto premenné
potom figuruju vo vzorci pre obsah trojuholnika.
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U: Cyklicky ich vo vzorci zamenime podla spomenutého vyznamu. To znamen4, Ze ak pozname
dve strany trojuholnika a uhol nimi zovrety, mozno obsah trojuholnika vyjadrit v tvare

absiny acsinf8  besina

5= 2 2

: Ako budeme pocitat obsah trojuholnika, ak bude dand iba jedna strana?

cC N

: V takomto pripade musia byt zadané aj dva vnatorné uhly trojuholnika.

N«

: Potom pozname aj treti uhol, lebo sucet velkosti vnitornych uhlov v trojuholniku je 180
stupriov.

c

: Vyrie$ime situdciu, ked je zadana strana ¢ a uhly o a [ k tejto strane prilahlé.

C

A

Z: Vysku na stranu c asi cez dva uhly nevyjadrim.

U: Vzorec teraz odvodime z predchadzajucej situacie. Ak by boli zadané strany a, ¢ a uhol
(3, obsah trojuholnika by sa pocital podla vzorca

acsin 3
5
Z: Nepozname vsak stranu a.

U: Vyjadrime ju zo
a c

sina siny’
Vyjadri stranu a.

Z: Po vyndsobeni rovnice vyrazom sin o dostdvam

csin o

a = — .
sin y

U: Ak do vzorca pre obsah trojuholnika namiesto strany a dosadime vyraz

, dostaneme

sin 7y
csin o
acsin (3 sin 7y

2 2

csin 8

S —

Staci upravit zloZeny zlomok.
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Z pre uhol v bude po dprave v menovateli zlomku, tak ako cislo dva.

2 . .
¢”sin asin
g_ ¢sinasing
2sin -y
U: Opit zaujimavy vzfah. Uhol oproti strane, ktort pozname, je sinus
nachadzajucej sa v menovateli zlomku. V ¢itateli zlomku st zvysné uhly a druh4d mocnina

zadanej strany. Preto cyklickou zamenou premennych dostavame

a’sin Bsiny  b*sinasiny  cZsinasin 3

S:

2 sin « 2sin3  2siny

U: Pomerne jednoducho odvodime aj vzorec pre pripad, Ze trojuholnik je zadany vsetkymsi

svojimi stranami a polomerom r kruzZnice trojuholniku opisanej. Vychodiskom
ab sin vy

k odvadzaniu bude vzorec S = pre obsah trojuholnika, ktory sme pred chvilou

uviedli.

Z: Potrebujeme nejakym sposobom vyjadrit hodnotu vyrazu sin~y. Zadané€ si iba strany a, b, ¢
a pomer r kruznice trojuholniku opisanej. Netusim, odkial by sme tak mohli urobit.

U: Uhol, protilahla stranu a polomer kruznice trojuholniku opisanej dava do vztahu

. Vieme, ze plati
c
= 2r.

sin 7y

.y . , . Ay o c
Z: Aha! To znamend, Ze namiesto vyrazu siny mozem dosadit vyraz > lebo
r

. c
siny = —.
' 2r
Po dosadeni dostavam .
g absin ~y _ ab - o
2 2

U: Po tprave zlozeného zlomku dostavame vysledny vzorec pre obsah trojuholnika zadaného
stranami a polomerom kruzZnice trojuholniku opisanej v tvare

abc
S =—.
4r

Z: Spominali ste, Ze obsah trojuholnika sa dd vyjadrit aj cez polomer kruZnice vpisanej
do trojuholnika.

U: Opit musime poznaf aj diZky vsetkyjch stran trojuholnika. Pre myslienku odvodenia
vzorca je dolezity stred kruznice vpisanej do trojuholnika. Ako ho zostrojime?

Z: Vznikne ako prienik osi vniutornych uhlov trojuholnika.
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A

U: Vsimni si, Zze body A, B, C a S vytvaraja tri nové trojuholniky ABS, BCS a C'AS. Ich
je povodny trojuholnik ABC'.

N«

: Potom ale obsah trojuholnika ABC musi byt sictom obsahov tychto troch trojuholnikov.

Saapc = Saaps + Sapcs + Sacas-

U: Obsah kazdého z tychto troch trojuholnikov vieme vyjadrif. Ich zékladiiou je jedna zo
stran trojuholnika ABC' a vyskou je polomer o kruzZnice vpisanej do trojuholnika
ABC'. To preto, lebo tisecka spajajuca stred kruznice a dotykovy bod je kolmé na stranu
trojuholnika. Predstavuje polomer o kruznice vpisane;j.

Z: Obsah trojuholnika ABS bude Saaps = % Obsahy ostatnych trojuholnikov vyjadrim
analogicky. Pre obsah trojuholnika ABC' potom plati

Zo vsetkijch scitancov mozem vybrat pred zdtvorku vyraz g V zdtvorke zostane siucet stran
trojuholnika ABC'.

S = ;0((1 +b+c).

U: Sacet dizok vsetkych stran trojuholnika predstavuje jeho obvod o. Polovica obvodu sa
oznacuje symbolom s. Preto sa zvykne dany vzorec uvadzat aj v tvare

S = so,
kde
o a+b+c
§= = = ——.
2 2

Z: Dd sa obsah trojuholnika vypocitat aj v pripade, Ze pozndme iba jeho strany a, b, c¢?
U: Vzorec pre tento pripad odvodil Herén z Alexandrie, ktory zil v 1. storo¢i nasho letopoctu.
Nazyvame ho preto Heronov vzorec a ma tvar

S=+ys-(s—a) -(s—b)-(s—c).
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Z: Symbol s md zrejme vijznam polovicného obvodu trojuholnika, tak ako v predchddzajicom
pripade.

U: Ano. Plati

a+b+c
5 .

s =
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Priklad 1: Vypocitajte obsah trojuholnika ABC, ak si dané dlZky jeho strdn a = 37 cm,
b = 45 cm a velkost vnutorného uhla v = 60°.

U: Co potrebujes poznat, aby si vypocital obsah trojuholnika?
Z: Potrebujem dlzku jednej jeho strany a vysku na tito stranu. Vzorec pre obsah trojuholnika

je
avg

5:2.

Ale nepozndm vysku.

U: Pozri sa na obrazok. Vyska v, na stranu a stvisi so zadanymi stranami a uhlom.

A

Z: Vznikol pravouhly trojuholnik ADC' s pravym uhlom pri vrchole D. Pozndm jeho ,
¢o je zadand strana b a uhol . Chcem vypocitat stranu v,, ktord je oproti zadanému uhlu,

preto pouZijem funkciu . Je definovand ako pomer protilahlej odvesny a prepony.
. VUq
siny = —.
T

U: Vynéasobenim rovnice premennou b dostaneme vyjadrenie vysky v, na stranu a
v, = bsin~y.
Dosad do vzorca pre obsah trojuholnika a dopocitaj.

. av,
Z: Ak vyraz bsiny dosadime za vysku v, do vztahu S = 5 tak dostaneme

g o _ absin y
2 2

Za premenni a dosadim hodnotu 37, b = 45 a uhol v md velkost 60 stupriov. Dostavam
V3

 37-45.sin60° 4065 =~
B 2 2

S

3
lebo sinus 60 stuprov je g

4665v3

cm-.

U: Obsah trojuholnika je
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Uloha : Vypocitajte obsah trojuholnika ABC, ak si dané dizky jeho strdn a = 37 cm,
b = 45 cm a velkost vnitorného uhla v = 120°.

1665+/3
4

Vysledok: S = cm?
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Priklad 2: Vypocitajte dizky strdn trojuholnika ABC, ak je danyj jeho obsah S = 250 cm?
a velkosti jeho vnitornich uhlov o = 48° a 3 = 52°.

U: Na vypocet dizky strany a trojuholnika pouzijeme vzorec pre obsah trojuholnika v tvare

g a’®sin 3 sin y

2sin «
Vyijadri dizku strany a.
Z: Vyndsobim vyrazom 2sin «, potom
25 sina = a? sin Bsin 1,
a vydelim sucinom hodnot pre uhly 3 a . Dostdavam

, 2S8sina
a® = ————.
sin 3 sin y

U: Vyjadrenie dizky strany a bude mat po odmocneni tvar

2S5 sin «v

sin Bsiny’

Z: Aby som mohol dosadit vietky zadané hodnoty, potrebujem este vypocitat velkost uhla ~.
Viem, Ze sucet velkosti vnitornych uhlov v trojuholniku je 180 stuptiov. Preto
uhol v vypocitam zo vzorca

v =180 — o — 3 = 180° — 48° — 52° = 80°.

U: Dosadime zadané a vypocitané hodnoty a dostavame

~[2-250sin48°
“~ Vsin52°sin 80°°
Na vipocet pouzijeme kalkulacku. Dlzka strany a je priblizne 21,9 cm.

Z: Na vygpocet zvysnich stran by sa mal pouZit analogicky vzorec. VSimol som si, Ze vo vy-

25 sin «
slednom vyjadreni a = , | T pre stranu a je v citateli zlomku pod odmocninou uhol
sin [ sin 7y

k tejto strane protilahly. Teda o. Preto pre stranu b moZem pisat vzorec

] 2S'sin 3
D = - ..
sin «v sin 7y
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U: Vyborne. Zjednodusil si vypocty. Velkosti zvysnych stran budeme pocitat analogicky. Po

dosadeni dostavame
b 2S5 sin 8 ~ |/ 500sin 52°
~ \/sinasiny  V sin48°sin80°°

Dlzka strany b je priblizne 23,8 cm. V§pocet strany c uz zvladnes sam.

Z: Vzorec pre vyjadrenie strany ¢ bude mat tvar

25 sin vy
Cc= . >
sin acsin 3

lebo oproti strane c je uhol . Dosadim ciselné hodnoty a dostavam

/500 sin 80°
C=\——.
sin 48° sin 52°

U: Di7ka strany c je priblizne 29 cm.
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Priklad 3: Vypocitajte dizky zvysnijch stran ostrouhlého trojuholnika ABC, ak je dand diZka
jeho strany a = 5 cm. Vysky na strany a a b trojuholnika maji diZky v, = 2 cm, v, = 4 cm.

U: Dizku strany b trojuholnika ABC vypoéitame na zaklade vyjadrenia jeho obsahu. To
modZzeme urobit dvoma sposobmi. Ak je zékladiniou trojuholnika strana a, jeho obsah bude

vyjadreny vzorcom
g _ Wa
5

To isté musime dostat, ak obsah vyjadrime pomocou strany b.

Z: Musi teda platit

av, by,
S = = )
2 2

U: Rovnicu vynasobime dvomi, vydelime premennou v, a dostaneme vyjadrenie strany b

v tvare
av,

b:

Uy ’
Z: Staci dosadit zadané c¢iselné hodnoty. Pre diZku strany b trojuholnika dostdvame
52
4

U: Jednou z metéd, ako vypocitat dizku strany ¢, je pouzit

b

= 2,5 cm.

Z: Ale to musime poznat velkost uhla v, ktory strany a a b zndmej dizky zvieraji.

U: To nebude problém. Pozri na obrazok.

Z: Jasné. VyuZijem pravouhly trojuholnik BC'D s pravym uhlom pri vrchole D. Uhol v vypo-
citam pomocou . Je definovand ako pomer a

U: Protilahlou odvesnou je v naSom pripade vyska na stranu b a preponou tusecka a. Preto
plati
. Up
siny = —.
a

U: Po dosadeni ¢iselnych hodnét mame

) 4
siny = 5
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Z: Uhol vypocitam pouzitim kalkulacky.

U: V dalsich vypoctoch si poradime aj bez urcenia velkosti uhla . Posta¢i nam vedomost, Ze

siny = 5 Podme na vyjadrenie strany ¢ pomocou

Z: Pre stranu c plati
& = a® + b* — 2abcos .

Odkial ziskame hodnotu vyrazu cos-y?

U: Pozname , preto pouzijeme

sin?y + cos®y = 1.

4
Z: Za hodnotu funkcie sinus dosadim cislo 5 a dostdvam

4\ 2
(5) + cos?y = 1.

Zlomok umocnim a odcitam. Vyjadrenie druhej mocniny hodnoty bude mat
tvar 16
2
cos"y=1——.
K 25

U: Trojuholnik je podla zadania ostrouhly. Ako vieme, hodnota funkcie kosinus pre ostré uhly

je kladna. Preto
/ 16 /9 3
cosy =/l ——= =4/ —==—.
25 25 5

Z: Teraz uZ mozem vypocitat dliZku strany c. Zadané a vypocitané hodnoty dosadim do kosi-
nusovej vety

3
02:a2+b2—Qabcosyz52+2,52—2~5'2,5-g.
Po umocneni a vyndsobeni cisel dostavam

A =25+6,25 — 15 = 16,25.
U: Strana ¢ ma dlzku /16,25 cm.
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Priklad 4: Vypocitajte obsah rovnobezinika ABCD, ak si dané dizky jeho strin |AB| = 8 cm,
|AD| = 2 ecm a velkost vnitorného uhla DAB je 30 stupriov. Potom vypocitajte vysku na
stranu a.

U: Ako vypocitame obsah rovnobeznika?
Z: Potrebujem poznat dizku jednej strany rovnobeinika a vysku na tito stranu. Obsah bude
dany stcinom ich dizok.
S = av,.

U: Vysku v, na stranu a rovnobeznika vyjadrime na zaklade zadanych stran a uhla rovnobez-
nika. Pozri na obrazok.

D C
oS
= Vaq
Y
A E a=8cm B

Z: Na jej vypocet vyuZijem pravouhly trojuholnik AED s pravym uhlom pri vrchole E.

U: V trojuholniku AED poznéas preponu |AD| = 2 cm a uhol oproti vyske, ktori chces
vypocitat.

Z: Do vztahu ich ddva funkcia . Je definovana ako pomer k ,
preto

sin |<DAB| = ;1';)|

U: Ak rovnicu vynéasobime dlzkou strany AD, dostaneme vysku na stranu a v tvare
v, = |AD|sin |[<DAB|.

Dosad toto vyjadrenie do vzorca pre obsah rovnobeznika.

Z: Po dosadent bude mat vzorec pre obsah rovnobeznika tvar

S = av, = a|AD|sin |[<DAB].

U: Zostava nam dosadit ¢iselné hodnoty. Zo zadania vieme, ze a = |AB| = 8 ¢cm, |[AD| = 2 cm
a uhol DAB ma velkost 30 stupriov. Dosadime

S =28-2-sin30°.
Z: pre 30 stupnov je 0,5. Po vynasobent vsetkych cisel dostanem pre
obsah rovnobeZnika vijsledok 8 cm?.

S=8-2-sin30°=8-2-0,5=28.

U: Druhé cast ulohy spociva vo vypocte vysky v, na stranu a.
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: KedZe pozndme obsah rovnobeinika a diZku strany a, moZeme vyuZit vzorec
7
S = av,.

Vijska bude podielom obsahu a dizky strany a.

Vg = —
a

: Mas pravdu. Po dosadeni ¢iselnych hodnét dostavame

va=>=-=1

a 8
: Vyska v rovnobezniku bude mat velkost jeden centimeter.

: Vysku sme mohli vypocitat aj inym sposobom. Nepotrebujeme obsah rovnobeznika. Staci
pouzit dve zadané strany a uhol rovnobeznika.

: Mate na mysli pravouhly trojuholnik AED, ktory sme vyuZili na zaciatku ilohy?

: Ano. Ved vtedy si pre vysku rovnobeznika odvodil vzorec

v, = |AD|sin |[<DAB].

: Jasné. Visetky cleny, okrem strany a, vo vztahu pre obsah S = a - |AD|sin |<<DAB]|, ktory
sme odvodili, vyjadruji vysku. Je to teda vyraz |AD|sin |[<DAB).

: Aj z tohto vyjadrenia dostaneme po dosadeni ¢iselnych hodnét vysledok jeden centimeter.

v, = |AD|sin|<DAB|=2-0,5=1.
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Priklad 5: Vypoditajte obsah rovnobeznika ABCD, ak je dany ostry uhol a = |[<DAB)|
a vzdialenost priesecnika uhlopriecok S od nerovnakijch strain AB a AD je m a p.

U: Ako je urcend vzdialenost priesecnika S od strany AB rovnobeznika ABCD?

Z: 7 bodu S treba zostrojit kolmicu na stranu AB. Tdto vzdialenost, oznacend symbolom m,
predstavuje vysku v trojuholniku ABS.

C

U: Vyznam premennej p chapeme podobne. Je to vyska v trojuholniku ASD.

Z: Ako pomocou tijchto vysok a uhla a vyjadrime obsah rovnobesnika?

U: Pomozeme si aj stranami rovnobeznika. Stranu AB oznac¢ime symbolom a, stranu AD
symbolom b. Uhlopriecky rozdelia rovnobeznik na Styri trojuholniky, tak ako to je na
obrazku. KedZe bod S je stredom uhlopriecok a strany AB a C'D st zhodné, musia byt
trojuholniky ABS a CDS zhodné. Maji rovnaky obsah. Vies ho vyjadrit?

Z: Zdkladnou v oboch trojuholnikoch je strana a a m je vyskou na zdkladnu. Preto plati

am
SAABS - SACDS - 7

U: Aj trojuholniky ADS a C'SB st zhodné. Ich zakladnou je strana b a vyskou p. Pre ich
obsah plati

bp
Saaps = Sacsp = 5

Aky bude celkovy obsah rovnobeznika ABC D?
Z: Staci spocitat obsahy tijchto $tyroch trojuholnikov. Dostdvame

b
522‘SAABS+2'SAADS:2'%+2'5p~

Po vynasobeni zlomkov c¢islom dva bude obsah rovnobeznika vyjadreny vzorcom
S = am + bp.

Ale nepozndme strany a a b.

U: Z toho dovodu sa poktsime vyjadrit obsah rovnobeZnika aj inym sposobom. Ak vysku
na stranu a ma rovnobeznik ABCD?
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m

A = B

N«

. Stact séitat vysky v trojuholnikoch ABS a CDS. Obe vysky uwvaZujeme na stranu a. Preto
vyska v rovnobeziniku ABCD na stranu a ma velkost 2m.

U: Potom obsah rovnobeznika ABC' D vieme vyjadrit aj v tvare

S=a-2m.

Z: Zatial sme nikde nevyuzili zadany uhol c.

U: Mas pravdu. Pomocou tohto uhla a stran rovnobeznika vyjadrime obsah rovnobeznika
tretim sposobom. Vieme, zZe rovnobeznik sa sklada z dvoch ABD
a BCD, ktorych spolo¢na strana BD je uhloprieckou rovnobeznika. Obsah trojuholnika
ABD sa da vyjadrit pomocou dvoch stran a, b a uhla «, ktory je nimi zovrety.

Z: Spominam si na vzorec

absin «

SAABD = 5

Preto obsah rovnobeznika musi byt jeho dvojndsobkom

S =2-Saapp = absin a.

U: Obsah rovnobeznika sme vyjadrili troma sposobmi:

S = am + bp,

S = 2am,

S = absin a.

Vysledny vzorec ziskame tpravou tychto troch vzorcov tak, aby sme vylucili nezadané
strany a a b. Najskor zo vzorca S = 2am vyjadrime stranu a

S
a=—
2m

a dosadime do posledného vzorca.
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Z: Po dosadeni dostdvam

S =absina = — - bsin a.
m

Vykratim obsah S a vyjadrim stranu b

2m

sina’

S 2m S 2mp
S=am+bp=—-m+— -p=—+ —.
2m sin «v 2  sina
Vyjadri odtial obsah S.
< S
Z: Po odcitant zlomku 5 dostdvam
S 2mp
2  sina’

Staci rovnicu vyndsobit dvomi a obsah rovnobeZnika bude vyjadreny v tvare

4m
g_ mp

sina’

U: A to je vysledok tlohy.

U: Obe vyjadrenia za strany a a b dosadime teraz do prvého vzorca a upravime:
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Priklad 6: Vypocitajte obsah trojuholnika ABC a velkost vnitorného uhla 3, ak si dané dizky
jeho stran a =4 cm, b=3 cm a ¢ = 3,5 cm.

U: Vyuzijeme Heronov vzorec na vypocet obsahu trojuholnika

S=Vs(5—a) (50 (s— o),

kde
a+b+c

2
Symbolom malé s je oznaceny polovi¢ny obvod trojuholnika.

S =

Z: Pozndm vsetky strany, takZe vypocitam najskor polovicny obvod

a+b+c 44+3+35
2 N 2

— 5,25.

S =

Polovicny obvod trojuholnika je 5,25 centimetra.

U: Tito hodnotu a dlzky stran trojuholnika ABC dosadime do Herénovho vzorca. Dostavame

S =+/525-(525—4) - (5,25 —3) - (5,25 — 3,5).

Po odcitani ¢isel v zatvorkach dostaneme pod odmocninou sucin ¢isel

S =+/525-1,25-2.25-1,75.

Z: Vyuziyem kalkulacku. Po vyndsobeni a odmocneni dostanem priblizni hodnotu obsahu tro-

Juholnika.
S = 5,083 cm”.
U: Prejdeme k druhej ¢asti tlohy. Ako vypocitame velkost uhla 3, ak pozname vSetky strany
trojuholnika?

Z: Pouzijeme
b? = a?® + ¢ — 2accos .

U: Vyjadri odtial

: K rovnici pripocitam vijraz 2accos 3 a odrdtam c¢len b*. Dostdvam

N«

2accos f = a* + ¢* — 1°.
U: Hodnotu funkcie kosinus ziskame delenim vyrazom 2ac. Vysledny vzorec na vypocet uhla (3
ma tvar
a’ + 2 —b?

cos f =
2ac
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Z: Po dosadeni zadanych hodnét dostdvam

4% + 3,5 — 32

s =— 135

V citateli ¢isla umocnim a v menovateli ich vyndsobim.

3 16 +1225—-9
cos = )
28
U: Pre hodnotu funkcie kosinus dostaneme
19,25
cos 3 = IR

Velkost uhla uré¢ime pomocou kalkulacky.

Z: Uhol 3 md velkost priblizne 46,6 stupna.
3~ 46,6°.




