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Kosinusova veta
RNDr. Marian Macko

U: Mame vypodéitat dizku strany a, ak st dané dlzky stran b = 6 cm a ¢ = 7 cm. Uhol o,
ktory zadané strany zvieraju mé velkost 60 stuptiov.

Z: So st pri riesent tejto ulohy nepomozem. Na jej vyuZitie by som potreboval
uhol oproti jednej zadanej strane.

U: Nacrtnime si obrazok. Pdtu vysky na stranu ¢ oznacime ako bod D. Pre dalgie tvahy
ozna¢ime neznamou = dizku asecky AD.

c
<
QOGI Ve a
60°) =z i 7T—x
7 cm

Z: Vznikli pravouhlé trojuholniky ADC a BDC'. V oboch trojuholnikoch je pravy uhol pri
vrchole D.

U: Navyse, vyska v, na stranu c je ich spolo¢nou stranou. V oboch pravouhlych trojuholnikoch
vyjadrime tato vysku. Vyuzijeme Pytagorovu vetu.

N«

: V trojuholniku ADC' je strana b , preto platt
v? =62 — 2%
Pre trojuholnik BDC' s preponou a sa dd zapisat Pytagorova veta v tvare

v =a®— (7T— 1)

U: Spravne si vyjadril dlzku strany DB.

Z: To je jednoduché. Celd usecka AB md dlzku 7 cm a pozostdva z dvoch tseciek. Dizka jej
casti AD je oznacend ako mnezndma x. Potom druhd cast musi mat velkost, ktord je dand
rozdielom tychto hodnot.
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U: Pre oba pravouhlé trojuholniky si vyjadril druhtt mocninu tej istej vysky na stranu c. Preto
sa musia rovnaf aj vyrazy na pravych stranach tychto vyjadreni.

V2 =62 —2? =a® — (7T — 1)

Vyjadri odtial druhti mocninu strany a.

Z: Staci k vgrazom na oboch strandch cervenej rovnice prirdtat vyraz (7 — x)? a dostdvam
a’ =6°—2°+ (7T —1z)>
Este mozem umocnit dvojélen 7— x podla zndmeho vzorca (a —b)* = a* — 2ab+b*. Potom

a?=62—22+7*—-2-7 -2+ 2%
U: Druhé mocniny neznamej z sa od¢itaji. Vyjadrenie pre dizku strany a bude mat tvar

a?=6>4+7"-2-7-2x.

Z: Ale nepozndme hodnotu nezndmej x.
U: Vratme sa naspit k obrazku.
C
S
@)
©
60° I
A x D B
U: Neznamou z sme oznadili dizku strany AD. Pozri sa na trojuholnik ADC, ktory je pra-
vouhly.
Z: Jasné. Pozndme v 1iom preponu a jeden ostry uhol. Chceme vypocitat
k znamenu uhlu. PouZijeme goniometrickiu funkciu . Plat?
|AD| =z
cos60° = — = —.
|AC| 6

U: Po vynéasobeni Siestimi dostaneme vyjadrenie neznamej
= 6-cos60°,

ktoré dosadime do vzfahu pre druhtt mocninu strany a.
Z: Po dosadeni dostaneme
a>=6"+T7"—2-6-7-cos60°.

Strana a md dizku /43 centimetrov, lebo 60 stupriov je jedna polovica.
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U: Tento vzorec je vyjadrenim kositnusovej vety pre konkrétne hodnoty. Ak nahradime
¢iselné hodnoty oznacenim stran a uhla, dostaneme

a’> = b+ ¢? — 2bccos o,

lebo 6 predstavuje dizku strany b, éslo 7 stranu ¢ a uhol o mé velkost 60 stupiiov.

Z: Co v pripade, Ze by sme poznali iné dve strany a uhol?

U: Ak poznés strany a a ¢, musi§ poznat aj uhol, ktory tieto strany zvieraju. To je uhol §.
Moézes vypoéitat dizku strany b. Pouzijes opif kosinusovii vetu, ktord bude mat tvar

b2 = a? + ¢ — 2accos S.

Dolezité je, ze vo vyraze na pravej strane vystupuju druhé mocniny dvoch zadanych
stran trojuholnika. V argumente v poslednom ¢lene musi byt whol, ktory
je tymito stranami zovrety.

Z: Chdpem. V pripade, Ze st dané strany a a b, musi byt dany uhol v, ktory tieto strany
zvieraji. Vtedy vypocitam dizku strany c podla vzorca

& =a®>+b* — 2abcosn.

U: Tomu, ¢o sme dvakrat urobili, sa v matematike hovori cyklicka zamena premenngych.

Z: 7 toho, co sme doteraz povedali, mi vyplyva, Ze kosinusova vetu pouZijem v pripade,
ak pozndm dve strany trojuholnika a uhol nimi zovrety. Viedy vypocitam stranu
oproti uhlu. Dd sa kosinusovd veta pouZit aj v inom pripade?

U: Pouziva sa aj v pripade, ak pozndme vsetky strany v trojuholniku a chceme vypocitat
velkost ktoréhokolvek uhla. Vyjadri z posledného vztahu pre
uhol 7.

Z: Odcitam druhé mocniny strdn a a b a mam
 —a® —b* = —2abcos~.
Rovnicu vydelim vyrazom —2ab a dostavam

—a? -1
—2ab

U: Vyraz na pravej strane upravime tak, aby sme znamienko minus z menovatela preniesli do
Citatela. Vtedy sa vyraz v ¢itateli zlomku zmeni na vyraz opacény:

cosy =

a® + b — 2

cosy =
" 2ab

Z tohto vyjadrenia mozeme rozhodnit, ¢i je uhol ~ ostry, pravy alebo tupy.
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Z: Ako?
U: Vieme, Ze pre ostré uhly je hodnota funkcie kosinus kladna. Menovatel 2ab zlomku
a2 + b2 — 2
2ab
strdn a a b st kladné ¢&isla. Potom musi mat kladnt hodnotu aj ¢itatel a? + b* — 2. Teda,
ak plati

, ktory vyjadruje hodnotu funkcie kosinus, je kladny. To preto, lebo dizky

a4+ — >0,

tak je uhol v ostry.

N«

: Ak bude hodnota vyrazu o’ + b> — ¢* zaporna, bude uhol v tupy. Pochopil som to
spravne?

U: Samozrejme. Vtedy hodnota funkcie kosinus bude zéporna, lebo ¢itatel bude zaporné ¢islo

a menovatel je opiit kladné ¢islo. Ako vieme, kosinus nadobtuda zaporné hodnoty pre uhly

vacsie ako 90 stupnov.

N«

. Zostal posledny pripad. Ak je uhol v pravy, tak hodnota funkcie kosinus je rovnd nule.

U: Potom pre vyraz v ¢itateli zlomku plati

a®+ b —c=0.

Z: Ale, to sa dd upravit na tvar Pytagorovej vety.
a® 4+ b* =2
U: Ano. Pytagorova veta je Specidlnym pripadom kosinusovej vety. Pre uhol v = 90°

po dosadeni do kosinusovej vety dostavame

? =a%4+b* —2abcos90° = a® + > — 2ab- 0 = o + V%
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Priklad 1: Vypocitajte velkost vniitorného uhla ~y v trojuholniku ABC, ak pre dizky jeho strdn
plati: ¢ = a® + b? + ab.

U: Zadany vzfah ¢ = a® + b*> + ab medzi dizkami stran trojuholnika ABC porovname so

VvzZOorcom

2 = a® + b* — 2abcos 7.

Vzorec je zapisom kosinusovej vety.

: Predpokladdm, Ze obidve vyjadrenia by mali byt rovnaké.

cC N

: Ano. Obidva vztahy vyjadruji druht mocninu dizky strany ¢ v trojuholniku.

: Potom by sa mali rovnat aj vyrazy na pravych strandch.

cC N

: Samozrejme. Musi platit
a> + 0%+ ab=a®+b* — 2abcos .

Vsimni si, v ktorych ¢lenoch sa tieto vyrazy lisia.

Z: Aby platila rovnost, cleny zapisané cervenou farbou musia byt rovnaké. To preto, lebo
v ostatnych clenoch sa tieto vyrazy zhoduju. Takymto porovnanim dostanem

ab = —2abcosy.

U: Dostali sme teda podmienku pre uhol ~, ktort este upravime. Premenné a a b oznacuju
dlzky stran trojuholnika. Ich hodnotami moézu byt iba kladné redlne cisla. Rovnicu

ab = —ab cosy modzeme vydelif vyrazom —2ab. Dostavame
1
cosy = ——.
'T T

: Uhol v bude tupy.

: Preco?

NeC N

: Pretoze nadobida zdporné hodnoty pre uhly, ktorych velkost patri do in-
tervalu (90°; 180°).

: M&s pravdu. Iné hodnoty nés nezaujimaju, lebo velkost vnitorného uhla v trojuholniku

c

1
moze byt iba z otvoreného intervalu (0°;180°). Funkcia kosinus nadobuda hodnotu 5 pre
uhol velkosti 60 stupiiov.

Z: Na urcenie velkosti uhla v vyuZijem vzorec
cos(180° — w) = — cosw.
Preto uhol v md velkost

~v = 180° — 60° = 120°.

U: Vypocet si urobil velmi pekne. Teda uhol v mé velkost 120 stupnov.
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Uloha 1: Vypocitajte velkost vnitorného uhla v v trojuholniku ABC', ak pre dlzky jeho strdn
plati: @ = a® + b? — /2ab.

Vysledok: v = 45°
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Priklad 2: Vypocitajte dizku strany c v trojuholniku ABC, ak st dané dlZky strdn a = 2 cm
a b =3 cm. Uhol v md velkost 60 stupriov.

U: Aky vztah k zadanym strandm a a b mé zadany uhol 7

Z: Je to uhol tymito stranami zovrety.

U: V takomto pripade mézeme priamo vypoéitat dlzku strany c. Pouzijeme kosinusovi vetu
v tvare
& = a® + b* — 2abcos .

Vsetky hodnoty premennych vo vyraze na pravej strane su zadané. Dosad ich.

Z: Za premenni a dosadim ¢islo 2, za b dosadim ¢islo 3 a uhol v = 60°. Pre druhi mocninu
strany ¢ dostavam
?=22432-2-2-3.cos60°.

U: Hodnotu pre 60 stupnov ti prezradim. Plati

. 1
cos 60° = —

Dopocitaj.
Z: Za kosinus teda dosadim jednu polovicu. Ak navyse umocnim cisla dva a tri a vyndsobim
cisla pri kosinuse, tak dostanem

9 1
& :4—1—9—12-5.

U: Po vykonani poc¢tovych operacii v ¢iselnom vyraze na pravej strane mame
4+9—-6=T.
Takze druha mocnina strany ¢ bude rovna ¢islu 7:

A=7

Z: Dlzka strany ¢ v trojuholniku bude odmocnina z ¢&isla sedem. Teda

c:ﬁcm.

Uloha 2: Vypoditajte dizku strany ¢ v trojubolniku ABC, ak st dané dlZky strin a = 1 cm
ab=4 cm. Uhol vy md velkost 120 stupriov.

Vysledok: ¢ = v/21 cm
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Priklad 3: Vypocitajte velkosti vnitorngjch uhlov trojuholnika ABC, ak si dané dizky jeho
stran a =6 cm, b=11 cm a ¢ =7 cm.

U: KedZe pozname dlzky vSetkych stran v trojuholniku ABC, na v§podet velkosti vnitornych
uhlov pouzijeme kosinusovt vetu. Pre urcenie uhla o pouzijeme jej vyjadrenie v tvare

a®> = b% + % — 2bccos a.

Vyjadri hodnotu pre uhol «.

Z: Odcitam druhé mocniny stran b a ¢ a mam

a® —b* — 2 = —2bccos .
U: Vydelime vyrazom —2bc. Znamienko minus zohladnime vo vyraze v Citateli. Tento vyraz
sa zmeni na vyraz k nemu opac¢ny. Naznac¢enymi tpravami dostavame
a?—0—-c2 V4 - ad?
—2bc 2bc '

: Dosadim zadané dlzZky stran, umocnim, respektive vynasobim cisla a dostdvam

Cos o =

N«

112+ 72— 6> 121+49-36 134
2.11-7 154 154"

134
U: Pre uhol a teda plati rovnost cosa = 51 Pouzitim kalkulacky urc¢ime priblizni hodnotu

Cos . —

uhla a. Ta je
a &~ 29,5°.

Z: Uhol (B vypocitam rovnakym sposobom.
U: Pozri sa este raz na vyjadrenie hodnoty pre uhol «a, ktoré sme odvodili.
b2+ — a?

COS ¥ = T

V ¢citateli vyrazu na pravej strane sa odc¢ita druhd mocnina strany, ktora je oproti uhlu.
Vo vsetkych ostatnych ¢lenoch figuruju strany vytvarajice dany uhol.

Z: To znamend, Ze premenné zamenim. Pre uhol 3 dostdvam

a®+ 2 —b?

cos f =
2ac

U: Po dosadeni zadanych hodn6t buda vypocty analogické.

6%+ 72— 112 36449 — 121
2:6-7 84 '

cos 3 =
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Z: Pre kosinus uhla 3 dostaneme

36
cos 3 = —81

To znamend, Ze uhol (B je tupy.

U: Jeho hodnotu ur¢ime opét pouzitim kalkulacky:

3 = 115,4°.

Z: Zostava nam este urcit podobnym sposobom uhol vy, pre ktory plati

a’ 4+ b* — 2

O T o

U: M4s pravdu. Dostali by sme pre uhol ~ ur¢iti hodnotu. Vtedy by sme spravnost pocitania
skontrolovali skiskou. Vieme, Ze stcet velkosti vietkych vniutornych uhlov v troju-
holniku je 180 stupriov. My v8ak tto vlastnost vyuzijeme na vypocet velkosti uhla ~.

Z: Pre uhol v plati
v =180 — o — [ = 180° — 29,5° — 115,4° = 35,1°.

Uhol ~v md velkost 35,1 stupna.
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Priklad 4: V trojuholniku ABC pozndme pomer dizok jeho strdn a : b :c = 2 : 4 : 5.
Vypoéitajte velkosti vnutornych uhlov trojuholnika ABC'.

U: Podla zadaného pomeru stran a : b : ¢ = 2 : 4 : 5 mdzeme dlzky stran trojuholnika ABC
vyjadrit pomocou premennej .

a=2x, b=4x, c= bz,

kde z je kladné redlne &islo a predstavuje dizku jedného dielu.

Z: Aha! Na stranu a pripadaji dva diely, na stranu b 4 diely a na stranu ¢ 5 dielov. Ale
nevieme, aki dizku md jeden diel, teda x.

U: S dizkami stran 2z, 4z, 5z pracuj tak, ako keby si mal ich konkrétne &iselné hodnoty.
Napriklad 6, 12, 15. Ako vypocitas velkost uhla «, ak poznéas dizky vSetkych stran troju-
holnika?

: PouZijem kosinusova vetu

N«

a’® = b + % — 2bccos a.

U: Pripocitame vyraz 2bc cos a a odratame druhti mocninu strany a, aby sme odtial vyjadrili
uhla a. Dostavame
2bccos o = b* + ¢* — a’.

Z: Nakoniec vydelime vijrazom 2bc. Uhol o vypocitame podla vzorca

b? + 2 — a?

cosq =
2bc

U: Teraz dosadime tie pre teba problematické hodnoty stran. St vyjadrené pomocou premen-
nej x.

Z: Po dosadeni dostdvam

o8 — (47)? + (5x)? — (2x)2.

V citateli umocnim a v menovateli vyndasobim

1622 + 2522 — 42?
4022 '
U: Rad by som fa pochvalil. Spravne si pouzil pravidlo pre umociiovanie sic¢inu dvoch ¢isel

Cos o =

(ab)® = a* - b*.
Pokrac¢ujme vsSak v upravach c¢iselného vyrazu na pravej strane. Po s¢itani a odcitani

v Citateli zlomku dostaneme 37x2. Teda

3712
4022

CcCosx —
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Z: Zaujimave. x vypadne. Pre kosinus uhla o plati
cosa = el
40

Na urcenie velkosti uhla musim pouZit kalkulacku.

U: Ano. Uhol o ma priblizni velkost 22,3 stupria.

Z: To, Ze hodnota vijrazu pre kosinus uhla o nezdvisi od premennej x je iba nahoda? Alebo je
to tak stdle?

U: Bude tak stéle. Ten isty pomer stran ako v nasom zadani mé nekonecne vela trojuholnikov.
St si podobné. A ako vieme, vSetky navzajom maju rovnako velké
zodpovedajuce si uhly.

Z: TakZe dalej mozem v rieSeni pokracovat aj tak, Ze za diZky strdn zoberiem ¢isla 2, 4 a 5.

U: VyuZi to na urcenie velkosti uhla . Plati analogicky vzorec ako pre vypocet uhla «.

a’ + 2 —b?

cos f =
2ac
Dosad ¢iselné hodnoty.
Z: Po dosadeni dostdvam
22 + 52 - 42
cosff=——.
2-2-5
Umocnim a v menovateli vynasobim, takzZe
4+ 25 —16
cosff = +—
20

13
KedZe cos 3 = 50’ velkost uhla 3 bude 49.5 stupna.
U: Velkost uhla v vypocitame zo vztahu pre stcet velkosti vnutornych uhlov trojuholnika

a+ 3+ =180°.

Z: Potom
v =180° —a — = 180° — 22,3° — 49,5° = 108,2°.

U: Uhol v mé velkost 108,2 stupria.
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Priklad 5: Rozhodnite, ¢i trojuholnik s dizkami strdn Tz, 8z a 13z, kde x € RY, je tupouhly.

N«

: Co znamend, Ze trojuholnik je tupouhly?

U: Velkost jedného z jeho vntutornych uhlov je vicsia ako 90 stupriov. Tento uhol sa nazyva

tupy uhol.

Z: Takze musim vypocitat velkosti vietkych vnitornych uhlov trojuholnika?

U: Staci, ak vypocitame velkost jedného z nich. Vieme, Ze stcet velkosti vnutornych uhlov

v trojuholniku je 180°. Trojuholnik moze mat najviac jeden tupy uhol.

: Odkial viem, ktory z troch uhlov mdam vypocitat?

C N

-----

N«

: Co vSetko som pozabiudal. Teraz je mi to uz jasné. Najuicsi uhol v nasom pripade bude

oproti strane s dizkou 13z, lebo je to najdlhsia zadand strana. Iba tento uhol moZe byt

tupy.
U: Oznacme trojuholnik ABC' a jeho strany a = 7z, b = 8z a ¢ = 13x.

Z: Takze budem pocitat uhol . Na vijpocet pouZijem kosinusovii vetu v tvare

2 = a® + b* — 2abcos 7.

Vyjadrim odtial cos~y. Najskor k vyrazom na oboch strandch rovnice pripocitam vijraz

2abcos~y. Vtedy dostanem
c +2abcosy = a* + b,

U: Odc¢itame druhtt mocninu strany ¢ a nakoniec vydelime vyrazom 2ab. Pre uhol v plati

a? + b — 2
cosy = ——.
' 2ab
Mozes dosadif zadané hodnoty.
Z: Strana a je vijraz Tz, b= 8x a ¢ = 13z. Po dosadeni dostdvam
(72)% + (8x)? — (13z)?
2. (7x) - (8x)

cosy =

V' citateli zlomku umocnim, v menovatelt vyndsobim a mdm

492% + 642* — 16922
11222
U: Ak s¢itame a od¢itame Cleny vo vyraze v Citateli zlomku, dostaneme vysledok

cosy =

5622 1
08y = —15 = 5

pretoze predposledny zlomok méZeme kratif vyrazom 56x2.

Z: Teraz u# ani nemusim dopocitat velkost uhla .
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U: Preco?

Z: Vysiel zdporny kosinus. je zaporna iba pre tupé uhly. Uhol
je preto vicsi ako 90 stupniov. Teda zadany trojuholnik je tupouhly.

U: Spravne. Pre Uplnost uvediem, Ze uhol v mé v tomto pripade 120 stupniov. Vtedy je

hodnota funkcie kosinus rovnéa realnemu c¢islu —5

Uloha 5: Rozhodnite, ¢ trojuholnik s diZkami strdn 5z, Tx a 8z, kde x € R, je tupouhly.
Vysledok: Trojuholnik je ostrouhly.
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Priklad 6: Uhlopriecky rovnobeinika ABC'D magi dizku |AC| =6 cm, |BD| =5 cm a zvie-

raji whol 60 stupriov. Vypocitajte dizky strdn rovnobeznika.

U: Co je rovnobeznik?

Z: Rovnobeznik je stvoruholnik, ktorého protilahlé strany si rovnobeiné a maji rovnakd dizku.

U: Z toho vyplyva, Ze nasou tlohou je vypocitat velkosti dvoch susednych stran. Napriklad

y4

dlzky stran AB a BC. Naértneme obréazok.
D C

Q)

& 2
A B

Vypocitat dizku strany BC nebude tazké. VyuZijem trojuholnik BSC, v ktorom pozndm
dve strany a uwhol nimi zovrety.

U: M4s pravdu. Uhlopriecky v rovnobezniku sa rozpoluji. Preto dizka tsecky SC' je polovi-

BD
cou uhloprietky AC, teda |SC| = 3 cm. Analogicky plati |BS| = % =25 cm

A

Staci vietky tieto hodnoty dosadit do kosinusovej vety
|BC|> = |SC|* + |SB]* —2-|SC| - |SB| - cos |<CSB|.
Po dosadeni dostdvam

|BO? =3%+25%—~2-3-2,5-cos60°.

: . S ) U : :
U: Vieme, zZe cos60° = 3" Zaroven umocnime a vynasobime ¢isla na pravej strane rovnice.

N«

Dostévame 1
|BC|* =9+6,25 — 15 - 5

Dizka strany BC' bude odmocnina z ¢isla 7,75.

|BC| = /946,25 — 7,5 = /7,75 cm.
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U: Ani vypocet dizky strany AB nebude naroény. Zoberieme trojuholnik ASB, v ktorom po-
zname dve strany AS a B.S. St to polovice uhlopriecok. Pozname aj uhol tymito stranami
zovrety.

D C

A

Z: Uhly ASB a BSC tvoria dvojicu susednych uhlov. Siucet ich velkosti je 180 stupnov.
Preto
|<<TASB| = 180° — |<BSC| = 180° — 60° = 120°.

U: Na vypocet strany AB pouZijeme opiit kostnusovt vetu. Bude mat tvar
|ABJ? = |AS]> + |SB|* — 2 - |AS| - | BS| - cos |<ASB|.

Dosad hodnoty a vypocitaj.

Z: Bude to analogické ako pri vypocte strany BC. Zmenila sa iba velkost uhla. Po dosadeni
dostavam

1
|AB? =32 +25%—2-3-2,5-cos120° = 9+ 6,25 — 15 - <_2>,

v 3 1
lebo 120 stupnov je —3
U: Vysledkom bude druha odmocnina z ¢isla 22,75.

|AB| = \/9+ 6,25+ 7,5 = /22,75 cm.

Dlzka strany AB rovnobeznika ABCD je /22,75 cm.
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Priklad 7: Dané si dlzky tiseciek |AB| =5 cm, |AD| = 4,5 cm a |AC| = 6 cm v rovnobezniku
ABCD. Vypocitajte dizku uhlopriecky BD.

Z: Urobim ndcrt a vyznacim v 1om, co je dane.

D C

C,
%

A 75 C‘“

A 5 cm B

U: DIzku uhloprie¢ky BD vypocitame z trojuholnika ABD podla kosinusovej vety. Musime
viak poznat uhol o zovrety stranami AB a AD zndmej diZky.

Z: Ako ho vypocitame, ked v tomto trojuholniku okrem dvoch stran nepozndme Ziaden uhol?

U: Mas pravdu. V trojuholniku ABD nepozname ziadny uhol. Ale uhol « vypocitame, ak
budeme poznat uhol § v trojuholniku ABC.

D

A 5 cm B

Z: Ako tieto uhly spolu suvisia?
U: V kazdom rovnobezniku je sucet velkosti dvoch vnutornych uhlov priliehajtcich k tej iste;
strane rovny 180 stupriom. Plati

o+ B = 180°.

Na vypocet velkosti uhla 3 poznidme v trojuholniku ABC dlzky vietkych stran.

Z: Aha! Strana BC' je rovnako dlhd ako strana AD. KaZdé dve protilahlé strany rovno-
beznika maji rovnakd diZku.
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N«

A 5 cm B

: Podla kosinusovej vety pre uhol 3 v trojuholniku ABC' plati vztah

|AC)? = |AB)? + |BC|* — 2 - |AB| - |BC| - cos 3.

Vyjadri odtial cos 3.

: Nagskor pripocitam vyraz 2 - |AB|-|BC| - cos 8 a odratam druhi mocninu |AC|. Dostdvam

2-|AB| - |BC|-cos3 = |AB|* + |BC|* — |AC*.
Nakoniec vydelim vgrazom 2 - |AB| - |BC|.

s g — [ABP £ |BCP — |ACP?
o 2-|AB| - |BC|

Dosadim ciselné hodnoty a vypocitam uhol 3.

: Nechajme vyjadrenie pre uhol 3 zatial vo vSeobecnom tvare. Ciselné hodnoty budeme

dosadzovat a7z do vysledného vzfahu pre dizku uhlopriecky BD. Podme k jej vyjadreniu.
Povedali sme, ze vyuzijeme trojuholnik ABD a kosinusovu vetu:

|BD|* = |AB|* + |AD|* — 2 - |AB| - |AD| - cos a.

: Dobre, ale uhol o bez urcenia velkosti uhla 3 nebudeme poznat.

: UZ na zadiatku rieSenia tlohy sme uviedli, Ze stcdet ich velkosti je 180 stupnov. Teda

o = 180° — (.
Pre takéto uhly plati jedna z vlastnosti
cos (180° — ) = —cos 3.

Preto
cosa = cos (180° — ) = — cos 3.
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Z: To znamend, e do vzorca |BD|* = |AB|* + |AD|* — 2 - |AB| - |AD| - cosa za kosinus
|AB|? + |BC|* — |AC|?
2-|AB| - |BC|

. Samozrejme

uhla o dosadime uZ nami odvodeny vzorec cos 3 =

so znamienkom minus.
U: Povedal si v podstate celil pointu. Preto z vyjadrenia

|BD|* = |AB|* + |AD|*> — 2 - |AB| - |AD] - cos a

po dosadeni dostavame

2 2 2
BDJ2 = \AB\2+|AD\2—2-|AB|-|AD|-(—'AB| + [BOF — |AC] >

2-|AB| - |BC|
Z: Strany AD a BC magi rovnaki diZku. Teda vyrazy 2-|AB|-|AD| a 2-|AB|-|BC| vykrdtime.
U: Pre uhlopriecku BD po krateni dostaneme vyjadrenie v tvare
|BD|? = |AB|* + |AD|* 4+ |AB|* + |BC|* — |AC[?,
pricom |AD| = |BC| = 4,5 cm. Vysledny tvar bude
|IBD|* =2-|AB|*+ 2 |AD|* — |AC%.
Z: Teraz je to uz lahké. Staci dosadit ¢iselné hodnoty zo zadania ulohy a dostanem
|BD|? =2-5% +2-45% — 6% =50 + 40,5 — 36 = 53,5.
U: Uhlopriecka BD mé dizku /53,5 centimetra.
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Priklad 8: Vypocitajte velkosti vnaitornijch uhlov lichobeinika ABCD, ak si dané dizky jeho
stran a =36 cm, b =14 cm, c =21 cm a d = 16 cm.

U: Cim sa vyznacuje lichobeznik?

Z: Je to stvoruholnik, ktory md dve protilahlé strany navzdjom rovnobeiné. Nazjvame ich
zdakladne lichobeznika. V nasom pripade su to strany a a c.

D c=21 cm

=2

& \

N
Va

o ™

A a =36 cm B

U: Okrem Styroch stran mé lichobeznik aj Styri vondtorné uhly. Staci, ak vypocitame velkosti
uhlov « a (. Velkosti zvy$nych dvoch uhlov s nimi stvisia.

Z: Ako?

U: KedZze zdkladne a a ¢ st rovnobezné, uhly « a 0 tvoria dvojicu prilahlych wuhlov na
priecke AD rovnobeZnych priamok. Ako vieme, siucet ich velkosti je rovny 180 stup-

rnom. Plati
o+ 6 = 180°.

Z: Cize, ak urcime velkost uhla o, uhol § vypocitame zo vztahu 6 = 180° — . Podobny vztah
plati aj pre uhly 8 a vy, preto v = 180° — /3.

U: Vypocet velkosti uhlov mdzeme urobit na zaklade kosinusovej alebo sinusovej vety. Ale tie,
ako vieme, platia iba v trojuholniku.
Z: Tak si lichobeznik rozdelim vijskami z bodov C a D na dva trojuholniky a obdlZnik.

U: Tento spdsob delenia je dobry, ak lichobeznik je rovnoramenny. To bohuzial v naSom
pripade neplati. V trojuholnikoch by sme mali dve strany neznamej dizky. Vhodnejsi je
sposob rozdelenia lichobeznika na trojuholnik a rovnobezZnik.

D 21 cm C
& = -
o S S
N =) =
[} 21 cm
AI/ 15 cm FE \lB

36 cm
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Z: Dobrd finta. Vdaka rovnobeznosti sa strana BC' prenesie na stranu ED, preto si ich dizky
rovnake:
|ED| = |BC| =14 cm.

To isté plati o dizkach strin EB a DC. Potom diZka strany AE v trojuholniku AED je
rozdielom zakladni lichobeznika.

|AE| = |AB| — |DC| = 36 — 21 = 15.

U: V trojuholniku AED pozname dizky vsetkych jeho stran. Uhol o vypoéitame na zéklade
kositnusovej vety. T4 ma pre tento trojuholnik tvar

’DEP = ‘AE|2 + ’ADP —2-|AE|-|AD| - cosa.

Vyjadri odtial uhla a.

Z: Pripocitam vijraz 2 - |AE| - |AD| - cosa a odrdtam druhi mocninu strany DE. Dostdvam
2. |AE|-|AD|-cosa = |AE|* + |AD|* — |DE|?.
Nakoniec vydelim vijrazom 2 - |AE| - |AD| a mam

|AE|? + |AD|? — |DEJ?
2. |AE[ - |AD|

Ccos v —=

U: Po dosadeni ¢iselnych hodnot dostavame

152+ 162 — 142 225+ 256 — 196
COS (¥ = —
2.15-16 30- 16 ’

pricom sme vypocitali druhé mocniny.

N(

2
V' citateli zlomku dostaneme cislo 285, v menovateli cislo 480. Zlomok 180 sa dd krdatit

¢islom 15. Po krdtent dostavame

19
32

CoOS ¥ =

Velkost uhla urcim na kalkulacke.
U: Priblizna hodnota velkosti uhla o je o ~ 53,58°.

Z: Uhol 6 vypocitam odcitanim tejto hodnoty od hodnoty 180 stupriov.

0 = 180° — av = 180° — 53,58° = 126,42°.

U: Velkost vntatorného uhla 3 v lichobezniku ABC D urdime tiez z trojuholnika AED.

Z: Mdte pravdu. Uhly AED a ABC tvoria dvojicu stihlasnych uhlov. Majiu rovnaki vel-
kost, lebo priamky BC a DE su rovnobeiné. Teda, v trojuholniku ADE je uhol beta pri
vrchole E.
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15 cm B B

U: V trojuholniku ADE je protilahlou stranou k uhlu 3 strana AD. Vypocet uhla 3 bude
teda rovnaky ako v pripade uhla «. Tam bola protilahlou k uhlu « strana DE. Preto plati

|AE|? + |EDI|? — |AD|?

3:
cos 2 |AE|- [ED|

Ciselné vypocty uz urob sam.

Z: Po dosadend ¢iselnych hodnot dostdvam

152 4142 — 16 225+ 196 — 256 165

CsP= TS 51 30 14 420
Po kratent posledného zlomku cislom 15 bude pre uhla B platit
11
cos = 78"

U: Priblizna hodnota uhla 3, uréend pomocou kalkulacky, je 66,87°.
Z: Potom pre uhol v plati

v = 180° — 3 = 180° — 66,87° = 113,13°.
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Priklad 9: Dokdzte, Ze pre dizky strdn a a b rovnobeznika ABCD a jeho uhlopriecky u = |AC|
av = |BD| plati:
u? +v? = 20 + 2b%.
Z: Nacrtnem rovnobeznik a farebne vyznacim jeho zadané strany a uhlopriecky.

U: V rovnobezniku ABC D zéaroven vyznac¢ime dva uhly. Uhol DAB ozna¢ime « a uhol ABC
oznacime ako uhol f3.

D a C

A a B
U: Ako vieme, druhé mocniny dlZok tseciek sa vyskytuju v zépise Pytagorovej alebo kosi-
nusovej vety. T4 prva plati iba pre pravouhly trojuholnik, ale kosinusovéa veta plati pre

Tubovolny trojuholnik. Kedze vo vztahu, ktory méame dokézat, takéto druhé mocniny kon-
krétnych tseciek figuruji, budeme musiet nieco z toho vyuzit.

Z: Ked sa pozriem na rovnobeinik ABCD, vidim v fiom dva trojuholniky, ktoré so stranami
a uhloprieckami rovnobeznika suvisia. V kaZdom z nich ste navyse vyznacili po jednom
uhle. 'V trojuholniku DAB je to uhol o, a v trojuholniku ABC' uhol 3.

U: Je teda zrejmé, ze pouzijeme kosinusovu vetu. Pre trojuholnik DAB je uhlopriecka v
rovnobeznika stranou oproti uhlu «a. Preto plati

v? = a® + b? — 2abcos .

Z: Oproti ublu (3 v trojuholniku ABC' je strana u. Strany a a b vytvdraji uhol 3. Kosinusovd
veta pre tento trojuholnik bude mat tvar

u? = a® 4+ b* — 2abcos .

Ako to dame dohromady?

U: V kazdom rovnobezniku je stcet velkosti uhlov prilahlych k tej istej strane rovny
180 stupniom. Plati to aj pre uhly a a § v nasom pripade. Teda

3= 180° — a.
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Z: To znamend, Ze kosinusovi vetu pre trojuholnik ABC mézeme zapisat v tvare
u? = a® + b* — 2abcos (180° — a) .
To sa da este dalej upravit. Spominam si totiz, Ze plati vztah

cos (180° — ) = —cos a.

U: MoZem fa iba pochvalit. Vyjadrenie kosinusovej vety pre trojuholnik ABC' bude mat teda
tvar
u? = a® 4 b* — 2ab(— cos a).

Zaroven pripomeniem, ¢o platilo v trojuholniku DAB:

v2 = a® + b2 — 2abcos a.

Z: Aby sme dostali vztah medzi stranami a uhloprieckami, staci séitat obe rovnice. Dostaneme
u? +v* = a® +b* — 2ab(— cos a) + a® + b* — 2abcos .

Vyrazy s sa odcitaji. Daji nulu.

U: Zvysné cCleny na pravej strane daji pozadovany vysledok
u? + v? = 2a® + 207

Tym je dokaz hotovy.




