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Grafy funkcii tangens a kotangens
RNDr. Marian Macko

U: Dobrt predstavu o grafe funkcie [ : 1y = tgx ziskame z jednotkovej kruznice prenesenim
hodndét funkcie tangens pre niekolko zvolenych hodnot argumentu. Ako vieme, funkcéné
hodnoty pre tangens st uréené y-ovou suradnicou prieseénika priamky OM
a doty¢nice p ku kruznici v bode J[1;0]. Bod M na jednotkovej kruZmici je priradeny
znamym spdsobom redlnemu ¢islu x.
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U: Opit nebude nutné hladat graf na celom definiénom obore, ale iba jeho miniméalnej Casti.
Spominas si, ktord vlastnost funkcie tangens to dovoluje?

Z: Funkcia je periodickd s najmensou periodou w. KedZe sme jej vlastnosti skimali na inter-

vale (—g; g), predpokladdm, Ze aj graf ndajdeme najskor iba na tomto intervale.

U: Mas pravdu. Interval zodpovedd bodom na jednotkovej kruznici vo IV. a v I. kvadrante.
Hodnoty argumentu pre body vo IV. kvadrante berieme ako zaporné. Ak rozdelime tuto
polkruznicu na 12 rovnakych casti, mal by to byt dostatoény pocet hodnot pre vysledny
graf. Sleduj obrazok.
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Z: Pre niektoré hodnoty delenia nedostaneme na dotycnici bod.

U: y-ovd sturadnica bodu na doty¢nici, ktord prislicha napriklad uhlu 75° je velkd. Pre-
sahuje moznosti nasho zobrazovania. Na druhej strane dava informéaciu o tom, ze funkc¢né

Vs
hodnoty narastaji neobmedzene do nekonecna, ak sa argument blizi k hodnote 7

Z: Rozumiem. Podobny problém je aj pri hodnote uhla —75°. V tomto pripade je funkcnd
hodnota zdpornd.

U: M4s pravdu. Nie pre vSetky zvolené hodnoty uhlov vieme néjst hodnotu funkcie tangens.

Tych niekolko bodov, ktoré sme vedeli zostrojit, spojime. Ziskame tak ¢ast grafu funkcie
tangens na zakladnom intervale.
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Z: Podobd sa na graf funkcie y = .

U: Iba podob4. St to rozdielne funkcie, a teda aj grafy. Pre funkciu y = 22 stt hodnoty na grafe
T

priradené vSetkym realnym c¢islam, ale pre funkciu tangens zatial iba pre x € (—5; 5)

Viysledny graf pre funkciu tangens dostaneme, ak ziskanid cast zopakujeme na

kazZdom intervale (—g + k; g + /m) pre vsetky celé cisla k.

7T v/ I 7/
—> o celociselné ndasobky m doprava a dolava.

Z: Posunieme interval (—g; 5
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U: Urcite si si v obrazku v§imol priamky vyznacené ¢iarkovane ¢ervenou farbou.

Z: Pri niektoriych inych funkcidch to zvykli byt asymptoty.
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U: Mas pravdu. Priamky vyznacené ¢iarkovane cervenou farbou st asymptoty grafu funkcie

tangens a st nutnou sucastou grafu. Vies, aky maji predpis?

N«

hodnoty = definovand. Ako sa nazyva graf?

: Maju predpis x

(2k + 1)%, kde k je celé cislo, lebo funkcia tangens nie je pre tieto

U: Graf funkcie tangens nazyvame tangentoida. Pomenovania grafov st pre goniometrické
funkcie odvodené od ich nazvu.

U: Podobnym spdsobom sa mozeme dopracovat ku grafu funkcie kotangens. Pripomer, ako

na zaklade jednotkovej kruznice odc¢itame hodnotu kotangensu.

Z: Su to x-ové suradnice bodov, ktore ziskame ako priesecniky dotycnice ku kruZnici v bode
K [0;1] a koncového ramena uhla, ktory odpovedd hodnote x.
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U: Teraz budeme prenasat z-ovu sturadnicu. Interval, na ktorom néajdeme zdkladnu cCast
grafu funkcie kotangens, bude (0; 7). Delenie polkruznice ponechame ako v pripade tangens

na 12 casti.
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Z: Poturdilo sa, Ze kotangens je na tomto intervale neohranicend funkcia a klesajica.

U: Ak zostrojime taki istt krivku na kazdom intervale (0 + km; 7 + k7), kde k je celé ¢islo,
dostaneme vysledny graf funkcie kotangens, ktory nazyvame kotangentoida.
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U: Aj k tomu grafu patria asymptoty, na obrazku vyznacené opif ¢iarkovane cCervenou
farbou. Pokus sa urcit ich predpis.

Z: v = kn, kde k je cele cislo, lebo redlne cisla km nepatria do definicného oboru funkcie
kotangens.

U: Zakladné grafy mame. Co vsetko sa s nimi d4 v stradnicovej ststave urobit?
Z: Daji sa posuvat tak v smere osi x, ako aj y, preklapat podla osi z, méZe sa zmenit
perioda. Ale to posledné potrebujem vysvetlit.

U: K tomu sa postupne dostaneme. Nespomenul si, Ze sa hodnoty na grafe mozu menit
rychlejsie alebo pomalSie, Zze hodnoty moézu byt iba nezaporné, ak do vyrazu v predpise
funkcie pridame absolttnu hodnotu atd. Toto vSetko dosiahneme vytvorenim zloZenej fun-

kcie. Napriklad: f : y = cotg <x + g) Jej graf dostaneme posunutim grafu funkcie

f1:y = cotgx pozdlZ osi x o 5‘ dolava.
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Z: Nikdy si nie som celkom isty, ¢i dolava alebo doprava.

U: Situaciu, ktora nastane na grafe zakladnej funkcie y = cotgz pre z = 0, dostanes pre novi

funkciu f vtedy, ak aj jej agrument bude nula.

Z: Teda x + g =0, z ¢oho dostanem x = —g.

U: To ¢o nastalo pre graf elementarnej funkcie y = cotgx v bode x = 0, nastane pre zlozent
funkciu pre z = —g. Bod [0;0] sa posunie do bodu [—g;O] a bod [g, 0} do bodu [0; 0].

Graf sa posunie dolava.
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U: Pokracujme vo vytvarani zlozenej funkcie. Pridajme jedno znamienko minus, vytvorme

(—1)-nésobok funkcie f:

s
h:yz—cotg(m—l—§>.
Z: Hodnoty funkcie sa zmenia na opacne.

U: Grafy funkcii f a h st osovo simerné podla osi x.
Graf funkcie f preklopime podla osi x.
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Z: Zaujimavé. Dostali sme tangens.
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m
Pre pripustné hodnoty x plati: tgz = —cotg (x + 5)
Niektoré zlozené funkcie mozu vyjadrovat iné jednoduchsie funkcie. K tomuto zisteniu nam
zatial najlepSie posluzia grafy.

, oy ™
: Potom must platit aj: cotgr = —tg (L + 5) .

: Ano, je to symetricky vztah. Funkcie tangens a kotangens st navzajom dopliajice sa

funkcie.

C N

: Peridda sa zmeni na p =

: Obe uvedené funkcie st prikladom zlozenej funkcie v tvare:

y=a-tglb(x+c)+d

y=a-cotg[b(z+c)+d

kde a; b; ¢; d€ R;a; b#0 .

Zdovodnenie, prec¢o a; b # 0 je analogické ako pri funkciach sinus a kosinus.

Kazdy z tychto koeficientov ma svoj geometricky vyznam:

1. koeficient d postwva graf pozdlZ osi y nahor alebo nadol,

2. koeficient ¢ positva graf pozdlZ osi x doprava alebo dolava,

3. koeficient b ment periodu,

4. koeficient a graf natahuje alebo skracuje v smere osi y, a naviac, ak je
a <0, tak ten graf aj preklopi okolo ost x.

. Viiesina z tychto koeficientov je mi jasnd, lebo sa objavuje aj pri ingch funkcidch. Co je

nové, to je b, ktoré meni periddu. Mohli by ste vysvetlit ako?
T

m.

: Preco?

: Ak si zoberies funkciu y = cotgr, jej zdkladna ¢ast je na intervale (0; ), ¢o je interval

.....

ako .
Aj pre funkciu y = cotg(br) musi byt argument bx z toho istého intervalu: 0 <

< |blz < m,
7 s . T
takze pre premennd z plati: 0 < z < —. Interval pre zakladnt ¢ast mé teda dizku — a to

b 0]
je teraz peridda funkcie y = cotg(bx).

N«

. Preco ste zobrali absolitnu hodnotu?

: Pre zaporné b zohladnime eSte neparnost funkcie, a minus pred funkciou ovplyvni koeficient

a. Sleduj na priklade:
Predpis funkcie f : y = 2cotg(—3x) = —2cotg3z sme upravili, lebo funkcia je neparna.
Zapornost koeficienta b sa prenasa do koeficienta a. Periédu meni |b|.

: Mdm este jednu otdzku. Preco ste ostatné koeficienty neuvazZovali?
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U: Neovplyviiuju periédu. Neurcuju spésob zmeny nezavislej premenenej z. Iba stcin bx
hovori, ¢ sa tato premenna bude menit rychlejsie alebo pomalsie.

Z: Dobre, pochopil som. Vrdtme sa k peridde. Kedy bude vicsia, kedy mensia?

U: Ak |b| > 1, peridda sa |b|-krat zmensi, graf danej funkcie sa v smere osi x zhusti,

ak |b| < 1, peridda sa m vvvvv
h
natiahne,

ak |b] = 1, periéda sa nezmeni. Také boli aj dve funkcie, ktoré sme uviedli.
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Priklad 1: Nacrtnite graf funkcie f : y = —cotgx + 2. Urcte periddu funkcie a priesecniky
grafu so suradnicovymi osami.

U: Nacrtnat graf zadanej funkcie by pre teba nemal byt problém. To, aké zmeny zékladného
grafu funkcie y = cotgx spdsobuju ¢isla na pravej strane predpisu funkcie, poznas od inych

funkcii.

Z: Uloha by nemala byt pre mia aZ takd ndrocnd. Graf funkcie y = —cotgx dostanem pre-
klopenim grafu funkcie y = cotgx okolo osi x, lebo vsetky hodnoty povodného grafu treba
zmenit na opacné. Ak posuniem graf funkcie y = —cotgx o 2 nahor pozdlZ osiy, dostanem
graf zadanej funkcie f :y = —cotgx + 2.

| |
}1 M
| \
i \
| \ \
\
A
\
| \\ 1+
‘ N
3 \
s \\ _‘71- % \\ 0
\ \
v \
V) \
\ ‘ \
| \
|| \
I 1
I I
\
\
|
\
| \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
U il \
I I \
H I |
y=—cotgx || ] |

U: Posunuli sa aj symptoty grafu funkcie y = —cotga?

Z: Postvali sme nahor, takze asymptoty sa nezmenili.

U: Zmenila sa periéda?

Z: Ani peridda sa nezmenila, lebo sme graf iba posivali a prekldpali. Najmensia peridda
funkcie f :y = —cotgx + 2 je cislo .

U: Zostéva urcit priesecniky so siradnicovymi osami. Cim sa vyznacuje priese¢nik grafu funk-

cie s osou y?
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Z: Jeho x-ovd siradnica je nulovd. Dosadim nulu za x do predpisu funkcie f. Ked%e cotgr
pre x = 0 neexistuje, neexistuje ani hodnota funkcie f v bode 0.

c

: Graf funkcie nemad s osou y spoloény bod. Iné situdcia nastane pre priesecniky grafu
funkcie f s osou .

. V tomto pripade nulu dosadim za y.

C N

: Budes riesit rovnicu —cotgx + 2 = 0.

N«

: Upravim ju na tvar cotgx = 2. Ako ju vyriesim, ked hodnota 2 nepatri medzi vijznacné,
ktoré pozname?

c

: PouZijes kalkulacku. Vysledok mozes uviest bud v stuptiovej alebo oblikovej miere. V kaz-
dom pripade hodnota ziskana na kalkulacke bude priblizna.

: Vysledok v radidnoch je x ~ 0,4636476.

: Lepsiu predstavu budes$ mat, ak radiany premenis na stupne.

c N

N«

:x je priblizne 26 stupriov, 33 minut a 54,2 sekind.

c

: V8etky nulové body funkcie f ziskame, ak vyuZijeme periodickost funkcie kotangens s naj-
mensou peridodou 7. Priese¢niky grafu funkcie s osou x buda body, ktorych stradnice st
[0,4636476 + k; 0], kde k je celé &islo.

. s
Uloha : Nacrtnite graf funkcie f :y = tgx+ 5" Urcte periodu a priesecniky so suradnicovymi
osami.

Vysledok:
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Priklad 2: Nacrtnite graf funkcie f : y = tg (z — ZE) —i—%. Urcte periodu funkcie a priesecniky

C N

3
grafu so suradnicovymi osams.

: Vhodné je najskor upravit predpis funkcie v zadani.

: Preco?
: Znamienko minus pred nezévislou premennou x mé tiez svoj vyznam. Mohlo by sa stat,

ze by si nan zabudol. Pri tiprave vyrazu na pravej strane predpisu zadanej funkcie vyuzi
neparnost funkcie tangens.

™
: Vargumente 37 x) funkcie f vyberiem pred zdtvorku znamienko minus. Potom vyuZijem

nepdrnost, teda tg(—x) = —tgx.

s

3
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: Pozri sa este raz na vysledny tvar predpisu funkcie, ktory si dostal po tpravach. Dava

jasnejsi obraz o postupnosti krokov pri nacrtavani grafu funkcie ako zadany predpis?

: Jasné. Pochopil som vasu pozndmku na znamienko minus pred premennou x. Okrem po-

sunov grafu pozdlZ suradnicovych osi budem musiet graf aj preklapat.

: Zapamitaj si, ze aj ¢islo —1 pred argumentom z mé svoj vyznam. Nemeni sice peridodu,

ale spdsobi preklopenie grafu funkcie tangens podla osi z. Predpis uprav vzdy tak, aby x
bolo osamotené.

T 3
. Teraz ulohu zvladnem aj sdm. Graf funkcie y = tgx najskor posuniem o c¢islo 3 pozdlZ osi

x doprava. Dostanem graf funkcie y = tg (a: — g) Ziskany graf preklopim podla osi x

a ziskam graf funkcie y = —tg <x — g)
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. ™
U: Ano, preklopenim zmenis hodnoty funkcie tg (x — §> na opacné cisla. Posledny graf na-

N«

C N

. . .. v, ™ , s , ve
koniec posunies pozdlz osi y nahor o &slo —. Této &selna hodnota fa mohla zaskodit.
Zvycajne ¢isla v tomto tvare vztahujeme k nezavislej premennej . Hodnotami zavisle;

premennej y su vSak tiez redlne ¢isla a ¢islo — je jednym z nich. KedZe ide o iracionéalne

¢islo, jeho hodnotu vyznacime v grafe iba priblizne.

. Perioda funkcie sa nezmenila. Je to cislo .

: Najdime este sturadnice priesecnikov grafu funkcie so stradnicovymi osami. Priesecnik,

s ktorou osou dostanes, ak za x dosadis nulu?

% v 7T P
: Dostanem priesecnik s osou y. Stact vyuzit, Ze tgg = /3 a dosadit.

T T T T T
t(——O) o—tgm - =34 =
&\3 Ty =teg g =vity

: Dd sa s tou hodnotou nieco urobit?
: Oba séitance st iraciondalne c¢isla. Nechame to v tomto tvare. Pre graf odhadneme priblizna

hodnotu. Zaokrtuhlené na stotiny to dava hodnotu 2,78.

. Aby som wurcil priesecniky grafu funkcie f s x-ovou osou, potrebujem riesit rovnicu

tg (g — a:) + g = 0. Hladané priesecniky maji y-ovi suradnicu rovni nule, preto som
do predpisu funkcie f za y dosadil nulu.

v/ 7 v/ 7-‘- / . .
: Po od¢itani ¢isla — od oboch stran rovnice dostaneme rovnicu v tvare

tg (g — x) — T Zavedieme substiticiu argumentu (g — x) Tento vyraz nahradime

novou premennou, napriklad wu.

N«

: Dalej budeme riesit rovnicu tgu = —g. Ale to budem potrebovat kalkulacku.

: Hodnotu neznamej u dokazeme urcit iba pomocou kalkulacky. Dostaneme zakladné rieSenie

. . . T T
tejto rovnice v intervale (—5; 5)




Ma-Go-08-2 List 12
| |

N«

: Dostal som hodnotu nezndmej u priblizne —0,808.

: VSetky rieSenia rovnice pre nezndmu v budu v tvare u = —0,808 + k7, kde £ je celé ¢islo.

Vyuzili sme, ze funkcia tangens je periodicka s najmensou periédou 7.

: St to uZ x-ové suradnice hladanych priesecnikov?

: Nie. Od substitu¢nej nezndmej u sa musime vratit k neznamej x. Dosad do substituéného

T
vztahu u = <§ — a:) za neznamu v hodnotu v = —0,808 + k7 a vypocitaj z.

: Pripocitam x a odpocitam —0,808 + km. Dostal som:

z= g 40,808 — krr, kde k je celé cislo,

: Ak k je celé ¢islo, potom aj —k je celé ¢islo. Parameter —k mozno nahradif novym para-

™
metrom, napriklad [ a vysledok pre z-ovi stradnicu prepisat do tvaru x = 3 + 0,808 + I,

kde [ je celé ¢islo. Vyjadrujeme tym, Ze zdkladnd hodnota neznamej x sa bude opakovat
s najmensou periodou 7.

: Suradnice priesecnikov grafu funkcie f s x-ovou osou budi [g + 0,808 + Im; 0|, kde [ je

celé cislo.

Uloha : Nacrinite graf funkcie f : y = cotg (g — a:) — 1. Urcte periodu a priesecniky so

suradnicovymi osami.

Vysledok:
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x
Priklad 3: Nacrtnite graf funkcie f : y = cotg—. Urcte periddu funkcie a priesecniky grafu
7T

C N C N C

N«

N«

N«

/ 7/ 7/ x I 7/
. Zacinam chdpat. Viyraz — musi mat hodnotu w. Teda x sa rovnd .
T

so suradnicovymi osami.

x
: Mas predstavu, ako sa zmeni graf funkcie y = cotgzx, ak argumentom bude vyraz —?
T

: Mala by sa zmenif periéda funkcie.
: Ako?

. Vyskusam si niekolko hodnot?

: Skis.

0
: Ak za x dosadim nulu, bude hodnota cotg— takd istd ako hodnota cotg0. To nie je defino-

vané. Ktoré dalsie ¢isla mdm dosadit?

: Zamysli sa nad tym, co si ziskal, ak si za x dosadil nulu? Ziskal si informaciu, ze graf zadanej

funkcie bude mat tu istG vlastnost ako graf funkcie y = cotgz. Ziskal si jednu asymptotu,
respektive jedno, lavé obmedzenie zakladného motivu grafu funkcie. Potrebujes este zistit
pravé obmedzenie. Ktorou hodnotou argumentu x je ono dané pre graf funkcie y = cotgax?

: Za x treba dosadit ¢islo w. Vtedy dostaneme opdit asymptotu grafu funkcie.

> - . X . .
: Skiisme ho najst aj pre funkciu f : y = cotg—. Pozor, teraz argument funkcie nie je z,
T

ale vyraz —.
T

2

PRV , ; . xz y .
: To znamena, ze zakladny motiv funkcie f : y = cotg— nacrtneme na otvorenom intervale
T

(0; %). Vies teda ur¢it ako sa zmenila periéda?

. Najmensia peridda bude cislo 72, lebo je to dlZka nami zisteného intervalu pre zdkladniy

motiv grafu funkcie.

N«

: Neviem, ¢i si uvedomujes, ale nepouzili sme v rieSeni ni¢ nové, ¢o by si nepoznal. Iba

sme pospajali vhodnym spésobom poznatky, ktoré mas. Vychodiskom st vzdy zakladné
poznatky. Potom sa aj na zlozitejSie argumenty treba pozerat ako na jednoduché. Iba tych
vypoctov bude niekedy viac.

: Nacértnit graf uZ nebude problém.
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N<

|
|
|
I

Periodu funkcie f sme uz urcili. Ak si dosadil za x nulu, zistil si, ze hodnota neexistuje.
Co to znamena v suvislosti so stiradnicovymi osami?

Graf nepretina os y, nemd priesecnik s touto osou.

: RieSenie tlohy dokonc¢ime urcéenim priesecnikov s osou z.

x
Dosadim za y nulu a vyriesim rovnicu cotg— = 0. Kotangens je rovny nule, ak jeho
7r
T x
argument je rovny ¢islu v tvare (2k + 1)5 V' nasej rovnici je argument vyraz —, preto
T

Y
T 2

: Nezndmu z ziskame jednoduchou tpravou. Obe strany rovnice vynasobime ¢islom 7. Do-
2

staneme = = (2k + 1)% Priese¢niky grafu funkcie f : y = cotgE s osou x su body so
™

2
stradnicami [(Qk + 1)%; O} , kde k je celé ¢islo.
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Priklad 4: Porovnagte grafy funkcii:

fry=ltgr —1|
g:y=tgz| -1
h:y=tglz] — 1.

N(

: Rozdiel v zostrojovani grafov bude asi v tom, c¢o urobime najskor. V kaZdom pripade si
nagskor nacrtnem graf funkcie y = tgx.

U: Z hladiska priorit operacii v pripade funkcie f treba najskor odcitat ¢islo 1 a potom
vypocitat z celého vyrazu absolitnu hodnotu. Skus tieto dva kroky interpretovaf na grafe.

N(

: Odéitat 1 od tgx znamend posunit graf o jednotku nadol. Absolitna hodnota sposobi,
Ze vsetky hodnoty budi kladne.

U: Presnejsie nezaporné. Tie Casti grafu funkcie y = tgx — 1, ktoré neboli pod osou x pone-
chame aj do vysledného grafu a tie, ktoré boli pod osou x zobrazime osovo sumerne

podla osi x.

Z: Preklopime.

-
\
\
\
\
\
\
\
\

\
!
\
!
\
!
\
\
3 7
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U: Dolezité je si uvedomit, Ze pre hodnoty vyslednej funkcie plati: f(z) = 0.

Z: V pripade funkcie g to treba urobit v opacnom poradi.

U: Ano. Kedze vychddzame z grafu y = tgz, najskor uplatnime absoltitnu hodnotu.

Z: Casti pod osou = z grafu y = tgx preklopime.

U: Potom potrebujeme oddéitat ¢islo 1.

Z: Posunieme o 1 smerom nadol.

| | Y | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | 1+ | |
| | | |
_3n 7 T, [ 5nl & 7 p-T
2 S 2,0 2 2| ,om 2 AT

|/ |/ | |/
\/ \/ N \/
| ) ) )
| | | |
N ' ' by
[ [ [ [
[ [ [ [
il Il Yy 11y — Il Il Il
I [ Y ltg | [ [ [
}\ l}\ J}\ l}\ l}\ J}\
Al Il [/ Il Il /A

\ 11\ 11\ 11\ 11\ 11\
A\ TR\ 7R\ 7R\ /| 7R\
I /1T /W /TN /]| /W
[\ N\ S ANLIE SN /1 N\ /) 1 \N\ /1 1A\

AN / AN / AN / AN / AN / AN
3\ — | | — \d — 5\ — \7 N
_ T d ‘ o ) o ‘ i — T
LI B N I T

| | 'y = [tgz[—1] | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |

U: Pre funkciu g existuji redlne ¢isla z, pre ktoré g(x) < 0.

U: Zostava nam posledna funkcia h : y = tg|z| — 1.

Z: S touto funkciou mi budete musiet pomoct.

U: Jedna z moZnosti ako dojst k vysledku je odstranit absolitnu hodnotu. Rozober dva

pripady podla toho, aké je x vzhladom k nule.

Z: To by som vedel. Ale myslel som si, Ze existuje nejakd finta bez odstranovania absolitnej

hodnoty.

U: Prezradim ti ju na konci. Zostaf pri odstratiovani absoltitnej hodnoty. Co plati, ak = = 0?
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Z: Vtedy plati: |x| = x a funkcia h bude mat predpis iy = tgr — 1. Je to rovnaké ako v pripade
prvej funkcie.

: S tym rozdielom, Ze tentokrat to plati iba pre nezaporné x.
Vyries eSte pre x < 0.

. Vtedy plati: |x| = —x a funkcia h bude mat predpis v = tg(—z) — 1 = —tgx — 1. Graf
preklopim podla osi x a posuniem o 1 nadol.

: Toto uplatnime iba pre x < 0.

: Aj funkcia h ma pre niektoré realne ¢isla x zaporné hodnoty. Pozri sa este raz na obrazok.
Vyznacuje sa graf tejto funkcie nejakou simernostou?

: Podla osi y.

: Ak je osovo stumerny podla osi y, tak je grafom parnej funkcie. To je dolezité pri tejto
funkcii. D& sa to objavit v zadani. Absolitna hodnota z ¢isla x mé rovnaky vysledok
pre kladné, ako aj k nemu opacné (zaporné) ¢islo. Preto aj tangens pre vsetky dvojice
navzajom opacnych ¢isel méa rovnaka hodnotu. tg| — z| = tg|z|. Najskor, povedané tvojou
terminoldgiou, by sme preklopili graf funkcie y = tgx zostrojeny pre x = 0 podla osi y.
Dostali by sme y = tg|z|. Graf tejto funkcie by sme posunuli smerom nadol o 1.

| I Yy | | | |

\ I \ \ \ \

\ /'\ \ \ \ \

\ /| \ \ \ \

\ [ \ \ \ \

\ ;| \ \ \ \

\ ;| \ \ \ \

| /o 1+ | | | |

| 4 | | | | | ‘
3n Ix | B 5r] 7

2 T 2,70 3 g T2 g 5 AT

| // | // | | | |

¥ ¥ | | | |

! N | | | |

\,’ \,’ \ \ \ \

N i ! ! ! !

Ly =tgx l Hy =tglz] | | !
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U: Porovnaj este obory hodnot tychto troch funkcii.
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sin sin om
Priklad 5: Nacrtnite graf funkcie f :y = # na intervale <—27T; —>
cos T 2
U: Vyraz na pravej strane predpisu funkcie je zlomok. To znamena, ze do definicného oboru
funkcie nemusia patrit vSetky realne ¢isla. Zapis a vyrie$ najskor podmienku pre definiény
obor funkcie f.
Z: V menovateli zlomku nesmie byt nula: cosz # 0. To plati, ked = # (2k + 1)%, kde k je
s
cele c¢islo. Neparne nasobky cisla 5 nebudi patrit do definicného oboru.

U: V absolatnej hodnote je iba Cast vyrazu na pravej strane predpisu funkcie. Nevyhneme
sa rieSeniu dvoch pripadov, podla toho ¢ vyraz v absolutnej hodnote je nezdporny alebo

zaporny.
Z: V pripade, Ze sinx = 0, absolitna hodnota vijraz nement.
U: |sin x| = sin z. Pokracuj.
- 3 sinx + |sinx sinxz +sinx 2sinx
Z: Dosadim: y = | | = = :
Cos T cos T cos T
U: Podiel funkcii sinus a kosinus definuje funkciu tangens: y = 2tgz.
Z: Ako vyriesim podmienku sinz > 07
U: To nie je nutné. Pomo6zeme si grafom funkcie y = sin z. Mas predstavu, ¢o tato podmienka
znamend pre graf? Ktoré x tomu vyhovuju?
Z: sinz je funkénd hodnota a td md byt kladnd. Pozrieme sa iba na tie casti grafu, ktoré si

nad osou z.
U: Preto graf funkcie y = 2tgz nacrtneme pre tie redlne ¢isla x, pre ktoré je graf funkcie
y = sinx nad osou . Aby sme boli presni, aj na osi, pretoZze sinus méa byt nezaporny.

| Y | |y =2tgz || |

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

\ \ \ \ \

\ \ . \ \ \

\ 1 |y =smx \ [ \
//T\\ //T\\\ } //T\\\ } //

A 7

o ~ — \\J‘_gl/27r 57” W\\J‘_’Yl/ Trx
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Y

. Vyriesit druhy pripad uZ nebude problém. Je to analogické, len ddm minus, ked odstrdnim
absolutnu hodnotu.
: M&s pravdu, ak sin < 0, tak |sinz| = —sinz.
; sinx + (—sinx sinx —sinx 0
: Dosadim: y = ( ) = = = 0.
cos T CosS T cos T

: Pre tie z na grafe funkcie y = sinz, pre ktoré je graf pod osou r nacrtneme priamku,

ktora je grafom funkcie y = 0.

. Ale to je os x.
Y
2+ .
_ 1l y=sinz _
¢/// \\\A // \\\A M// \\\A P
—27 _31 —T~__T 0 T T~_ 3t _9g b 3x~_ 1t AgT
2 ~ __2/_ 1 2 ~ _2_ — 2 ~ _%_ —
—2+
: Funkciu f chapeme ako zjednotenie dvoch funkcii f = f1|J fo, kde
fi:y=2tgr, aksinz =0 a
fo:y=0,aksinz <0
Spojenim oboch pripadov do jedného obrazka dostaneme vysledny graf.
sinz + | sin x| } Y
\
!
!
!
!
!
!
!
\
\
\
!
!
! 17
\ ‘ ‘
as 5 = 5 T o Arn®

S
i3
o




Ma-Go-08-6 | List 21

Priklad 6: Nacrtnite graf funkcie f : y = cotgx — |cotgz| na intervale (—m;27).

Z: Odstranim absolutnu hodnotu. Rozoberiem dva pripady: ked vyraz v absolitnej hodnote je
kladny a ked je zaporny.

U: Ak cotgr = 0, tak |cotgz| = cotgx. Pokracuj.

Z: Dosadim do predpisu: y = cotgx — |cotgz| = cotgx — cotgr = 0. To je konstantnd funkcia.
Grafom je os x.

U: Iba cast osi z. Funkciu y = 0 sme dostali za predpokladu, ze cotgr = 0. PomodzZeme
si grafom funkcie y = cotgz. Zohladnit podmienku cotgr = 0 znamené zostrojit graf
funkcie y = 0 iba pre tie redlne ¢isla x, pre ktoré je graf funkcie y = cotgr nad osou .
Ku kladnym ¢islam priradime aj nulu.

\ Yy lly = cotgx |
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ 1+ \ \

IS IS

3m L3 T 5m
2 2 2 2 2

\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
.

I S 0 T~ 7 . 95 on 31““ (i 4%’;:1?
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \

U: Vyries druhy pripad.
Z: Ak cotgr < 0, tak |cotgr| = —cotgx. Dosadim do zadania:
y = cotgr — (—cotgx)
Yy = cotgx + cotgx
y = 2cotgz.
U: Pre tie realne ¢isla x, pre ktoré cotgr < 0, graf funkcie y = cotgz sa nachadza pod osou .
Vtedy podla zadania zostrojime graf funkcie y = 2cotgzr.

Z: Ako sa to prejavi?

U: Hodnoty budi dvojnésobné v porovnani s y = cotgz. Ak bola hodnota (—1), bude (—2).
Vseobecne, ak bola fi(z), bude f(z) = 2fi(z). KedZe cotgr < 0 pre funkciu f buda
dvakrat mensie.
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y = 2cotgx
ako zjednotenie dvoch funkcii, ktoré sme dostali v oboch analyzovanych pripadoch.

U: Vysledny graf dostaneme spojenim oboch obrazkov do jedného. Vysledna funkcia sa chape
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Priklad 7: Nacrtnite graf funkcie f :y = tg <2x + g) — T a urcte jej periodu.

uU:

y4

Kazdy koeficient mé v predpise funkcie svoj geometricky vyznam vzhladom na graf ele-
mentarnej funkcie y = tgx, alebo treba predpis upravit?

Mali by sme upravit vijraz za tangensom. Vybrat pred zdtvorku ¢islo 2.

U: Po tejto tiprave dostaneme: [ :y = tg [2 (x + %)} — 7. Kazdy koeficient v tomto predpise

N«

ma svoj vyznam. Zac¢nime grafom funkcie y = tgz a postupne aplikujme zmeny urcené
jednotlivymi ¢slami v predpise nasej zlozenej funkcie. Cim by si zacal?

. Posunul by som graf pozdlz osi x dolava o %

Y

<
|
-+
09
—
)
+
=l

-~

|
Sy
\\\\
N
3

—

—_—

: Ides na to dobre. Treba si v§imat postupnost krokov, ktoré musime urobit, aby sme vypo-

¢itali hodnotu nasej funkcie. Posunutie vlastne zodpoveda vypoctu funkénej hodnoty pre
T T
T + 5 V dalSom kroku potrebujes dvojnasobok tohto vyrazu, teda 2 (x + 6) Musis to

ale vzdy vnimaf ako argument funkcie tangens. Co to urobi s grafom, ak argument rastie
dvakrat rychlejsie?

: Pochopil som. Zmeni sa peridda, bude dvakrat mensia.

U: Ano, periéda bude &islo T Na kazdom intervale, kde mame zakladny motiv tangentoidy,

ho teraz musime nac¢rtnat dvakrat.

\ YAl
| I
! I
\ H
\ F
\ I
\ I
/
I s 7 .
\ ¥ |
2%‘ /70 K
14 3

T\l
y=tg(z+3)
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U: V postupnosti vypoctov nam ostava od toho, ¢o doteraz mame, odpocitat ¢islo .

Z: S tym nemdm problém. KaZdd hodnota sa zmensi o m. Preto posuniem posledny graf po
ost y dole o cislo .

AL

Sl
8

y=tgl2(z+§) -
U: Spravnost vysledku si mozeme skontrolovat nasledovne:

Zakladnym intervalom pre funkciu y = tgx je otvoreny interval (—g; g) Ale aj nasa

funkcia je tvaru y = tgu, kde u = 2z + g Teda aj pre argument u plati zadkladny interval:

T

u € <—§; §> Ak si zostavime ststavu dvoch nerovnic, uré¢ime aké bude z.
T T T

—— <2+ - < —.

Nemal by byt problém pre teba ich vyriesit. Pokus sa ich riesit naraz.

Z: Odstrdnim zlomky?
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U: Spravne. Vynasob vsetky vyrazy c¢islom 6.

Z: Vyndsobim vsetky vijrazy ¢islom 6, odpocitam 7 a vydelim ¢islom 12.

=31 < 122 + 27w < 37

-hr<2x<m

U: To je jeden z intervalov, na ktorom sme nacrtli zakladny motiv tangentoidy. Aké je periéda
zadanej funkcie?

Z: DIZka tohto intervalu, teda ¢islo g
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t
Priklad 8: Nacrtnite graf funkcie f :y = ‘tgx"
\ [tgx

Z: Dost komplikované zadanie. Odmocnina, zlomok a este aj absolitna hodnota.

U: V komplikovanych zadaniach sa ¢asto skryvaja jednoduché poznatky, ktoré objavime az
po upravach.
Odstranme preto najskor absoltatnu hodnotu.

Z: V tom potrebujem poradit.

U: Podla definicie absolitnej hodnoty, jej vypocet zavisi od toho, ¢ ide o kladné alebo zaporné
¢islo. Ak a > 0, tak |a| = a. V nasom pripade: ak tgz > 0, tak |tgz| = tgz.
Ak a < 0, tak |a| = —a. V nasom pripade: ak tgz < 0, tak |tgz| = —tgx.

Z: Preco neuvazujeme rovné nule?

U: Vyraz |tgz| sa nachddza v menovateli zlomku, a ako vieme, v menovateli nemoze byt nula.
Nulou nevieme delif.
Vratme sa k odstranovaniu absolttnej hodnoty:
Prvy pripad je, ak tgz > 0. Vtedy [tgz| = tgz. Dosad do zadania a uprav predpis funkcie.

Z: Tangensy sa vykrdtia a dostanem cislo 1.

tgx tgx
fry=\li—==/—=1
[tgx| tgr

U: V pripade, Ze tgr > 0, zadana funkcia predstavuje konstantnt funkciu y = 1. Dafam, ze
vie$ o je jej grafom.

Z: Priamka rovnobezna s osou x, prechdadzajica na y-ovej 0si cez bod 1.

U: Podmienku tgz > 0 nie je nutné vyriesit. V obrazku si nacrtneme aj graf funkcie y = tgz
a graf funkcie y = 1 nacrtneme iba pre tie realne cisla x, pre ktoré je graf funkcie y = tgx
nad osou x. Vtedy st funkéné hodnoty kladné.

| Y vetey | |
\ /'\ ,’\ /’\ /'\ ,’\
\ /| /| /| /| /|
! )| ;] )| )| I tar
| I /| /| /| joy= | B
\ an /| /| /| ;o [tgx|
| o——90 1< o) o o) o o) o o) o—
‘ I/ ‘ / ‘ I/ ‘ I/ ‘ I/ ‘ 7
3 A L=, | /”V |37 /”V 5| /ﬂv |7 /ﬂyx
__ 97 £ -z z 9T O i
2, 7 2,700 g T 2 ,2m 5 8w 2 AT
|/ |/ |/ |/ |/ |/
! ! o ! ! o
W ! ! ! ! !
/ I I I I I
N y y ¥ y y
" " I " " I
‘1 ‘1 ‘1 ‘1 ‘1 ‘1
I I l I I h

Z: Preco ste pouZili prazdne krizky ?
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37 w™ w 3w

—;——;—=;—;--- ¢ nie je funkcia tangens definovana a pre
2 2°2° 2

U: Pre ¢isla 2 € ¢---;—

x € { - ;—m0;m;2m; -} nadobida funkcia tangens hodnotu nula.
Z: Pokisim sa vyriesit druhy pripad: ak tgr < 0, tak |tgw| = —tgr. Dosadim do zlomku
t t
‘tgx’ = fx = —1. Zlomok je pod druhou odmocninou. Hodnota zlomku je —1 a druhad
gr —gr

odmocnina zo zaporného cisla neexistuje.

U: Ano, odmocnina zo zdporného ¢isla v mnozine redlnych é&isel neexistuje. Co to zna-
mena pre nasu funkciu?

Z: Nepriradime nic.

U: Pre tie redlne ¢isla x, pre ktoré méa platif podmienka tgx < 0, nepriradime na grafe
ziadnu hodnotu. Podmienke vyhovuje ta cast grafu funkcie y = tgx, ktora je pod osou .

U: Vysledny graf je na poslednom obrazku:

| Y vetey I |

\ /'\ ,’\ /’\ /'\ ,’\

\ /| /| /| /| /|

| | I | | I tgz

| I /| /| /o j oy = B

\ an /| /| am ;o [tgx|

| o—+—90 1< o) o o) o o) o o) o—

‘ I/ ‘ / ‘ I/ ‘ I/ ‘ I/ ‘ 7
3 - TS | 7 |3m % 5| 7 |7 ”Mx

|/ |/ |/ |/ |/ |/
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I I I I I I
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U: Urcite si si vsimol, aky je defini¢ny obor zadanej funkcie.
Z: Tvoria ho iba tie redlne cisla x, pre ktoré sa graf funkcie y = tgx nachddza nad osou x.

tgx
U: Ano. Definiény obor funkcie f : y = % sa d& zapisat v tvare, ktory je uvedeny
g

v ramceku.

D(f) = Upez (knr; g + kﬂ')




