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Goniometrické nerovnice
RNDr. Marian Macko

: Problematiku, ktorej sa budeme venovat, zacneme tlohou.

; . . /. 1 .
Méme urcit f zadanej predpisom y = 4 /sinx — 3 Mas predstavu,

s ¢im tato tloha stivisi?

: Vigraz pod odmocninou musi nadobidat nezaporné hodnoty. Mali by sme vyriesit podmienku
sinz — = 2 0.
2
: o . . : iy , , . 1 ,
: Ide o goniometrickd nerovnicu. MdZzeme ju upravit na zdkladny tvar sinx = —. Uka-
zeme si dve metody jej rieSenia. Prva metdda je zalozena na grafoch funkcii, druhé vyuziva
definiciu funkcie sinus.
: Pri prvej metode rieSenia urcite vyuzijeme . Netusim, ktoré dalsie funkcie
mate na mysli.
: Samotny zapis nerovnice je porovnanim funkénych hodnét dvoch funkcii. Vyraz

sin x na lavej strane urc¢uje hodnoty funkcie g : y = sin z. Hodnoty druhej funkcie st uréené
vyrazom na pravej strane.

1

: Myslite h:y==7°

2

: Ano. Dtfam, Ze vie§ ako vyzeraju grafy oboch funkcii.

: Grafom funkcie sinus je . Konstantnd funkcia md graf priamku rovnobeznu

_ 1
s r-ovou osou. Priamka pretina y-ovi os v bode [0;—|.

y =sinx

1
: Najst rieSenie na zdklade grafov pre rovnicu sinx = 3 by pre teba nemal byt problém.

: V pripade rovnice sa funkéné hodnoty oboch funkcii maji rovnat. Preto urcime priesecniky

grafov oboch funkcii g a h.

: Samotné rieSenie rovnice je potom urcené r-ovymi suradnicamsi tychto priesecnikov.

Ur¢i tieto rieSenia pre nas pripad. Stac¢i ak zoberies zakladny interval (0; 27).
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nadobiuda hodnotu — v tomto intervale dvakrat. Raz pre zndmu hodnotu

5
, rovnu c¢islu % Druhi hodnotu % dostanem, ak cislo % odcitam od cisla .

N«

: Pri rieSeni rovnice nas zaujimaji z-ové stradnice priesecnikov grafov dvoch funkcii. To

preto, Ze hodnoty funkcii sa magi rovnat. Ako sa to zmeni pre nerovnicu sinz > 5?

Aky ma byt vztah medzi hodnotami funkcii g a h?

: Hodnoty lavej strany maji byt vicsie alebo rovné hodnotdm pravej strany.

./ 4 seVY Yo L, w2
maju byt vdscie alebo rovné cislu 3"

: Preto okrem z-ovych stradnic priesecnikov grafov tychto dvoch funkcii zoberieme za riese-

nie aj intervaly, kde sa nachadza nad priamkou. Vtedy kazdy bod na sinusoide
méa vacsiu y-ovu siradnicu ako bod s rovnakou z-ovou stiradnicou na priamke.
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. TakZe riesenim nerovnice budu vsetky redlne cisla medzi hodnotams, ktoré sme urcili pri

rovnici sinx = 3 ?

. , . 1 , . T 5T )
: Ano. Zakladnym rieSenim nerovnice sinz > 2 bude uzavrety interval <E’ E> Funkcia

sinus je vSak s najmensou periodou 27. Preto rieSenim bude aj kazdy interval
ziskany zakladného intervalu o celociselné nasobky cisla 2w. Pozri sa
na ¢iselni os. Znéazornuje zakladné riesenie a intervaly, ktoré sme dostali jeho posunuim o
¢islo 27 doprava a dolava. Takychto intervalov je nekonecne vela.
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Z: Ako zapiseme vysledok riesenia?
U: Pouzijes zapis obsahujtci symbol nekoneéného poctu intervalov. Lavi hra-

N . 14 v /v w7 7-(- v/ Id 7’ .7 .
nicu intervalu zapises pomocou suctu cisla A a celoc¢iselnych nasobkov periody funkcie

5%

sinus. Pravi hranicu analogicky, ale s ¢islom 5 RieSenie nerovnice je zaroven urcenim

zadanej funkcie f. Pozri vysledok v ramceku.

D(fy=K=U <%+2k7r;5%+2k7r>

keZ

Z: Spominali ste moZnost riesenia zadanej nerovnice na zdklade definicie funkcie sinus.

U: Pri tejto metdde celt situdciu zadant nerovnicou zndzornis pomocou
Vychodiskom je definicia funkcie sinus a jej interpretacia na jednotkovej kruznici.

Z: Funkcia sinus priraduje realnemu ¢islu x y-ovil stradnicu bodov na jednotkovej
kruznici, ktoré su istym sposobom priradené tomuto redlnemu cislu x.

U: Co hovori zapis nerovnice sinz = = v zmysle tejto interpretécie?

N«

: Pre rovnicu by som vedel. Na jednotkovej kruzZnici treba ndjst vsetky body, ktorych y-ovd

sturadnica je rovnd cislu 2 Take body su dva, v I. a v II. kvadrante. Odpovedaju im redlne

, T ST o . .
cisla xq = s a xo = 5 Urcili sme ich aj pri grafoch.
Y
1
_ 1
L \v=1
-1 0 J =z
-1

. 1 o
U: Zostava vyriesit problém, ako geometricky interpretovat zapis sinxz > 3" Ale to je jedno-
duché. Hladané body na jednotkovej kruznici maji mat y-ovid stradnicu vicésiu ako
, .1 . ” L , . , iy
cislo 3" Preto patria mensiemu kruznicovému obluku, ktorého koncové body zodpovedaju

rieSeniu rovnice. Preto sa hodnoty premennej x nachadzaji medzi hodnotami prislicha-
jacimi koncovym bodom kruznicového blika. Zakladnym rieSenim je uzavrety interval

7T_57T
6’6/
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Z: Ako vidim, v oboch metddach si dolezité obrdzky. Samotné riesenie staci ndjst na intervale
dlZky periody funkcie a potom zohladnit periodicnost.

U: To, ako si pochopil problematiku riesenia goniometrickych rovnic, overime pri rieseni druhej

nerovnice: sinxr < —.

Z: To nebude ndrocne. Zmenili ste iba znak nerovnosti. Namiesto vdcsie alebo rovné ste dali
znak mensi. Preto zoberiem zvysok zdkladného intervalu. Ale zostali dve casti. Otvorené

intervaly (0; %) a <5§;27r>.

U: Z toho ddévodu je vhodnejsi taky zapis, ktory spoji tieto dve casti do celku. Sleduj na
oT s
jednotkovej kruznici. Zac¢iatkom intervalu nech je ¢islo —. Cisla od 0 do — prevedieme

na hodnoty vicsie o jednu periddu funkcie sinus. Koniec intervalu bude preto vyjadreny
137

v ™
¢islom — + 27 = .
6 6
6 6
U: Konecné riesenie nerovnice zapiseme v tvare zjednotenia nekonecného poctu intervalov.

Ziskame ich zo zakladného riesenia pripocitanim nasobkov periédy funkcie sinus k hrani-
ciam zakladného intervalu.

1
K=U (5—7T+2k7r;ﬁ—l—2k7r>
keZ 6 6

5m 13
Z: Zdkladnym riesenim nerovnice bude otvoreny interval (—W —W)

U: Dané dve tulohy st ukdzkou zakladngych goniometrickiych nerovnic. Vyriesili sme dve
zo Styroch moznych pre funkciu sinus a dané ¢islo a na pravej strane. Maju tvar sinz < a;
sinz < a; sinx > a; sinz 2 a.

Z: Presvedcili ste ma, Ze rieSenia nerovnic s opacnymi znakmi nerovnosti nemusia aZ tak
jednoducho suvisiet. ESte mi prezradte, ¢i riesenim tychto nerovnic je vidy neprdzdna
mnozina.
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U: Riesenie zavisi od viacerych faktorov. V prvom rade od hodnoty a. Napriklad
nerovnica sinz = —8. Jej rieSenim bude mnoZina vsetkych realnych cisel, lebo
nadobuda iba hodnoty od —1 do 1 vratane. To znamena, ze pre vsSetky realne cisla x
plati nerovnost sinz = —8.

Z: Zacinam chdpat suvislosti. Ak by som zmenil znak nerovnosti, rieSenim nerovnice
sinz £ —8 by bola prazdna mnozina.

U: Ano. RieSenie zdvisi tak od hodnoty parametra a, ako aj znaku nerovnosti. Aj
malé zmena sposobi velké rozdiely vo vysledkoch. Porovnajme rieSenia nerovnic sinz > 1
asinxr = 1.

Y
/\lw S
—or _3m —7 _z 0 z ™ 3m T T
2 2 2 2
—1t :
y =sinz

N«

. RieSenim nerovnice sinx > 1 je prazdna mnozina.
je uzavrety interval (—1;1). Preto neexistuje redlne cislo x, pre ktoré by sinus bol
vicst ako cislo 1.
U: Naproti tomu, mnoZina koreriov nerovnice sinx = 1 obsahuje nekonecne vela ¢isel. St to
vSetky realne ¢isla, pre ktoré je hodnota sinus rovna ¢islu 1. Také ¢isla sa daju vyjadrit
v tvare +2km, kde k je celé ¢islo. Tato nerovnica ukazuje, Ze jej rieSenim nemusi byt
zjednotenie intervalov.

Aby sme vystriedali vSetky pripady, vyrieSme eSte nerovnice sinz < 1 a sinz < 1. Ako sa
teraz zmeni vysledok?

Z: Zaujimavd tloha. Co vietko sa dd v jednom zdpise zmenit. Zacnem tou poslednou nerov-
nicou sinx < 1. Toto plati vidy. Jej rieSenim teda bude mnozZina vSetkych realnych
Cisel.

U: Nerovnica sinz < 1 sa lisi od tebou vyrieSenej nerovnice iba vo vynechani rovnosti. Teda

T
jej rieSsenim budu vsetky realne cisla, okrem c¢isel v tvare 5 + 2k7, kde k je celé ¢islo. To

z toho dovodu, ze vtedy je hodnota funkcie sinus rovna ¢islu 1.
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sinz >1; K =10,

sinx = 1; IC:{%—F%:W; kEZ},

sinz < 1; ’C:R—{g+2kﬂ'; kEZ},

sinx < 1; K=R.

U: Analyza riesenia goniometrickych nerovnic, ktoré obsahuji int goniometricka funkciu ako
sinus, je podobna tomu, ¢o sme v tejto téme urobili. So samotnymi nerovnicami sa stretnes
aj pri inych tlohach. Pri zostrojovani grafov funkcii, urc¢ovani defini¢nych oboroch funkeii,
uprave vyrazov a podobne.
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Priklad 1: Vyrieste v uzavretom intervale (0;27) nerovnicu:

a) sinz > 0,

1
b) cosz < —.
2

: Pouzijeme graficku metodu. Lavé strana nerovnice uréuje hodnoty funkcie f : y = sinx

a prava strana g :y = 0. Dafam, ze nemas problém s tym, ako vyzeraju
grafy tychto funkcii.

je grafom pre funkciu sinus a x-ovd os pre funkciu y = 0.

Y
1]
\ } : } y=0 /
~14 ,
y =sinx

: Zapis nerovnice znamenad, Ze pre hladané realne ¢isla x ma byt graf funkcie sinus nad

T-0V0U 0SOU. maju byt vicdsie ako nula. Uréi, ktory interval tomu
vyhovuje.

. Riesenim su vsetky redlne ¢isla z otvoreného intervalu (0;7).

N«

. , . . 1 , .,
: Tou istou metédou vyrieSme nerovnicu cosx < 7 Grafy ktorych funkcii budeme teraz
zobrazovat?
. Znazornime a , ktora md predpis y = —.

2

: Aj teraz bude v obrazku priamka. Bude rovnobezna s x-ovou osou. y-ovii os pretne v bode

[0; 5| Urcit z grafu redlne ¢isla = vyhovujtice nerovnici, by si mal uz vediet sam.

1 Yy = Ccosx
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Z: V zapise nerovnice sa hovori, Ze hodnoty funkcie kosinus maji byt mensie, alebo rovnaké

ako cislo 3 Zoberiem ti cast, kde sa nachddza pod priamkou. Je ohranicend

1 T
priesecnikmi tychto grafov. nadobuda hodnotu g pre rovné cislu 3
S urcenim druhej hodnoty potrebujem poradit.

U: Okrem I. kvadrantu nadobtida funkcia kosinus kladné hodnoty aj vo IV. kvadrante. Graf
funkcie kosinus je symetricky na intervale (0;27) podla priamky rovnobeznej s y-ovou
osou. Priamka pretina z-ovi os v bode x = 7. Preto druhti hodnotu dostaneme od¢itanim

v/ 7T v/
Cisla 3 od ¢isla 27r.
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Z: Teraz je to uZ lahké. RieSenim nerovnice na intervale (0; 2w) bude uzavrety interval

5
<g; §> Pre takéto x sa graf funkcie kosinus nachddza pod grafom konstantnej funkcie

1
y=3

U: Ukézeme si aj druht metddu rieSenia. Je zalozend na definicii funkcie kosinus. Vyuzijeme
pri nej aj jednotkova kruznicu.

Z: Myslite body , ktorych x-ova sturadnica predstavuje hodnoty fun-
kcie kosinus?

U: Ano. Body jednotkovej kruznici odpovedaji redlnym ¢islam x. Najdolezitejsie pre riesenie je
preformulovat si zadanie nerovnice cos z < = do geometrickej interpretacie na jednotkovej

kruznici. Rovnost by si mal vedief vysvetlit.

1
Z: Treba ndjst body jednotkovej kruznice, ktorych x-ovd stradnica je rovnd ¢islu 3 Take body

st dva, v I. a vo IV. kvadrante.
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o E=3
1
1
2
-1 0 J =
-1
. ., M oW o .
U: Tieto body zodpovedaji hodnotdm — a — x. Tu je jasnejsi vypocet druhej

hodnoty cez éislo 2m. Nerovnost znamena najst body na jednotkovej kruzZnici, kto-

rych z-ovd suradnica je mensia ako cislo 3" To znamena, Ze z-ové stradnice mozu

1
byt v rozpiti od —1 do 3 Ako vidis na obrazku zodpovedaju tomu vSetky hodnoty ar-

gumentu z, ktoré st medzi uz urcenymi c¢islami. Zaver rieSenia je ten isty ako pri prvej

metdde.
T b
K=(52Z
(55)
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Priklad 2: Vyrieste v mnoZine redlnych c¢isel nerovnicu: tgx = —1.

T
U: Nacrtni graf funkcie tangens na otvorenom intervale <—§; 5)
Z: Grafom je cast . Na x-ovej osi tangentoidu vymedzuju dve . Su to
priamky rovnobezné s y-ovou osou a prechddzaji koncovymi bodmi intervalu.
| y YT
\ 21 \
\ \
\ \
\ 1+ \
\ \
\ \
= 0 3 7
\ \
| 1t |
\ \
\ \
| —27 |
\ \

U: S vyrazom tgx na lavej strane nerovnice stvisi jedna funkcia, ktorej graf uz mame. Pravou
stranou nerovnice je uréend druhé funkcia, ktorej graf treba nacrtnit do toho istého ob-
razka. Nerovnica je porovnanim hodnét tychto dvoch funkcii. Hodnoty vyrazu na pravej
strane v nasom pripade nezévisia od hodnét argumentu z. Stale st rovné ¢islu —1. O aku
funkciu ide?

Z: Pravd strana je . Grafom je priamka rovnobeZna s z-ovou osou. Priamka
pretina y-ovi os v bode —1.
= tgr
| w o UTE
\ 21 \
\ \
\ \
\ 1+ \
\ \
\ \
} ° }
T m T
—3] \ 0 3 7
| ly = —1
[ 1 f
\ \
\ \
| 27 |
\ \

U: Podla zadanej nerovnice hodnoty funkcie tangens maju byt vicsie alebo rovnaké ako hod-
noty konstantnej funkcie. Pre realne ¢isla © zodpovedajtce tejto situacii sa graf funkcie
tangens ma nachadzat nad grafom konstantnej funkcie, alebo ho pretinat. Ak4 je
x-ova suradnica priesecnika grafov tychto dvoch funkcii?

. ™
Z: Funkcia tangens nadobuda hodnotu jedna pre x rovné redlnemu cislu T Opacni hodnotu

/ /Z v/ 7-[_
ma pre xr rovne cislu _Z
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uU:

Aby boli vicsie ako ¢islo —1, musi byt argument = vdcést ako

I d ﬂ_ v X . . /v v td . . t] 7’
cislo 1 Vtedy cast je nad priamkou. Mas moznost vidiet to na obréazku.

Z: Riesenim bude teda interval <—7T 7T).

uU:

4’ 2
Bude to zékladné riesenie. Podobnych intervalov vSak bude nekonecne vela, lebo funkcia
tangens je s najmensou periédou 7. VSeobecne ich zapiSes tak, Ze k Tavému

s
hrani¢nému bodu 7 zékladného intervalu pripocitas celociselné nasobky c¢isla 7. To isté
v
urobis pre pravy hrani¢ny bod 5 Vysledok bude takto vytvorenych intervalov
pre vSetky celociselné hodnoty k, ktory pouzijes.

K=U <—%+k‘7r;g—|—k7r)

keZ

. 3
Uloha : Vyrieste v mnoZine redlnych cisel nerovnicu: 5 < cotgzr < V/3.

Vysledok: K = | (f +km Iy lm)

6 3

kEZ
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Priklad 3: Vyrieste v mnoZine redlnych cisel nerovnicu: sinx cosx > 0.

Z: Nevyzerd to dobre. Dve rozne funkcie v sicine na lavej strane nerovnice.

U: LenZe nerovnica hovori, Ze stcin funkcit mé byt kladné ¢islo. To celé rieSenie zjedno-
dusi, hoci na prvy pohlad je zadanie tejto tlohy komplikované. Aké mdzu byt dve disla,
ak ich vynasobenim méme dostat kladné ¢islo?

Z: Obe ¢isla musia byt bud sticasne kladné alebo sti¢asne zaporné.

U: Aplikuj tiato vedomost na zadant nerovnicu sin x cos z > 0.

Z: V nasom pripade bud aj st sucasne kladné alebo sucasne zdporneé.

U: Mozno sa pamétas na symbolicky zapis tebou vyslovenej vlastnosti, ktoru si aplikoval na

zadani nerovnicu.

sinzcosz >0 < (sinx >0 A cosz>0) V (sinx <0 A cosz <0)

Z: Potrebujem to trochu pripomeniit. Co znamenaji tie symboly?

U: Nahradil som tvoje slovné spojky symbolmi. Symbol podobny pismenu v oznacuje spojku
alebo. Ak ho prevratime, dostaneme symbol pre spojku a. Prvy symbol nahradza slovné
spojenie prave vtedy, ked. Vyjadrili sme nim, Ze kladnost sa d4 dosiahnut iba v tychto
dvoch pripadoch. Inokedy nie. V prvom pripade maji byt hodnoty funkcii sinus a kosinus
stcasne kladné. Ur¢i rieSenie pre tento pripad na intervale (0;27).

Z: Funkcia sinus je kladnd na otvorenom intervale (0; 7). Pre funkciu kosinus dostaneme dva

intervaly. Je kladnda na intervale (O; g), alebo na intervale (3;, 27r).

U: alebo, ktort si pouzil, zodpoveda tychto intervalov. Symbolicky
zapis si mozes pozriet v ramceku.

o35

U: Dostal si dve ¢iastkové rieSenia. Pre nerovnicu sinz > 0 mnoZinu korenov K; = (0;7).

3
Pre nerovnicu cosz > 0 Ko = <O; g) U 771-;271' . 'V tomto pripade

obe nerovnice maju platit sicasne. Vysledna mnozina koretiov K’ preto bude prienikom
oboch tychto mnozin IC; a /Cs.

0 5 T 3z 2r

K =K1 Ks = (o;g)

U: Vyries podobnym spdsobom druhy pripad. Obe funkcie teraz maju mat zaporné hodnoty.
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Z: nadobida zdporné hodnoty na intervale (m;2m). Pre je to
3 3
interval (g, ;) Ich prienikom je interval (71'; g) Prienik preto, lebo obe nerovnice

., . P /v
maju platit sucasne.

U: Celkové riesenie nerovnice dostaneme Clarkovanych mnozin. Zatial sme ho

urcili iba na zdkladnom intervale (0; 27). Obe funkcie st vSak periodické s najmensou pe-
riédou rovnajucou sa ¢islu 27. Vysledkom teda bude zjednotenie nekonecného poctu
takychto intervalov. Ich hrani¢né body ziskame ako sticet hrani¢nych bodov zakladného

rieSenia a celo¢iselnych nasobkov periody. Sleduj v ramceku.

K= kLGJZ [(O + 2km; g + 2k7r> U <7r + 2km; 3% + 2k7r>] :
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Priklad 4: Vyrieste na uzavretom intervale (0;2m) nerovnicu: tgr = sinx.

uU:

[

Z:

Upravme nerovnicu na anulovany tvar. To znamena, Ze na jednej strane nerovnice bude
nula.

Odcitam od oboch stran nerovnice vijraz sin x:

tgr —sinz 2 0.

: VSetky dalSie upravy budeme robit tak, aby sme vyraz na lavej strane upravili na sicin

dvoch virazov. Cim by si zacal?

by som napisal ako podiel funkcii sinus a kosinus:

sin x

—sinz 2 0.
COS T

: Lava stranu upravime na jeden zlomok. Spoloénym menovatelom je vyraz cosx, preto

vyraz sin x rozsirime:

sinz — sin x cos &

0.

1\

COS T

Akt dal$iu Gpravu by si urobil?

V éitateli zlomku sa dd vybrat pred zatvorku vijraz sinx:

sinz(1 — cos z)

1\

0.
CoS T

Netusim ako postupovat dalej.

: Pozri sa este raz na tvar poslednej nerovnice. V zlomku je stic¢in dvoch vyrazov deleny

tretim vyrazom. Vysledkom vSetkych operacii mé byt nezédporné ¢islo. Teda kladné alebo
rovné nule. Ned4 sa zistit, kedy to nastane?

To bude dost komplikované. Citatel aj menovatel musia byf naraz kladné ¢isla, alebo oba
sucasne zaporné. Toto urcite sam nezvlddnem. Ved este aj citatel je sucin dvoch vyrazov.

: Citatel by v oboch pripadoch mohol byt aj nula. Vidim vsak, Ze analyza riesenia pre

tri vyrazy fa odradza od dalSieho uvazovania. Potesim fa. Vyraz na Tavej strane sa da

si 1 —cos
in 7) 2 0 sa d4 nahradif jednym

zjednodusit. Podiel dvoch funkcii v zapise
) cosx
vyrazom.

. Mate pravdu. UZ sme to raz v riesent pouzili. Podiel a predstavuje

hodnoty funkcie tangens. Teraz to vyzerd ovela lepsie. V poslednej nerovnici uz nie je
zlomok.
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sinz (1 — cos z)

2 0,
COS T

tgzr (1 — cosx) 2 0.

NeC N C

c

: Lava strana je navySe suc¢inom iba dvoch vyrazov. Dufam, Ze teraz uZ prekond$ svoju

nechut k rieSeniu. Vedel si, kedy je podiel dvoch vyrazov nezdporné ¢islo. Pre stéin je to
o trochu jednoduchsie.

: Mdte pravdu. Bud si vyrazy tgr a 1 — cosx sucasne nezaporné alebo stucasne

nekladné.

tgr(l—cosz) 20 < (tgr 20A1—cosz=0)V
V (tgr S0A1—cosz =0).

: Rdmcek vyjadruje tvoju slovni argumentéciu pouzitim symbolov. Mame teda vyriesit dva

pripady a v kazdom dve nerovnice. Prva nerovnica tgz = 0 nepatri medzi obtiazne. Pre
ktoré redlne ¢isla x nadobtuda funkcia tangens nezaporné hodnoty?

: Toto si pamdtdm, lebo sa to vyskytuje velmi casto. V I. kvadrante. Teda x € <0; g)

: Funkcia tangens je s najmensou periddou 7. Z tohto dévodu nerovnici tgx =

> 0 vyhovuje nekonecného poctu intervalov. Buda vyjadrené pomocou hranic
zékladného intervalu, ku ktorym pripocitame celociselné nasobky c¢isla 7:

U<O+k7r;g—|—k7r>.

kEZ
: Ani rieSenie druhej nerovnice 1 —cosx = 0 nie je naro¢né. Staci ju upravit na tvar 1 = cos x.
: To by malo platit vidy!
: Preco?
: Vyplyva to z pre . Kosinus mad pre kazZdée redlne

¢islo x hodnoty mensie, alebo rovné cislu 1.

: Dobre. RieSenim nerovnice 1 — cosx = 0 st preto vsetky realne ¢isla. Obe nerovnice

maju platif sucasne. RieSenim druhej nerovnice st vSetky redlne ¢isla a prvej nerovnici
. 7 Nl . . . 71- 4 . v Id
vyhovuju ¢isla zo zjednotenia intervalov v tvare <0 + km; 5 + km ). Vysledok je urceny

. V tomto pripade je to spomenuté zjednotenie intervalov.

K'=Rn | <0+k’7r; f+kw) - U <0+k7r; f+lm)
keZ 2 keZ 2
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U: Vyriesit druhy pripad
tgr <0 A 1—cosz S0

by pre teba nemal byt problém.
Zacni poslednou nerovnicou.

Z: Upravim ju na tvar 1 < cosz. Hodnoty kosinus nemozu byt vicsie ako c¢islo 1.

U: Ale mozu byt rovné ¢islu 1. Nerovnica vtedy bude pravdivym
vyrokom. Pre aké x to nastane?

Z: Kosinus nadobuda hodnotu 1 pre celociselné nasobky cisla 2.

U: V porovnani s prvym pripadom sme nedostali ni¢ nové. Pripad kedy kosinus je rovny ¢islu
1 je zahrnuty aj v nerovnici 1 > cosx. Vyriesili sme ju v prvom pripade. Cisla v tvare
2k7 s zardtané do mnoziny K'. Teda nie je nutné v rieSeni druhého pripadu pokracovat.
Nedostaneme ni¢ nové. Celkovym rieSenim je mnozina, ktora je uvedena v ramceku.

IC:IC’:kLGJZ<O+k;7r; gwm)
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Priklad 5: Vyrieste v mnoZine redlnych c¢isel nerovnicu: | cosz| < 1.

uU:

N«

Riesenie bude zavisiet od toho, aké hodnoty nadobida vyraz cosz v absolitnej hodnote.
Podla definicie absolutnej hodnoty reélneho ¢isla treba rozlisit dva pripady.

: Mohli by ste to pripomenit?

: Ak vyraz cosx v absolutnej hodnote nadobida nezaporné hodnoty, tak absolitnu

hodnotu mozno nahradif tym istym vyrazom. Absolitna hodnota nezdporného disla je
to isté ¢islo, napriklad |2| = 2. V nasom pripade: ak cosz = 0, tak |cosz| = cosz.

: Aha! Vitedy bude mat zadand nerovnica tvar cosx < 1.

: Spravne! Uvedom si vSak, Ze nerovnicu cos z < 1 méme vyrieSit za podmienky cosz = 0.

Preto dalej rieSime . Ako suvisi rieSenie tejto stustavy s mnozinami
korenov jednotlivych nerovnic?

. KedZe je to sustava, obe merovnice musia platit sicasne. Visledné riesenie ndjdeme ako
p

jednotlivych nerovnic.

: UkéZeme si, Ze v nasom pripade sa vysledné rieSenie ststavy nerovnic da urcit rychlejsie.

Sleduj na intervale (0;27). Nerovnice cosz < 1 a cosx = 0 vy¢lenuju
z neho ta cast, ktord sa nachddza nad alebo na x-ovej osi. To preto, lebo podla druhe;j
nerovnice maju byt hodnoty funkcie kosinus nezédporné. Prva nerovnica navyse hovori, ze
tejto Casti grafu nepatria body, v ktorych mé funkcia kosinus hodnotu 1.

Y

1

vl /
1y

: Vyslednym riesenim v prvom pripade budu vsetky redlne ¢isla x, pre ktoré graf funkcie

nie je pod x-ovou osou a graf nenadobuda mazximum. Urdit ich, by pre teba nemal
byt problém.

3
: S to dva intervaly, a to interval (0; g> a <—7T; 277).

2

: Ako sa vyriesi nerovnica, ked kosinus bude zdporny?

: To je druhy pripad. Podla definicie absolttnej hodnoty, ak redlne ¢islo je zaporné, tak jeho

absoltitna hodnota je rovna ¢islu, ktoré je k nemu opa¢né. Napriklad | — 3| = —(—3).

V nasom pripade, ak cosx < 0, tak |cosz| = — cos z. Staci dosadit do zadania a vyriesit.

: Po dosadeni do povodnej nerovnice |cosx| < 1 dostaneme nerovnicu —cosx < 1. Ak

vyndsobime vyrazy na oboch strandch nerovnice ¢islom —1, bude mat nerovnica tvar:

cosx > —1.
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N«

3
: Riesenim budi opdt dva intervaly: (g, 7T> a interval <7T; —F)

: Aj v druhom pripade vyriesime ststavu dvoch nerovnic: cosz < 0 a cosx > —1. Situécia

v interpretacii nerovnic na grafe je analogicka prvému pripadu.

: Teraz nds zaujima cast , ktord je pod x-ovou osou, lebo podla prvej

nerovnice maji byt hodnoty tejto funkcie zdporné.

: Kedze je uzavrety interval (—1;1), druh& ne-

rovnica plati vzdy, okrem tych realnych cisel z, pre ktoré je kosinus rovny c¢islu —1. Na
grafe nezoberieme bod, ktory zodpoved4d minimu funkcie.

Yy
N Yy = Ccosx
|
|
™ |
0 P ' B I
2 | 5 2m
|
14

2

: Zjednotenim rieseni ziskanych v oboch pripadoch dostaneme vysledné zakladné riesenie.

Pre celkové riesenie tilohy na mnozine realnych ¢isel zohladnime

s najmensou periédou 2. Sleduj najskér situaciu na éiselnej osi. Styri intervaly, ktoré
sme dostali ako rieSenia v analyzovanych dvoch pripadoch vytvaraja skoro jeden suvisly
celok. Je to interval (0; 27), v ktorom treba vylucit dve ¢isla: 0 a 7. Vie§ preco?

: Pre tieto hodnoty md funkcia spominamé mazimum alebo minimum. Ale, ked je periodickd,

bude sa tdto situdcia opakovat na kaZdom dalsom vhodnom intervale dizky 2.

: Ako jednoduchsie by sa dany vysledok dal zapisat?

. Vysledkom budu vsetky redlne cisla, okrem tiych hodnat, pre ktoré md funkcia kosinus hod-

noty 1 alebo —1. V zdkladnom intervale su to c¢isla 0 a w. Vseobecne ich zapiseme v tvare
km, kde k je celé cislo.

K=R—{km keZ}

: Ak si uvedomis podstatu zadania, nemusis maf rieSenie tlohy takéto zdlhavé. Na zadanie

vSak potrebujes aplikovat vedomosti o vlastnostiach funkcie kosinus. Vieme, Ze hodnoty
funkcie kosinus st v rozpiti od —1 do 1 vratane. Zadana nerovnica |cosx| < 1 hovori,
Vtedy by absolitna hodnota nebola mensia ako ¢islo 1. Preto kosinus neméze byt rovny
¢islam 1 a —1. Ale to uz je vysledok, ku ktorému sme dogli aj v nasom rieseni.
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Priklad 6: Urcte definicny obor funkcie:

N«

N«

a) f 1y = /cotgz,

1—cosz
b) gy =

: Akou podmienkou je dané urcenie f?

: V predpise funkcie na pravej strane je vyraz obsahujici druhi odmocninu. Pod odmoc-

ninou nesmie byt zaporné é&islo.

: V nasom pripade budeme teda riesit nerovnicu cotgz = 0. T4 porovnéava

s nulou. Preto je vyhodné nacrtnit si

)
21
y = cotgx

w3

|
|
|
|
|
|
|
e
roe
|
|
|
|
|
|

: Ako na grafe interpretovat nerovnicu? Hodnoty funkcie kotangens maju byt vicsie alebo

rovné nule.

: y-ovd stradnica predstavuje hodnoty funkcie. Teda graf funkcie kotangens ma byt nad

r-ovou osou, alebo ju pretina. Viedy je hodnota funkcie rovnd nule.

: Je dobré, ak si v takychto tlohdch bude$ vsimat graf iba na zékladnom intervale. Pre

funkciu kotangens je to otvoreny interval (0; 7). Na tomto intervale sa graf nachddza nad

fo s . . s
x-ovou osou, respektive ju pretina, pre x z intervalu (0; §>

: Ako zohladnite funkcie kotangens? Ved rieSenim je nekonecne vela intervalov.

: Kazdy z dalSich intervalov ziskame posunutim zékladného rieSenia v smere z-ovej osi

o celoc¢iselné nasobky cisla .

: To je nagmensia perioda funkcie kotangens.

. Ano. Celkovy vysledok zapiSeme v tvare nekone¢ného poctu intervalov. Ich

T
hranice vyjadrime v tvare sictu ¢isel, ktoré vyjadruju hranice zakladného intervalu (0; §>

a celociselnych nasobkov ¢isla . Vyjadruje to posun o spominané nasobky periody.

D(f) = kLgJZ <0—i—k7r; g+k7r>
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uU:

C N c

N«

Riesenie tlohy b) bude analogické. Akou podmienkou je uréeny definiény obor funkcie

1—cosz
c o — ?
gy =4/ 5

1 —cosx
Vyraz — ktory je pod druhou odmocninou, musi nadobidat nezdporné hodnoty,
t. j.
1 —cosx
—— 2>0.
9 =

: Na rozdiel od tlohy a) je dobré nerovnicu upravit.

Vyndsobim obe strany nerovnice ¢islom 2 a dostanem
1—cosxz = 0.
Ak pripocitam k obom strandm nerovnice vyraz cosx, mdm Merovnicu

12> cosx.

: RieSenie poslednej nerovnice je pomerne jednoduché. Potrebujes vSak uplatnif vedomost
o jednej vlastnosti, ktortt ma

: Mdte na mysli ¢

: Vie§ zdovodnit preco?

. Zdpis 1 2 cos x vyjadruje, Ze hodnoty funkcie kosinus maji byt mensie alebo rovné ¢islu 1.

Funkcia kosinus vsak nadobida hodnoty v rozpdti ¢isel od 1 do —1 vrdtane. Preto riesenim
nerovnice je kaZdé redlne cislo.

: Vidis. Riesenie tejto tlohy bolo nakoniec jednoduchsie ako v prvom pripade.

Definiénym oborom funkcie g je mnozina vSetkych realnych ¢isel

D(g) = R.
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Priklad 7: Vyrieste v mnozine realnych cisel nerovnicu: cos 2z > -
U: Zavedieme . Vyraz 2x, ktory je argumentom funkcie kosinus, nahradime novou
neznamou
u = 2.

Dostaneme nerovnicu

cosu > —.
2

Z: Pokisim sa vyriesit tuto nerovnicu vyuZitim . Viem, Ze kosinus pred-

N 4 . . 7 ’ . . \/g
stavuje x-ovi suradnicu bodov, ktoré su priradene redlnym cislam w. Rovnict cosu = -

vyhovuju dve riesenia v zdkladnom intervale. Odpovedaji bodom jednotkovej kruznice v I.
a vo 1V. kvadrante.

N

<

Il
o

s

3
. Kosinus nadobiuda hodnotu — pre u rovné cislu T I a 1IV. kvadrant su

N«

podla x-ovej osi. Preto zdkladné riesenie zodpovedajice bodu vo IV. kvadrante bude rovné
rozdielu c¢isla 2w a urcenej hodnoty pre I. kvadrant, teda

o T _ 1

6 6
U: Rovnicu si vyriesil spravne. Teraz je nutny prechod k nerovnici.

; . , 3 Ly , . . e,
maju byt vicsie ako ¢islo - To znamena, ze hladané body na jednotkovej kruznici maju

: : 3 . :
x-ovu suradnicu vicsiu ako - Ktora ¢ast kruznice tomu vyhovuje?
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Z: Siu to body na mensom kruznicovom obliuku ohranicenom bodmi, pre ktoré platila
TOUNICG.

U: V nerovnici je ostrd nerovnost. Preto rieSenim bude otvoreny interval. Koncové body
kruznicového obliika nerovnici nevyhovuja.

< m 1lrw

Z: Mdm problém tento interval zapisat pomocou cisel s a 5

1m
U: Mas pravdu. Aby to bol jeden interval, je nutné hodnotu o nahradif inym redlnym

) - . o ™
¢islom. Bude zodpovedat tomu istému bodu vo IV. kvadrante. Zoberieme ¢islo 5 To

isté ako v I. kvadrante, ale v zdpornom smere.

oD . . T
Z: Jasné! Riesenim pre nezndmu u bude otvoreny interval (—6; E>

U: Je to zékladné rieSenie. Prec¢o sme ho urcovali iba na intervale dlzky 277

Z: Pretoze funkcia kosinus je s najmendou periddou 27. Intervaly sa budi opakovat.
Ako to zapiseme?

. . . . . 3
U: Zaciatok kazdého dalSieho intervalu, ktory je rieSenim nerovnice cosu < ——, dostaneme

. v/ Ve v/ /. 7’ v/ Ve 7T 7’ ’ . .
pripoc¢itanim celociselnych nasobkov cisla 27 k zaciatku ~% zakladného intervalu. Koniec

intervalu zapiseme analogicky. Celkovym rieSenim pre nezndmu u je zjednotenie takto
vytvorenych intervalov:

70 7
u € (——+2k7r; —+2k:7r> .
U 6 6
keZ
U: Symbol | oznacuje spominané zjednotenie. Zapis k € Z vyjadruje, Ze parameter k nado-
budne vsetky hodnoty z mnoziny celych ¢isel. V zjednoteni je nekoneény pocet intervalov.
Z: Mdme uZ mnozinu korenov zadanej nerovnice?

U: Zatial sme urcili iba hodnoty neznémej u. Uréit rieSenie pre nezndmu z uZ nie je prob-
1ém, lebo u = 2x. Nezndma x bude mnadobtidat poloviéné hodnoty zodpovedajice
substitu¢nej neznamej u:

IC:U(—%—FIW; %—F/{Zﬂ').

keZ
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Z: Preco ste zmenili aj periodu z 2w na cislo 7%

U: Funkcia y = cosu ma najmensiu periédu ¢islo 27, ale funkcia y = cos2x ma dvakrat
. d 9 7 . v . . d . u
mensiu periodu. Ved to vyplyva aj z nasej substitticie u = 2z. Teda x = 5
T
Ak u = s + 2k, tak x je polovicou vyrazu na pravej strane:

E+2k:7r
R S,




