Ma-Go-10-T| | List 1

Goniometrické rovnice riesené substitiiciou
RNDr. Marian Macko

U: Okrem , ktorjm sme sa uz venovali, existuju aj zlozitej-
sie goniometrické rovnice. Metédy ich rieSenia mozu byt rozne. Ukazeme si také metddy,
ktoré su zalozené na substiticii. S tymto pojmom si sa uz urcite stretol.

N«

: Pocul som nieco o tom. Ide o nahradenie zlozitejsieho vyrazu jednoduchsim.

U: Mas pravdu. Substiticia meni zlozité zapisy na jednoduchsie. Také, ktoré uz pozname.
Bude to aj v pripade zloZitejsich goniometrickych rovnic. V takychto rovniciach moze byt
napriklad argumentom goniometrickej funkcie vyraz obsahujici neznamu.

Z: Mohli by ste uviest priklad?

r T 1
U: Napriklad rovnica cos (5 — 5) =3 Tato rovnica svojim zapisom pripomina jednoduchu

goniometricktl rovnicu.
; , 1
Z: Ano, ale to by musela mat tvar cosx = 5
U: Prave to sa da Tahko dosiahnut substitticiou. V ¢om je rozdiel medzi tymito dvomi rovni-
cami?
Z: Rozdiel je vo vyraze, ktory je za kosinusom. V jednoduchej rovnici je to iba neznama x
x m
a v zloZitejsej rovnici je vyraz 5 3

U: Preto je vhodné vyraz % — g nahradit jednoduchou premennou. Napriklad . Z rovnice

x
cos <§ — 5) =-5 ktora vyzera pre teba komplikovane, dostaneme jednoduchii rovnicu
1
cosu = ——.
2

Takt rovnicu vies vyriesit. Uré jej zdkladné hodnoty rieSenia, ktoré patria do intervalu
(0;27).

Z: Pomozem si jednotkovou kruznicou. Kosinus priraduje redlnemu ¢islu x x-ovi suradnicu

bodov na jednotkovej kruznici. Md byt zdpornd, rovnd ¢islu —5 Preto tomu zodpovedaji
body v II. a v III. kvadrante.

1
U: Hodnotu 3 nadobuda funkcia kosinus pre ¢islo g . Vyjadri pomocou tohto ¢isla hodnoty

neznamej u zodpovedajice bodom v II. a v III. kvadrante.
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. Riesenie zodpovedajice II. kvadrantu bude u; = m — 3= 3" Pre III. kvadrant to bude
n T A4Am
Uy =T+ — = —.

? 3 3
: To st zatial zakladné hodnoty rieSenia. Funkcia kosinus je periodickd s najmensou periédou

1 27
2w, preto vSetky rieSenia rovnice cosu = — 5 sa daju vyjadrit v tvare 34—21:7? alebo v tvare

s
3 + 2k, kde k je celé ¢islo. Nasou tlohou v rieSeni zadanej rovnice je vSak uré¢it hodnoty

neznamej x.

N«

uU:

. Ale substitucny vztah spdja nezndme x a u.

7 7 7 . 0 :L, ﬂ- i . . v/ ’
: Spravne, neznama u sa da vyjadrit v tvare u = 5 3 Dosad do tejto rovnice vypocitané

™
hodnoty neznamej u a vyjadri nezndmu x. Urob to najskor pre u; = 3 + 2km.

: Nagskor dosadim za nezndmu u. Obe strany rovnice vyndsobim c¢islom 6, aby som odstrdanil

zlomky. Odcitam cislo 3w, aby mezndma bola na jednej strane a nakoniec vydelim cislom
b
3. Takto dostanem riesenie x = 3 + 4k, kde k je celé cislo.

ac+7r
U=+ —

2 2’

T T 27

-4+ —=—4+2k
513 + kT

3x + 31 = 4n + 12km,

3r =7+ 12km,
7

= — + 4km.

T 3—l— 7

AT
Vyriesil si to spravne. Teraz urob to isté pre uy = 3 + 2k,
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Z: Vela zmien tu nebude. Urobim také isté dipravy ako v prvom pripade. Vyndsobim obe strany
rovnice cislom 6, odcitam 3w a nakoniec vydelim obe strany rovnice cislom 3. Dostanem

5
vysledok x = ?ﬂ + 4km, kde k je celé cislo.

3xr + 37 = 87 + 12k,

3r = b + 12k,
5
xr = ?ﬂ + 4km.

U: Prechod od hodnot substitu¢nej nezndmej k rieSeniu pre nezndmu x si zvladol velmi pekne.
Skor, nez ukonc¢ime rieSenie rovnice zapisom mnoziny korenov, pozrieme sa este na dve
dolezité veci. Dafam, ze si zaregistroval zmenu v periode pre rieSenia neznamej x. Zakladné
hodnoty sa opakuju, ale najmensia periéda je 4.

Z: Vsimol som si, Ze ste ndsobky periody prirdtavali uZ k substitucnej nezndmej. Pri vyjad-
rovant x sa objavila nova perioda. Preco sa nasobky periody 2w nepripocitaji aZ na konci
riesenia k nezndmej x?

U: To je druhé dolezité zalezitost. Najmensiu periédu 27 mé iba funkcia v tvare y = cos u. No
2 2

tejto funkcie meni periddu. Periéda bude dvakrat vicsia ako u funkcie y = cos u. Preto sa
zakladné rieSenia budi opakovat s najmensou periodou 4.

r 7 1
funkcia y = cos (— + —) je zlozenou funkciou. Koeficient 3 pri argumente x v predpise

Y yzcos(%—k%)

Z: 7 obrdzka je to jasne. Nie vsetky zloZené goniometrické funkcie maji rovnaki periodu.
Preto sa to prejavi aj pri rieseni rovnic.

U: Zapis mnozinu korenov rovnice.
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: MnoZina korenov sa dd zapisat v tvare

/C:{g+4k7r; 5%—%41@7?; kEZ}.

: Podme si to teraz celé zhrnit. Ak mame rovnicu v tvare cos(ax + b) = ¢, kde a, b, ¢ st

realne Cisla a a je rozne od nuly, rieSime ju substituciou argumentu funkcie kosinus.
Teda vyraz ax + b nahradime novou nezndmou u. Dalej riesime jednoduchii goniometricki
rovnicu cosu = ¢, z ktorej vyjadrime nezndmu u. Teraz spitne dosadime za u pdvodny
vyraz ax + b a dorieSime rovnicu. Teraz uz s premennou z. Je dolezité si uvedomit, Ze

zatial ¢o rieSenia rovnice cosu = ¢ sa opakuji s najmensou periédou 27, rieSenia rovnice
. .. 27
cos(ax + b) = ¢ sa buda opakovat s najmensou periddou p = W
a

N«

: Druhy typ zlozitejsich goniometrickych rovnic, pri ktorych sa pouziva substitiicia, st rov-

nice v tvare asin’z + bsinx + ¢ = 0, kde a, b, ¢ st realne &isla, pricom a je rozne od
nuly. Vyraz sin x moze byt nahradeny inou goniometrickou funkciou. Princip rieSenia tejto
rovnice pochopis, ak pochopis jej zapis. Aky je vyraz na lavej strane rovnice? Co obsahuje?

: Obsahuge tri scitance. Je tam samotnd funkcia sinus, ale aj jej druhda mocnina.

: Na Tavej strane je navySe aj ¢len ¢, ktory nie je viazany funkciou sinus. Vyraz teda obsahuje

tri ¢leny, kvadraticky, linearny a absolitny ¢len. Na pravej strane je nula. Ktory typ rovnice
ma tieto charakteristiky?

: Podobd sa na .
: Preto aj substiticia bude volena tak, aby sme pre novii neznamu skutoc¢ne dostali kvad-

raticktl rovnicu. Ktory vyraz je nutné nahradif jednoduchSou nezndmou?

: Nahradil by som vyraz sin x.

: Presne tak. Ak namiesto vyrazu sin 2 dosadime neznamu u, dostaneme kvadratick rovnicu

au’ +bu+c=0.

Pri prechode k tejto rovnici hovorime o substiticii funkénej hodnoty. Vyraz sin z sme
nahradili neznamou wu.

N(

: Dosadil by som hodnoty nezndmej u do rovnice sinx =

Vyskusagme to na nejakom priklade.

: Dobre. Vyrie$me v mnozine reélnych &sel rovnicu sin®  + 4 sin z + 3 = 0. Zacni zavedenim

substitucie.
Vijraz sin x nahradim novou nezndmou w. Dostanem rovnicu u? + 4u + 3 = 0.

: Korene kvadratickej rovnice s neznamou u ur¢ime niektorou zo znamych metéd. Pripo-

menies si ich pri rieSeni loh podobného typu, preto ti teraz prezradim, ze korenmi tejto
rovnice st ¢sla —3 a —1. Viac nés zaujima dalsi postup pri uréeni hodnét neznamej z. Co
navrhujes?

u. Budeme mat dve
, kedZe sme dostali dve hodnoty nezndmej u.
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U: Dosad za neznamu v najskor hodnotu —3.

Z: Rovnica, ktoru ziskam bude mat tvar sinxz = —3. Ale sinus nadobida hodnoty iba od —1
do 1 vrdtane. Sinus nemdZe mat hodnotu —3.

U: Pre tento pripad je teda rieSenim prazdna mnozZina. Zostava ti vyriesit pripad, ked u = —1.

Z: Rovnica sinz = —1 bude mat jedno zdkladné riesenie. Hodnotu —1 nadobida funkcia sinus

o 3T
pre x rovné cislu >

U: St to vSetky riesenia rovnice sinx = —17

Z: Nie. Vsetky riesenia dostanem pripocitanim celociselnych nasobkov cisla 27 k tomuto zd-
kladnému rieSeniu. Funkcia sinus je totiZ periodickd s najmensou periodou 27.

U: KedZe sme uz vyriesili vSetky pripady, ku ktorym viedla zadand rovnica, rieSenia posledne;
rovnice budu aj rieSeniami zadanej rovnice. Teda plati, ze:

/C:{?%T—i-Zk?T; kEZ}.

U: Pokus sa na zaver vysvetlif vSeobecne podstatu rieSenia rovnic typu

asin?x + bsinz + ¢ = 0.

Z: Dobre. Najprv zavediem substiticiu v = sinz. Pre nezndmu u potom ziskam kvadra-
tickt rovnicu
au® + bu + ¢ = 0.

Urcim korene kvadratickej rovnice ui; us, samozrejme, ak existuji. Nakoniec pre kaZdy
koren kvadratickej rovnice s mezndmou u vyriesim jednoduchd goniometricki rovnicu
sinx = u.

U: Od ciselnych hodnot korenov kvadratickej rovnice zavisi pocet rieseni jednoduchych gonio-
metrickych rovnic. Princip rieSenia sa vSak nezmeni ak v rovnici zamenime funkciu sinus za
ktorukolvek int goniometrickd rovnicu. Neovplyviiuju ho ani zadané hodnoty parametrov
a, b, c.
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2
Priklad 1: Vyrieste v mnoZine redlnych cisel rovnicu: sin (235 — %) = g

U: Najprv zjednodusime zapis zadanej rovnice.
Z: Ako?
-
U: V tejto rovnici je argumentom funkcie sinus linearny vyraz 2z — /Z Vv

je to iba jedna neznama. Aj my si to preto zjednodusime tak, Ze
nahradime cely linedrny vyraz neznamou u:

2x—z:u.
4

19

Z: Spominam si. Zavedieme substituciu.

U: Ano, zavedieme substiticiu argumentu funkcie. Cely viraz, z ktorého poéitame hodnoty
sinus, nahradime jednoduchou premennou. Akt rovnicu v nasom pripade ziskame?

Z: Dostaneme rovnicu v tvare sinu = -5
U

: Najst jej zdkladné hodnoty rieSenia by uz pre teba nemal byt problém.
Z: Sinus nadobida kladné hodnoty v 1. a v I1. kvadrante. Preto budi dve hodnoty zdkladného
rieSenia.
U: Ako vieme, sinus nadobtuda hodnotu —2 pre realne c¢islo Z Tato hodnota zodpoveda
I. kvadrantu. Ur¢ hodnotu pre II. kvadrant.
Z: PomozZem si jednotkovou kruznicou. Hodnotu zodpovedajicu II. kvadrantu ziskam, ak od

3
cisla m odratam hodnotu z I. kvadrantu, ciZe % Dostavam teda cislo Zﬁ

Yy
\/V
V2
2 A
-1 0 J z
-1
T 37
T——=—
4 4
L L 2 . A m .
U: Riesenim rovnice sinu = - budt vsetky realne cisla v tvare u, = 1 + 2km alebo ¢isla

3
v tvare u; = Zﬁ + 2k, kde k je celé ¢islo.
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Z: Ako vypocitame nezndmu x ¢

U: Ak do substituéného vztahu dosadime za neznamu u vypocitané hodnoty, dostaneme
rovnicu pre vypocet neznamej x. Budua to . Urob vypocet najskor

pre u; = % + 2km.

Z: Nagjskor dosadim tento vyraz za premennt u. Obe strany rovnice vyndsobim c¢islom 4. Potom

. v/ v/ . 7 v/ v 7.‘—
pripocitam cislo m a nakoniec obe strany vydelim cislom 8. Dostanem, Ze x = 1 + k.

™

20 — — = u,
4
T 0w
20 — —=—+2k
x 1 4—|— ,

8r —m = m + 8k,

8r = 21 + 8k,

- k”.
‘ 4

3T . . .
U: Dosadenim hodnoty T + 2km za premennd u sa linedrna rovnica s nezndmou x velmi

nezmeni. Dosad a vyrie$ rovnicu.

Z: Vyndsobim opit obe strany rovnice ¢islom 4, potom pripocitam ¢islo m a nakoniec vydelim

A~ L ™
osmimi. Dostanem x = 5 + k.

2x—%=u,
T 3T
20 — — = — + 2k
X 1 4+ T,

8r — m = 37w + 8km,

8r = 41 + 8k,
l’:g-i-kﬂ'.

U: Aké je teda vysledné riesenie zadanej rovnice?
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Z: Riesenim zadanej rovnice je teda:

/Cz{g+k7r; g+k7r; k’GZ}.

T -
U: Z riesenia taktiez vyplyva, ze funkcia y = sin (2:c — Z) urcena vyrazom nha lavej strane

zadanej rovnice ma najmensiu periodu 7.
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Priklad 2: Vyrieste v uzavretom intervale (—2m;4m) rovnicu: sin <7r - =

- 7 . 7/ x d e 7
Z: Oznacim si vyraz m™ — 3 ako novi premennt. Napriklad .

x
T——=u
2

U: IdeS na to velmi dobre. Tato rovnicu vyrieSime substiticiou argumentu. Vdaka nej

V3

dostaneme jednoduchti rovnicu cosu = —5

Z: MozZem vyuZit na jej vyrieSenie grafickid metodu?

U: Samozrejme. Metdda rieSenia nie je podstatnd, pokial nie je v zadani uréené. Pri nacrte
grafov vSak nezabudni, ze teraz pracujes s premennymi u a y. Vodorovna os nebude os
x, ale os wu.

Z: Vyraz na lavej strane rovnice predstavuje hodnoty funkcie [ : y = cosu. Na pravej

3
strane rovnice je cislo. Vyjadruje hodnoty 9y=——- Nacrtnem si

ich grafy na intervale (0;27). Staci to na urcenie zdkladngch hodndt riesenia.

— <

Y = CoSU

\
\
\ . . /:
: :
30 N d A 3x o U
-3 \ \
|

U: Ako ur¢ime tieto zakladné hodnoty z grafov?

Z: KedZe v rovnici ide o rovnost vyrazov, musia sa funkéné hodnoty rovnat. Ndjdem teda
7
priesecniky grafov.

V3

U: Ako je vidiet na grafe, také prieseniky si dva. Stvisia s rieSeniami rovnice cosu = — 5
Z: Rovnica md nezndmu u. Preto ma budi zaujimat iba prvé stiradnice prieseénikov. Pri
ich urcéent by som potreboval pomaoct.

U: Uvedom si najskor, v ktorom intervale nadobtda funkcia kosinus zapornti hodnotu.

3
Z: Funkcia kosinus md zdporné hodnoty na intervale <g, ;)

3 s
U: Funkcia kosinus nadobtuda hodnotu BB ak argument je cislo r Tato hodnotu prenesieme

3
do intervalu <g, ;) nalavo a napravo od ¢isla .
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Z{A y = ? Y = COSU
7 }
‘ uz Uy l
[0 N 775 ? 3z o1 U
2
|
—1t T y = RVE]
! 2

Z: UZ s1 spominam. Jedno riesenie ziskam, ak tento vyznacny argument k cislu m prirditam a
druhid hodnotu, ak odrdtam:
T Tm T o7
U1:7T+6:E, UQIW—EZF.
U: No vidis. Nakoniec si si spomenul. Potrebujes vyjadrif vSetky rieSenia danej rovnice. Vyuzi
na to poznatok, ze funkcia kosinus premennej u je periodickd s najmensou periédou 2.

Z: Vsetky riesenia budi zapisané ako sucet zdkladnej hodnoty riesenia a celociselného ndsobku
cisla 2, tak, ako je to uvedené v ramceku.

6

u€{7—ﬂ+2k7r; %TJrle; k’EZ}

U: Aj dalsia cast rieSenia bude jednoduchéd. Aby sme urcili rieSenie pre nezndmu x, musime
vyriesit . Ziskame ich tak, ze za neznadmu u dosadime do substitu¢ného

7
vztahu vypocitané hodnoty. Dosad najskor za u vyraz g + 2k,

Z: Po dosadeni za nezndmu u obe strany rovnice vyndsobim cislom 6. Potom odrdtam ¢islo
67 a vydelim rovnicu cislom —3.
i
mw — 5 = u,
r I
T — — = — + 2km,
2 6

6m — 3x = T + 12k,

—3r =7+ 12km,
xr = T 4k,
3

U: Dostal si pre neznamu z jeden z tvarov, ktoré vyjadruju vsetky riesenia rovnice v mnozine
realnych ¢isel. Nasou tlohou je vSak najst rieSenia iba z uzavretého intervalu (—27;4m).

Z: Ako to zistim?
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U: Sktmaj, ktoré celé ¢isla mozes dosadit za parameter i, aby hodnota neznamej x bola
z uvedeného intervalu.

Z: Iba ¢isla 0 a —1. Pre k = 0 dostanem = = —g. Ak dosadim cislo —1, tak dostanem
m 117
T 3 + 4r 3

U: Vyborne. Verim, ze takto Gspesne vyriesi§ aj druhi linedrnu rovnicu. Ziskas ju, ak za

. v /. 7’ v /. ﬂ-
substitu¢nt neznamu dosadis vyraz 5 + 2km.

Z: To nebude problém. Linedrna rovnica s nezndmou x vyzerd skoro tak isto. Za u dosadim

om
vyraz 5 + 2km. Obe strany rovnice vyndsobim cislom 6, potom odratam 6m a nakoniec

7 . v/ / v 7T
vydelim rovnicu cislom —3. Dostdavam, Ze x = 3~ 4k,

T
m— — =
2 —
x 5T
— — = — 42k
TTyT g A

6m — 3x = br + 12k,

—3r = —7m + 12km,

x:z—él/mr.
3

U: V tomto pripade mdzeme za parameter k dosadit iba jedno ¢islo a to nulu. z sa potom
rovna ¢islu —. Pre k rovné ¢islu 1, by bola hodnota mensia ako —27. Naopak pre k = —1

hodnota neznamej by bola vicsia ako 4m. Dopracovali sme sa teda k zaveru riesenia.
Riesenim zadanej rovnice st tri ¢isla:

T m 1lxw
K=< ——; — — 3.
{ 373" 3 }
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Priklad 3: Vyrieste v mnoZine redlnych c¢isel rovnicu: cotg(dx — m) = —0,1.

uU:

N«

Na rieSenie rovnice pouzijeme substitucnu metodu. Vyraz 4x — 7, ktory je argumentom
funkcie nahradime novou premennou. Napriklad wu.

]4x—7rzu\

: Potom dostaneme jednoduchi rovnicu cotgu = —0,1.

: Substitu¢nd metdda prevadza zlozitejsie tlohy na tlohy uz zname. Od, na prvy pohlad,

zlozito vyzerajicej rovnice sme sa dostali k rovnici cotgu = —0,1. A to uz vies$ riesit.

: Kotangens je periodickd funkcia s najmensou periodou . Z tohto dovodu staci urcit riesenie

v otvorenom intervale (0; 7). Zdpornid hodnotu nadobida funkcia kotangens pre argument

v intervale (g, 7r>. Pouzijem kalkulacku, lebo ¢islo —0,1 nepatri medzi vyznacné hodnoty.

: Dafam, Ze ti je jasné, ako pracovat s kalkulackou. K hodnote argumentu u sa dopracujes

vyuzitim funkcie tangens. Kotangens je jej prevratenou a naopak.

: V tomto nemam problém. Zaskocilo ma vsak, Ze hodnota neznamej u, ktoru mi vypocitala

kalkulacka, je zaporna:
u~ —14711.

: Suvisi to s funkciou tangens. Jej vlastnosti a hodnoty sa skiimaji na otvorenom intervale

T
(—5; 5) . Pre kladné argumenty ma kladné hodnoty, a pre zaporné argumenty st hodnoty
zaporné. To je aj nas pripad. Preto zadkladn hodnotu riesenia pre neznamu v ponechame
v tomto tvare. Vyjadri vSetky rieSenia pre neznamu u.

: K pribliznej hodnote urcenej na kalkulacke staci pripocitat celo¢iselné nasobky cisla .

Teda
u~ —14711 + km; k € Z.

: Vysledné riesenie rovnice dostanes, ak tiito hodnotu premennej u dosadis do substitu¢ného

vztahu. Bude§ vlastne riesit linedrnu rovnicu s nezndmou z.

: Dobre. Za premennt u najskor dosadim vyraz —1,4711 + kxw. V druhom kroku pripocitam
Vs

k obom strandm rouvnice cislo w. Nakoniec vydelim cislom 4 a dostanem, Ze x =~ i

—0,367775 + %r

dr — ™ = u,
4o —m=—14711+ km,

4 = — 14711 + km,

T km
= ——0,367775 + —.
T 1 ; + 1
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U: Tento vysledok sa este da dalej upravit. Z troch s¢itancov vieme dva zlicit do jedného.

N«

. Myslite zlomky?
U: Pochopil si. Posledny zlomok vyjadruje celo¢iselné nasobky zlomku Z K tomu priratame
prvy zlomok g Dostaneme teda k + 1 nasobok zlomku % Ale aj vyraz k + 1 predstavuje

nejaké celé Cislo. Napriklad h. Teda rieSenie rovnice mozno vyjadrit v tvare, ktory mas
uvedeny v ramceku.

K= {—0,367775 + h%; he Z}

U: Tomuto zdruzovaniu by si sa vyhol uz na zaciatku, keby si namiesto substiticie vyuzil na
upravu lavej strany rovnice jednu vyznacnu vlastnost funkcie kotangens. Pri rieSeni tejto
rovnice si ju nielen spomenul, ale aj vyuzil. Tusis, ktora vlastnost to je?

Z: Periodickost funkcie kotangens s najmensou periddou .

U: Vyborne. Plati: cotg(4x — 7) = cotgdx. Z tohto dévodu sa zadand rovnica da upravit na
tvar cotgdr = —0,1. Jej riesenie vsak nechdavam na tvoju domécu tlohu.
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Priklad 4: Vyrieste v mnoZine redlnych cisel rovnicu: 2 cos*z — 7Tcosz + 3 = 0.

U

C N

C N

NS N

Zvolime substitticiu. Vyraz cos z nahradime novou premennou. Napriklad .

cosT =y

Dostaneme rovnicu v tvare 2y* — Ty + 3 = 0.

: Akého typu je tato rovnica?

Je to

: Ur¢ koeficienty a, b, ¢ tejto kvadratickej rovnice.

Koeficienty st a =2, b= —T a koeficient ¢ je rovny 3.

: Ako urcis korene tejto rovnice?

Vypocitam nagskor kvadratickej rovnice D = b*—4ac. Po dosadent a tipravdch
dostavam hodnotu tohto diskriminantu, cislo 25.

D=0 —4dac=(-7)2—4-2-3=49—24 =25

: To znamend, Z%e kvadratickd rovnica s neznamou y bude mat dva korene. KedZe si neza-

budol, ako sa pocita diskriminant, predpokladéam, Ze vypocitat tieto korene bude pre teba
hracka.

Vzorec na vypocet korenov kvadratickej rovnice som si zapamdtal velmi dobre. Pre

nezndmu x plati:
~b++D

T12 =
2a

: Nezabudni, ze neznama kvadratickej rovnice je teraz oznacena symbolom y.

: Dosadim teraz do vzorca hodnoty koeficientov a diskriminantu. Po upravdach mi vyslo, Ze

Y1 =3 akoreﬁygzi.

—(=7)++V25 T7+5
y = = =3
2.2 4
—(=1-v25 7-5 1
RTETTH 9 T T4 T )

: Pacil sa mi tvoj zapis riesenia. Som rada, ze si tak dobre pam#tas vzorce pre diskriminant

a korene kvadratickej rovnice. Dufam, Ze takto bude$ pokracovat aj pri uréovani hodnot
premennej z. Do substituéného vztahu cos z = y dosad najskor za premennt y prvy koren
a vypocitaj neznamu x.

: Po dosadent cisla 3 za premennt y riesim rovnicu cosx = 3. Ale to nikdy nenastane.

Hodnoty funkcie kosinus st iba v rozpiti od —1 do 1 vrdtane. Kosinus nemoze mat hodnotu
rovnu cislu 3.




Ma-Go-10-4 | List 15

U: Spréavne. RieSenim rovnice cosx = 3 je prazdna mnozina. Zostdva nam teda vyriesit
1
rovnicu cos xr = 3 po dosadeni druhého korena.
Z: Takito hodnotu uZ kosinus moze nadobidat. Dokonca dvakrdt, ako je to vidiet na obrazku.

A to v I. a vo IV. kvadrante, lebo kosinus priraduje redlnemu ¢islu x x-ovi siradnicu
odpovedagicich bodov na jednotkovej kruznici.

N

U: Hodnotu zodpovedajicu bodu jednotkovej kruznice v I. kvadrante ti nasepkam. Kosinus ma

T
hodnotu 3 pre argument rovny cislu 3 Ako urcis riesenie zodpovedajuce IV. kvadrantu?

Z: Medzi I. a IV. kvadrantom je symetria podla osi x. Preto rieSenie zodpovedajice bodu
jednotkovej kruznice v IV. kvadrante dostanem, ak od cisla 2w odrdtam %

27T—E:5—7T

3 3

U: Vyborne. Zapis mnoziny korefiov uz urobim za teba. K zakladnym hodnotam, ktoré sme
doteraz urcili zohladnim periodickost funkcie kosinus. M4 najmensiu periédu rovna éislu
2m. Riesenim rovnice je mnozina

IC:{%—I—%:W; 5%%—2/{37?; k:EZ}.
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Priklad 5: Vyrieste v uzavretom intervale (—m;m) rovnicu: tgx — 1 = ton

Z:

gr

V' zadanej rovnici je zlomok, preto by som zacal riesenim podmienky. V menovatels
zlomku nesmie byt nula.

: 'V nagom pripade vyraz tgz sa nesmie rovnat nule. Nie je to zlozitd podmienka. Vyries

ju.

: Tangens nadobiuda nuloveé hodnoty pre celociselnée nasobky cisla w. Preto tieto ¢isla nebudi

patrit do definicného oboru rovnice.

: Z hladiska zépisu vyrazov v rovnici to eSte nie je vSetko.

. Ale tam uz Ziadny dalsi zlomok nie je, ani odmocnina.

: Nemas celkom pravdu. Zlomok je schovany vo vyraze tgx. Funkcia tangens je predsa defi-

nované ako podiel funkcii sinus a kosinus. V takych tlohdch nesmie$ zabudat na
. Spominas si?

: Aha! Pamdtdam si to v spojitosti s nulovymi bodmi. Tangens mal nulové hodnoty pre ce-

loc¢iselné nasobky cisla m, takZe do jeho definicného oboru nepatria nepdrne ndasobky cisla
T

5

2 ’ ’ v/ 7T Ve ’ ’ X
: Celociselné nasobky ¢isla 7 sa daju chapat ako parne nasobky ¢isla 3 Cislo 7 sa d4 zapisat

ako zlomok s menovatelom jedna. Tento zlomok mozno rozsirit ¢islom 2 a vysledok prepisaft
do pozadovaného tvaru. Sleduj ramcek.

P R L R VL
1127 "9 2

: Cisla, ktoré nepatria do definiéného oboru rovnice, si teda bud nepdrne ndsobky cisla

g, alebo parne nasobky cisla g Obe skupiny cisel davaju dohromady celociselné

. «r 7T . ) Ly Ay . , .
nasobky cisla 5 To je uvedené v ramdceku. Preto mozeme prejst na tpravy zadanej

rovnice.

D:R—{kg; keZ}

Vyraz tge by som nahradil novou premennou vy.

2
tgr — 1= —,

: Rovnica, ktoru si dostal a hlavne sposob jej rieSenia by pre teba nemali byt neznéame.
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NS N

NN C

. Ak st v rovnici zlomky, treba ich odstrdnit. Preto vyndsobim obe strany rovnice nezndmou y.
2
Yy — 1= K
Y
2 _
Y-y =2
Dostal si v tvare y? — y — 2 = 0. Akou metédou zvladnes vypocet jej
korenov?
Vzorcom, s vyuZitim D = b? — 4ac.
: Koeficienty st: a =1, b= -1, ¢ = —2.

Dosadim koeficienty a vypocitam diskriminant. Vysledkom je cislo 9.

D=V —4ac=(-12-4-1-(-2)=1+8=9

: Vysledok teraz dosad do vzorca pre korene kvadratickej rovnice.

—b++D

2a
Za koeficient b dosadim hodnotu —1, za koeficient a hodnotu 1 a za diskriminant D cislo
9. Vypocet urobim dvakrdat. Raz so znamienkom plus v citateli a druhykrdt so znamienkom
minus. Korenmi kvadraticke) rovnice su cisla 2 a —1.

Vzorec pre korene kvadratickej rovnice je: vy, o =

—(-1)++v9 1+3

Y1 = = = 2,
2-1 2
—(-1)—+v9 1-3
2-1 2

: Pre kazdu ziskant hodnotu neznamej y vyriesime nakoniec jednoduchti goniometricka

rovnicu tgz = y. Ona dava do stvisu nezname z a y. Po dosadeni ¢isla 2 za neznamu
y dostaneme rovnicu tgxr = 2. Jej zdkladné rieSenie ur¢ime na kalkulacke. Bude jediné,
lebo najmensia periéda funkcie tangens je ¢islo m. VSetky riesenia sa zapisu ako sucet
zakladného riesenia a celociselnych nasobkov periddy:

x ~ 1,10715 + kr, k € Z.

Rovnicu tgr = —1 vyriesis aj sam.

: Tangens nadobiuda hodnotu 1 pre argument rovny cislu Z Tangens je zaporny v II. kvad-

s 3T
rante. Preto riesenie bude m — — = —. Je to zdkladnd hodnota riesenia. K nej treba

pripocitat celociselné nasobky ¢isla w. Mnozina korenov rovnice je

K= {1,10715—0—/{7?; ?ZTW + km; k€ Z}.
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Priklad 6: Vyrieste v mnoZine redlnych c¢isel rovnicu: 4sin® x — 2sina = \/g(—l + 2sinx).

Z: Dost komplikovany zdpis.

U: Ano. Na prvy pohlad, ale spolo¢nymi silami to zvladneme. Zvolme najskor substitiiciu.
yraz sin x nahradme novou premennou y. MoZno sa zapis rovnice trochu zjednodusi.
Vyraz s ahrad

sinz = v,

4y — 2y = V/3(—1+ 2y).

Z: Vyzera to na , lebo su tam cleny s druhou mocninou nezndmej, neznama
a absolutne cleny.

U: Aby sme mohli uréit kvadraticky, linedrny a absolutny ¢len tejto rovnice, potrebujeme ju
upravit na anulovany tvar.

Z: Mozete prezradit co to je?

U: Na pravej strane rovnice je nula a na lavej strane rovnice je kvadraticky vyraz. Uprav
rovnicu, aby sme takyto tvar dostali.

Z: Najskor rozndsobim viyraz na pravej strane rovnice. Potom dam vsetky cleny na lavi stranu
rovnice. Nakoniec zlucim cleny, ktoré obsahuju nezndmu y.

4y? — 2y = V3(—1+2y),

442 — 2y + /3 — 23/3y = 0,

4y — (2+2V3)y + V3 =0.

U: Urcit koeficienty by pre teba nemal byt problém.
Z: Koeficient a je rovny cislu 4, koeficient b je ciselny vijraz —(2 + 2v/3) a absolitny clen

c= \/§

U: S vypoctom ti pomozem. Sleduj raméek. Dosadim do vyrazu b —4ac &selné
hodnoty. Dvojélen umocnim podla vzorca (a + b)* = a* + 2ab + b*. Znamienko minus sa
umocnenim meni na plus, lebo (—1)? = 1. Na konci vipoétu pre trojclen 4 — 8v/3 + (2v/3)?
pouZijem vzorec a? — 2ab + b* = (a — b).

D=1 —dac=[-(2+2V3)] —4-4- V3= (2+2V3)" —16V3 =
—448/3+ (2v3) —16V3=4-8/3+ (2v3)" = (2—-23)".

N(

Urcite by som to sam nezvlddol.
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N«

: Ale vypocet korenov podla vzorca by uz pre teba nemal byt problém.

: Napisem si najskor vzorec na vypocet korenov kvadratickej rovnice.

—b++vD

Y12 = 5a

: Dosadim ciselné hodnoty.

ivD 228 =223
2a 2.4

Y12 =

Odmocnina a mocnina sa zrusia. Zostane ciselny vyraz v zdklade mocniny, ktord je pod
odmocninou.

: Pozor! Zaklad mocniny, teda ¢iselny vyraz 2 — 21/3 je zaporné &islo. Vieme, Ze druhd
odmocnina mé byt kladné ¢islo. Plati 2> = |z|. V nasom pripade druhd odmocnina

z druhej mocniny &selného vyrazu 2 — 2v/3 bude vyraz 21/3 — 2. Pokracuj vo vipoctoch,
ale rozdel ich na dva pripady.

V' prvom riadku bude vypocet pre znamienko plus pred diskriminantom v citateli zlomku,
v druhom pre znamienko minus. V oboch pripadoch davaju niektore cleny dohromady nulu

a zvysné cleny v Citateli po vykrdteni s menovatelom daji konecné vysledky - a %
2
(2+2v3) +/(2-2v3)" 2423+ (2v3-2) V3
N 24 - 8 )

(2+2v3) —/(2-2v3)" 242/3-(2v3-2) 1

2-4 8 2

Y2 =

: Teraz potrebujeme vyriesit dve jednoduché goniometrické rovnice sinx =

a

| S

1
sinx = 3 Ich riesenim prejdeme od hodnét substitu¢nej neznamej y k hodnotam nezna-

mej = v zadanej rovnici. Obe maju dve zakladné hodnoty riesenia zodpovedajice bodom
jednotkovej kruznice v I. a v II. kvadrante. To preto, lebo funkcia sinus priraduje readlnym
¢islam y-ovia sturadnicu takychto bodov. T4 je kladna prave v tychto dvoch kvadrantoch.
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T2 1 Ty
e

T4 \/\§ /\/ T3
-1 0

SVa

-1

Z: Nebude problém to vyriesit. Obe ¢isla urcuji vijznacné hodnoty argumentu. Sinus je rovny

s 1 s
cislu 3 pre x rovné c¢islu —. Hodnotu 3 nadobida pre x rovné —. Hodnoty zodpovedajice

bodom v II. kvadrante urcim odcitanim tychto ciselnych hodnot od cisla w. Preto plati:

T 27
x2:7]'—§:—3’
T br
334:7'(—6:?.

U: Na urcenie vSetkych rieSeni v mnoZine redlnych ¢isel zohladnime periodickost funkcie
sinus. K tymto 4 zakladnym hodnotam pripocitame celoc¢iselné nasobky ¢isla 27. To je
najmensia periéda funkcie sinus. RieSenim zadanej rovnice mame uvedené v ramceku.

27 5%
— + 2km; —
3 + 2K 5

K= {E+21m; T ok

2km; k € Z
6 3 +7r,e}
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Priklad 7: Vyrieste v mnoZine redlnych ¢isel rovnicu: 12sin* x + sin®z — 1 = 0.

uU:

N«

SRS

N«

: Korene kvadratickej rovnice vypocitas podla vzorca u;» =

Aby sme zjednodusili zapis rovnice a dostali tak zapis rovnice nam znamej, zavedieme sub-
stiticiu. Vyraz sin® © nahradime premennou u. Pokis sa vyjadrif viraz sin*  pomocou
premennej u.

: Sturtd mocnina sa dd zapisat ako druhd mocnina, pricom zdklad bude tieZ druhd mocnina.

4 2

Preto vyraz sin®* x moZeme nahradit vijrazom u?.

sint x = (sin2 az)2 = 2
: Substittuciou dostavame S neznamou u.
12sin*z +sin?x — 1 =0,
sin?z = u,
120> +u —1=0.
: NajspolahlivejSou metédou na urdenie jej koreniov bude pouzif vzorec na vypocet koretov.

Urc¢ preto koeficienty kvadratickej rovnice.

: Koeficient kvadratického ¢lena a je rovny c¢islu 12. Linedrny koeficient b md hodnotu 1 a

absolutny clen ¢ = —1.

: Vypocitaj diskriminant kvadratickej rovnice.

: Zabudol som ako sa pocita. Mohli by ste mi to pripomenut?

sa vypod&ita podla vzorca D = b* — 4ac. Dosad ¢&iselné hodnoty.

: Po dosadeni c¢isel umocnim a vyndsobim cisla. Nakoniec scitam dve cisla. Diskriminant je

¢islo 49.

D=V —4ac=1*—-4-12-(-1)=1+48 =49

—b++D

a
vypocitany, koeficienty a a b poznas. Dosad tieto zndme ¢isla a uréi hodnoty koremov.
Vypocet urob zvlast pre prvy a zvlast pre druhy kore.

. Diskriminant mas

: Za diskriminant dosadim cislo 49, za koeficient a ¢islo 12 a b = 1. Druhd odmocnina z ¢isla

49 je cislo 7. Scitam cisla v citateli a nakoniec vykrdtim s ¢islom v menovateli. Dostal som

vysledky }l a —%.
—b++vVD —14+V49 —14+7 6 1
U/ — — pr— —_ — = —
1 2, 2.12 24 24 4
—b—+D —1—-+49 —1-7 -8 1
Uy = — = — —_— —
2 2 2.12 24 24 3
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U: Prechod od substituénej neznidmej u k neznamej z je dany vzfahom sin’z = wu. Pre
nezndmu v sme dostali dve hodnoty riesenia. To znamen4 riesit dve rovnice pre neznamu

2 1 2

x: sin“x = 1 asin“r = -3 Riesenie jednej z rovnic bude jednoduchsie.

1
Z: Riesenie druhej rovnice sin?x = —= bude jednoduchsie. Druhd mocnina hodnét funkcie

sitnus su vZdy cisla vicsie alebo rovne nule. Nikdy to nebudi zaporné cisla. Preto neexistuje

realne ¢islo x, pre ktoré by lavd strana mohla byt rovnd pravej, ¢iZe rovnd ¢islu —3

U: Spravne. RieSenim druhej rovnice je teda prdzdna mmnoZina. Z prvej rovnice sin’z =

=1 ziskame odmocnenim vyrazov na oboch stranich rovnice dalsie dve rovnice. Pozor!

Nezabudni, ze \/y? = |y|. Prave to vyuzijeme pri spominanej Gprave rovnice.

1
.. 92 _ -
sin :13—4,
, 1
|sinx| =4/,
4
, 1
siny = £—.
2

Z: Tieto rovnice si nastastie uZ jednoduché goniometrické rovnice. Na urcenie hodnoty ne-
zndmej x vsak budem potrebovat kalkulacku. Celi situdciu si zndzornim na jednotkovej

kruznici. Sinus predstavuje y-ovi suradnicu bodov ma jednotkovej kruznici. Pre cislo 3

1
budi tieto body v I. a v II. kvadrante. Pre hodnotu —5 @ dostaneme do III. a do IV.

kvadrantu.
Yy
1
3
-1 J x
_1
T3 /‘V/\ Ty
-1

U: Hodnota neznamej x zodpovedajica bodu jednotkovej kruznice v I. kvadrante je x; = %

Verim, ze dopocitat zvys$né rieSenia nebude pre teba problém.
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Z: Riesenie zodpovedajiice II. kvadrantu wréim, ak od ¢isla m odrdtam hodnotu xi. V III.
kvadrante urobim to isté, ale s operdciou scitania. RieSenie vo IV. kvadrante vypocitam,
ak od ¢isla 2 odratam hodnotu x;.

™ 5
1'2:77'—371:77'—8:67(',
T 7
a;‘3=7r+:61=77+g:67r,
11
x4:27r—x1:27r—z:—7r.
6 6

U: Dostali sme sa na koniec rieSenia rovnice. K zakladnym rieSeniam, ktoré sme ur¢ili, je treba
pripocitat celodiselné nasobky ¢isla 27. Ziskame tak vSetky rieSenia v mmnoZine realnych
¢isel, ktoré mame uvedené v ramceku.

K ={x1 + 2km; xo+ 2km; x3+ 2km; x4 + 2km; k € 7}
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Priklad 8: Vyrieste v mnoZine redlnych cisel rovnicu: cos 3x = sin 2z - cos 3.

C N

cC N

. Zdpis rovnice ma navddza, aby som vydelil obe strany rovnice vyrazom cos 3.

: Je to jeden zo spOsobov rieSenia tejto rovnice. M4 vsak isté tiskalia. Moze$ delit vyrazom?

: Tusim, ¢o chceete naznacit. Viyraz by mohol mat hodnotu rovni nule. Nulou sa nedd delit.

: Aby sme to zvladli tebou navrhnutou metédou, rozdelime dalSie rieSenie na dva pripady.

Jednoduchsi bude pre teba pripad, kedy vyraz cos 3z, ktorym chces delif vyrazy na oboch
strandch rovnice, bude mat nenulovi hodnotu. Vtedy mozes urobit navrhnuti tpravu
rovnice.

1. pripad: cos 3z #£ 0

: V tomto pripade sa kosinusy vykratia a dostanem rovnicu tba s goniometrickou funkciou

sinus.

cos 3x = sin 2z - cos 3z,

1 = sin2z.

: Ak vyraz 2z nahradis premennou u, dostanes jednoduchi goniometricki rovnicu sinu = 1.

Jej riesenie zvladnes aj bez jednotkovej kruznice, ¢i grafu.

. Funkcia sinus nadobiuda hodnotu 1 na zdkladnom intervale iba raz. Viedy meznama u je

7/ v/ ﬂ- v 3 v 3 3 v/ / e . v . v/
rovnd cislu 5 Aby som dostal vsetky riesenia, pripocitam k zdkladnému rieSeniu celoci-

selné nasobky cisla 2m.

u:g—l—ler

: Dopocitajme rieSenie pre neznamu z. Pripominam, ze sme vyraz 2x nahradili v substiticii

premennou u.

T
: Hodnoty neznamej » budi dvakrat mensie ako pre nezndmu u. Teda v = 1 + km, kde

k je celé cislo.

: Nezabudnime na podmienku. Tento pripad sme vyriesili iba pre také hodnoty nezname;j

x, pre ktoré plati cos 3x # 0. Podmienku moézeme vyriesit substiticiou vyrazu 3z. UkdZzem
ti rychlejsi sposob, bez substiticie. Hodnoty funkcie kosinus maju byt rozne od nuly. To

™
znamend, ze argument tejto funkcie musi byt rozny od neparnych nésobkov ¢isla 5 Ale

argumentom funkcie je vyraz 3z. Preto plati

3m#@k+mg

x#@k+D%
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C N

N«

: Hodnoty neznamej x, ktoré sme dostali v 1. pripade rieSenia rovnice, tejto podmienke

vyhovuji. Vyriesime druhy pripad, ak cos 3z = 0.

2. pripad: cos3x =0

: Pochopil som, Ze takym vyrazom nemoZem delit obe strany rovnice.
: Pozri sa preto este raz na rovnicu cez vyraz cos 3z, ktory je rovny nule.

: Jasné. Lavd aj pravd strana rovnice budi mat nulovi hodnotu. Na lavej strane je vijraz

cos 3z a ten je rovny nule. Na pravej strane je sucin dvoch vyrazov sin 2z - cos 3z, z ktorych
druhy vyraz je rovny nule. Preto aj sucin je rovny nule. Dostali sme 0 = 0. To plati vZdy.

: Ano. Plati vzdy, ak je splnend podmienka cos3z = 0. Jej riesenie bude analogické ako

rieSenie podmienky v 1. pripade.

: Pri podmienke sme urcené hodnoty x vylucili, teraz ich zoberieme za korene. Teda

r = (2k + 1)%, kde k je celé cislo.

: Oba pripady davaju celkové riesenie rovnice:

IC:{ZJrlmr; (2k+1)%; kez.

N«

: RieSenie rovnice by sa trochu zjednodusilo, ak by sme vsetky vyrazy dali na jednu stranu

rovnice. Sleduj ramcek. Z oboch ¢lenov na lavej strane by sme vybrali pred zatvorku vyraz
cos 3.

cos 3x = sin 2z - cos 3z,
cos 3x — sin 2x - cos 3x = 0,

cos 3z - (1 —sin2z) = 0.

: Na lavej strane je sucin dvoch vyrazov. Kedy sa tento stéin rovna nule?

: Ak aspornt jeden z vyrazov je rovny nule. Teda cos3x = 0 alebo 1 —sin2x = 0. Ale to su

rovnice, ktoré sme riesili v nasich dvoch pripadoch.

: Samozrejme. Pri tomto sposobe rieSenia vSak nemusime riesit Ziadne iné podmienky.




