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Definicia funkcii tangens a kotangens
RNDr. Marian Macko

U: Pripomenme si definicie a na . Nacrtni situaciu
. . .. m v .
na jednotkovej kruznici pre x € (0; 5) a vyzna¢ hodnoty sinx a cosx.
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Z: Funkcie suvisia so suradnicami bodu M, ktory prislicha ¢islu x, pricom:

sinr = yu, COST = Xpy.

U: Dané hodnoty v tomto pripade vyjadruju aj dlzky odvesien v pravouhlom trojuholniku
OM'M.
: Plati:

N«

|OM'| = cos z, IMM'| = sinz.

U: Ni¢ ndm teda nebréni, aby sme pre ostry uhol velkosti © radidnov v pravouhlom
trojuholniku O M’ M vyjadrili zvy$né dve goniometrické funkcie: tangens a kotangens.

Z: Tangens je pomer ku a kotangens naopak.
U: Zapiseme to vztahmi:
tgr = |M'M | _ sinz
|OM'|  cosz’
cotgr = |M'O| _ cosz
|IMM'|  sinx

Nase tvahy boli zamerané na I. kvadrant, pretoze v dalsich kvadrantoch mozu byt
sinus alebo kosinus zaporné. Nevyjadrovali by dizku tsediek. Funkcie sinus a kosinus si
definované na mnozine redlnych disel a mozu mat kladné, aj zadporné hodnoty. Kladné
a zaporné hodnoty mozu mat aj funkcie tangens a kotangens, ak nami ziskané vzfahy
zoberieme za ich definicie.
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Definicia: Funkciou tangens nazyvame funkciu urc¢enti predpisom

sinx

Yy = -
Cos T

Definicia: Funkciou kotangens nazyvame funkciu urcent predpisom

Cos T
Yy=——"
sinx
U: Zlomky v predpisoch tychto funkcii zapri¢inuju, ze do tangens

a kotangens nebudu patrit vSetky realne ¢isla.

Z: TakZe treba urcit podmienky. Skisim to. Pre funkciu tangens je definiénym oborom mnoZina
inx

s
vsetkych redlnych cisel x, pre ktoré md zmysel vyraz . To je vtedy, ked menovatel je

rozny od nuly. Teda cosx # 0. Vintervale (0; 27) sa hodnota cos x rovnd nule pre x1 = T
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U: St to vSetky neparne nasobky cisla 5
Definiénym oborom funkcie tangens je mnozina vSetkych realnych cisel x, ktoré
™

5 kde k je celé cislo.

st rozne od c¢isel v tvare (2k + 1)
Z: Ako to zapiseme?
U: Menej pouzivany sposob zapisu v stredoskolskej matematike je pomocou ne-

T T
konecného poctu otvorenych intervalov v tvare <—§ + km; 5 + km), kde k je Ilubovolné
celé cislo.

, ,
I . ‘

U: Tito mnozinu zapisujeme tak, ako to vidis v ramceku.

D(f) = Ures (—g + km; g—i— ]WT) ,

Tz

S
ol
Nt

U: pri¢om symbol | oznacuje zjednotenie prislusnych intervalov.

Z: Dost zloZity zdpis.
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U: Ni¢ sa nestane, ak ho nebudes pouzivat, ale zapise$ symbolmi to, ¢o sme o definiécnom
obore funkcie tangens povedali slovne. Teda

D(f)=R — {(2k+1)g; ke Z}.

N«

: Tomuto zdpisu viac rozumiem, lebo minus znamend, Ze z mnoZiny redlnych cisel vylicime
¢isla uvedené v druhej mnoZine.

: Mas pravdu. Je to operacia

c Cc

: Teraz urci analogicky defini¢ny obor funkcie kotangens.

N«

: Podmienka je sinx # 0, lebo v menovateli je sinus. V intervale (0; 27) sa sinus rovnd nule
prexy =0 a xo = T.

c

: VSeobecne kw, teda celociselné nasobky cisla w. Povedz slovne, ¢o je definicnym obo-
rom funkcie kotangens.

N«

: Definiénym oborom funkcie kotangens je mnoZina véetkijch realnych ¢isel, okrem
celociselnych nasobkov ¢isla .

U: Zapisujeme v tvare:

D(f) =R —{km;, ke Z}.

. Zrejme to treba vediet.

C N

: Ano. Ak poznas definicie a vies nulové body funkcii sinus a kosinus, nebude to problém.

N«

T
. Pri sinus a kosinus sme ukdzali, Ze ich definicie pre x € (0; —) v pravouhlom trojuholniku
zodpovedaji definicidm na . Plati to isté pre tangens a kotangens?
U: Ukazeme si to. Zapis vsetky goniometrické funkcie pre uhol o v pravouhlom trojuholniku

ABC.
C a B
-/

A

N«

. a b a
rslnoe = —; cosa=-—; tga=-; cotga=-—.
c c b a

U: Dobre. UkdZeme, Ze tangens sa dd zapisat ako podiel sinus a kosinus. Za¢neme

definiciou v pravouhlom trojuholniku. Zatial vieme: tga = 7
Zlomok sa nezmeni, ak Citatela, aj menovatela predelime kladnym ¢&slom ¢, ¢o je dizka
a

prepony: tga =

SIS
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> v 1. \ - . . a .. ,
Z: UZ to vidim. V citateli zloZeného zlomku je —, co je sinus a v menovateli je kosinus.
c

sin o L, )
, a teda obe definicie si rovnocenné.
Q

U: PrepiSeme na tvar : tga =

Z: Vo funkcidch tangens a kotangens vidim trochu problém. St vyjadrené cez podiel funkcii
sinus a kosinus. Musim urcit dve hodnoty, a potom ich este vydelit. Tak dostanem vislednai
hodnotu. Nedali by sa urcit priamo, tak ako sinus a kosinus?

U: Je pravda, Ze definicia funkcii tangens a kotangens je v algebrickom tvare, ale
obe funkcie mozZno interpretovat aj geometricky pomocou jednotkovej kruznice. To
vyriesi tvoj problém.

Redlnemu ¢islu z priradime na jednotkovej kruznici zndmym spoésobom bod M. Zostrojime
dotyénicu p ku kruznici v bode J [1; 0]. Priese¢nik doty¢nice a polpriamky OM je bod P.
y-ova suradnica bodu P je tgr.

Yy P

tgwlo_ 4
M
T
-1 O/J T
-1

M

Z: To sa nedd.
U: Preco?

Z: Lebo dotycnica p a priamka OM st rovnobeZné.
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T
: Nemaju spolo¢ny bod P, ktorého y-ova stiradnica mé vyjadrovat tga. Tym si len potvrdil

v . 7 v v/ 7T Ve v 14 .
to, ¢o vieme z uvodu, Ze ¢islo 5 nepatri do defini¢ného oboru funkcie tangens.

: Ako to bude s funkciou kotangens?

: Teraz zostrojime dotyc¢nicu ¢ k jednotkovej kruznici v bode K [0;1]. z-ovd sturadnica

bodu @), ktory je priesec¢nikom polpriamky OM a tejto dotycnice vyjadruje cotgr.

Y
Q K
q |
| M .
[
|
y A
cotgx 0 J =z
-1

: Preco to takto funguje?

: Vyuzivame iba podobost dvoch trojuholnikov. Trojuholnik OM M’ je pravouhly s jednym

vnatornym uhlom x. Aj trojuholnik OQQ' je pravouhly s jednym vnitornym uhlom z.

: Uhol x je spolocny obom trojuholnikom.

sin x

cos /o |\’

cotgx

U: Ano. V t§chto trojuholnikoch pozname aj dlzky odvesien. V trojuholniku OM M’ maji
dlzky sinz; cosz a v trojuholniku OQQ’ dizky odvesien sti 1 a cotgz. Sta¢i ich daf do

pomeru vzhladom na podobnost.
~ cotgr cosx
Z: 1g =

sinz
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COS T

U: Teda: cotgr = ——.
sin

U: Pozrime sa este, ako je to s kladnostou a zdpornostou hodnét tangens a kotangens

na intervaloch (0; E), (z, 7r>; ; 3—7T ; 3—7T; 27 |.
2 2 2 2

Staci, ak si pripomenieme, aké hodnoty nadobtdaju funkcie sinus a kosinus v tjchto kvad-
rantoch a uvedomime si, ze podiel dvoch kladnych alebo dvoch zapornych cisel je cislo
kladné, podiel kladného a zaporného ¢isla je ¢islo zaporné. Pokis sa teraz zdoévodnit, ze
tangens je v druhom kvadrante zaporny.

Z: Sinus je v druhom kvadrante kladny, kosinus zdporny. Tangens je ich podiel, preto je
zaporny.

U: Kladnost a zapornost hodnét tangens a kotangens vo vietkych 4 kvadrantoch mas

uvedeni v nasledujucej tabulke.
(7?_ ) ~3m 3 5
5 T S 55 2T

| (05)

sin x + + — —
CosS T + - — +

tgx + - + -
cotgx + - + —
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47

Priklad 1: Rozhodnite, aké znamienko ma funkcia f :y = tgr pre xt = ——.

uU:

y4

: Mas pravdu. Pri tangense nepriradujeme realnemu ¢islu bod na jednotkovej kruznici,

sin x
D tgr =

5

Tak, ako v pripade funkcii sinus a kosinus aj tu si pomo6zeme geometrickou interpretaciou
funkcie tangens na

To potrebujem dotycnicu k jednotkovej kruznici v bode J [1;0).

ale prostrednictvom neho bod na spomenutej dotycnici. Jeho y-ova stradnica urcuje

4 4
tg <—§) Potrebujes vediet, ktory bod v priradeni zodpoveda redlnemu ¢islu —%.

4
: %T je menej ako m, takZe jemu odpovedajici bod na jednotkovej kruznici je v I1. kvadrante,
s
ale pri minus treba postupovat opacnym smerom, ¢iZe cislu -5 zodpovedd bod M v III.
kvadrante.
Y P
1

L

N
<
8

<
ol
3

, preto staci, ak si uvedomis, aké s hodnoty sinus a kosinus v III. kvadrante
cos T

z hladiska kladnosti a zapornosti.

s Zdporne.

: Dve zaporné ¢isla daju pri deleni kladné ¢islo. Situacia je rovnaka, ako ked st hodnoty

oboch funkcii kladné, ¢o zodpoveda I. kvadrantu.

y P
1
J\f[//
P
0%

3

|
—_
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\\
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<
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4
U: Hladany bod P, ktorého y-ova stradnica vyjadruje tg (—%) najdem ako priesecnik

doty¢nice p a priamky OM.
Z: Jeho y-ovd siradnica je kladné cislo.
e . am
U: RieSenim ulohy je: tg <—€> > 0.
{ : . . . . 137
Uloha : Rozhodnite, aké znamienko ma funkcia f :y = tgr pre x = =3

13
Vysledok: th7T >0
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Priklad 2: Urcte, ¢i tgr - cotgr a tgr — cotgr je cislo kladné, zaporné, alebo nula, ak:
T

3

X

. 7 7
Z: Urcim si najskor, ¢ tgg je kladné, alebo zaporné ¢islo, a potom urobim to isté pre cotgl.
U: Je to jeden z moznych spdsobov riesenia. Pokracuj.
L T 6r T T
Z —=|—+—- ) =21+

3 ( 3 3) 3

Tomuto cislu zodpovedd bod na v I. kvadrante. Tu je to lahké. Zo-

strojim si dotycnicu p v bode J[1;0], ktori pretne priamka OM v bode P a jeho y-ovd

, . . m
suradnica je tg?.

Y p
1
M

. \//”

7
U: Zistil si, ze tg% > (. Dokon¢i pre kotangens.

Z: Bude ma zaujimat dotycnica q v bode K [0;1] a kotangens bude teraz x-ova siuradnica bodu
Q.

U: Iba pripominam, Ze () hladdme ako priesec¢nik doty¢nice ¢ s priamkou OM.

Y
1 o/ 4
M/
\
\
: 6/w
cotg%w
-1
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7 7 7
Aj cotgg > 0, takzZe tgg - cot ?ﬂ je tiez kladné cislo.

N¢ C N

uU:

: Potom tgx-cotax =

: Ulohu si mohol vyriesit aj inak. Pokus sa vyuzit definiciu funkcii tangens a kotangens.

sinx cosx

=1, lebo vyrazy sinx a cos x sa vykratia. Neplati to pre
T

vSetky realne cisla, ale pre argument — st sinus a kosinus rézne od nuly, ako si ukazal na

cosxr Ssinx

7
obrazku. Teda aj tg% - cot % =1 a to je kladné cislo.

: Dobrd finta!
: Dories tlohu este pre vyraz tgx — cotgr .

: Skisim wvasu fintu. Rozdiel zlomkov upravim na spoloéného menovatela. To je viraz

cosx - sinx, tak ako to vidno v ramceku.

sinz cosx sin’x — cos?zx
tgr — cotgr = — — = -
cosr sinx cos T - sinx

: Co dalej?

: D4 sa to doriesit, ale potrebuje$ poznat rozne vztahy medzi hodnotami goniometrickych

funkcii. V tomto pripade sta¢i pokracovat v tvojom spdsobe rieSenia.

. Ako mdm wurcit, ¢ vysledok je kladny, zdporny alebo nula, ak obe c¢isla si kladné? Ich

rozdiel moze byt kladny, zdporny, alebo nula, ked budi rovnaké.

: Ved o to ide. M4as$ urdit, ¢i st rovnaké, alebo ktoré z nich je vicsie. Porovnaj hodnoty s

jednotkou, ktora je polomerom kruznice.

<

p

/

7 7
7 obrazku vidno, ze tgg > cotgg

Z: Potom je ich rozdiel kladny.
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U: Riesenim tlohy je: stcin aj rozdiel hodnét zadanych vyrazov je kladny.

. 137
Uloha : Urcte, ¢itgzr-cotgr a tgr —cotgx je cislo kladné, zdporné, alebo nula, ak: v = ———.

4
13 13 13 13
Vysledok: tg (_Tﬁ) - cotg (__4”> > 0; tg (_ 4”) _ cotg <_ 47r) o
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s s 3T 3T
Priklad 3: Urcte, do ktorého z intervalov (0; 5) ; (5, 7r) ; (77'; 7) ; (7, 27T> patri
x, ak
a) tgr >0 asinz <0
b) cotgr <0 acosz > 0.
U: V tlohe a) sa staci zorientovat na
Y D
sinz >0 sinx >0
tgr < 0 1 tgr >0
-1 0/J T
: -1 :
sinx <0 sinx <0
tger >0 tgr <0
Z: Tangens je kladny v I. a v I11. kvadrante, je zaporny v IIL. a vo IV. kvadrante. Obe
podmienky platia sucasne prave vtedy, ak x patri do III. kvadrantu.
3T
U: Riesenim ulohy je = € <7T; 2).
Z: V riesend ilohy b) t. j. cotgr < 0 a cosx > 0 si opit pomozem
cosz <0 Y cosz >0
cotgxr < 0 . cotgx >0
%
0
1& J =z
-1
cosx <0 cosx >0
cotgz >0 cotgz < 0
Z: Kotangens je zdpornyg v II. a vo IV. kvadrante, je kladny v I. a vo IV. kvadrante.

Riesenim je IV. kvadrant.

U: Vysledok tlohy b) je: x € (35, 27?).

Uloha : Urcte, do ktorého z intervalov (0; Z) ; (Z' 7r> ; (7?; S—W) ; (3—7T, 277) patri x, ak

tgr = —1 asinx > 0.
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Vysledok: z € (g 7r>
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sinx — 3cosx 2
Priklad 4: Vypocitajte hodnotu vijrazu — , ak cotgr = ——.
2sinx + 5cosw 3
= 1 . 2 ” .. . . SO U
Z: Podla zadania sa cotgr = —3 a podla definicie viem, Ze cotgr = ——. Potom cosx = —2
sin x
asinx = 3, alebo cosx =2 a sinx = —3.

U: Zabudol si, ze nemozu byt mensie ako —1, ani vicSie ako 1. Podla
zadanej hodnoty kotangens st v pomere (—2) : 3, alebo 2 : (—3). MézeS to zohladnit tak,
ze cosr = —2m; sinx = 3m alebo cosx = 2m; sinx = —3m, kde m je nenulové realne
¢islo.

. i » i sinz — 3cosx L. i
Ak tieto vyrazy dosadis do vyrazu — , dopracujes sa k vysledku.
2sinz 4+ dcosw

: Dosadim najskor: cosxz = —2m; sinx = 3m. Vyndsobim, v citateli s¢itam a v menovatels

odcitam. Nakoniec vykrdtim parameter m.

sinx —3cosx  3m—3(-2m)  3m+6m _ 9m 9

2sinx +5cosz  2-3m+5(—=2m) 6m—10m  —4m 4

: Urob taky isty vypocet pre druhy pripad. Co myslis, ako sa to zmeni?

. Netusim, zmeni sa znamienko? Radsej vypocitam. Dosadim cosx = 2m; sinx = —3m.

Vyndsobim, v citateli odcitam a v menovateli s¢itam. Nakoniec vykrdatim parameter m.

sinr —3cosr  —3m—3-(2m) —3m—6m  —9m

2sinz +5cosz 2 (—3m)+5-(2m) —6m+10m  4m

9
4

Dostal som ten isty vysledok.

uU:

Samozrejme, pretoze hodnoty mozu byt kladné, aj zadporné a tieto dva pripady sa lisia iba
znamienkami pre sinus a kosinus. Uloha sa da vyriesif viacer§mi sposobmi. UkéZeme si
este jeden z moznych sposobov.

Z:
uU:

sinxz — 3coszx

Budeme sa snazit dostat do vyrazu funkciu kotangens. Ako vieme,

2sinx + 5cosw
Cosx , .- ’ . ’ . .
cotgr = ——, preto predelime citatela aj menovatela zlomku vyrazom sinx.
sin x

sinx — 3coszx
sinx — 3cosx _ <in 7
2sinx + bcosx 2sinx + bcosx
Sin &

Nezmenime hodnotu zlomku?

Vydelit ¢itatela aj menovatela tym istym ¢islom roznym od nuly znamené zlomok kra-

tif. Napriklad: 113 5 Dostaneme iny tvar zlomku, ktory méa vsak ta istt hodnotu.
Vyjadruje to isté &islo. |
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Z: A odkial viete, Ze nie je nula?

a hodnota kotangensu je

2
U: To vyplyva zo zadania tlohy: cotgr = —3 KedZe cotgr = cos e

sin
dand, nemoze byt sinus rovny nule. Nula nemoze byt v menovateli. Kotangens by neexis-
toval.

Z: Pochopil som, pokracugjte.

U: V Ccitateli aj menovateli zlozeného zlomku je zlomok, ktory rozdelime na dva zlomky.
Sleduj ramcek.

sinx — 3coszx sinx 3cosx

sin @ _ sinx sin
2sinz +5cosx  2sinx  Hcosw

sin x Sin x sin x

Pokracuj dalej.

D L

. 2
Z: Sinusy sa vykratia a je cotgx, co je zadané. Za cotgr dosadim cislo —3 a dalej
inx

upravujem ciselny vyraz.

sinx 3cosx

2
_ 1-3-(—=
sing  sina _ 1 —3cotgr ( 3>
2sinx Hcosx 2 + Heot 2
B + beotgx 2_'_5.(_5)

sinx sinx

B 1+2 B 3 B 3 B 9

5 10 6—10  —4 4
3 3 3

Z: Dostali sme to isté.
9
U: je ——.
Je 4
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Priklad 5: Rozhodnite o pravdivosti vyroku: 3x € R : tgx - cotgxr =0

Z
uU:

Uloha :

s tgxr =

: Ak md byt sucin rovny nule, staci aby jeden z vyrazov sa rovnal nule.

: Opét je to jeden z moznych sposobov rieSenia tlohy:

tgr - cotgr = 0 prave vtedy, ak tgr = 0 alebo cotgr = 0.
Vyriesit tieto dve by nemal byt problém.

sin x

= 0 wyndsobim rovnicu vyrazom cosx:
cosx

sinz =0 a to plati pre © = k7, kde k je celé cislo.
os T

= 0 vyndsobim rovnicu vyrazom sinx:
n
57

c
Analogicky cotgx =

cosx =0, ¢o plati pre v = (2k + 1)—, kde k je celé ¢islo.

Viyrok plati, lebo existuje nekonecne vela ¢isel x, pre ktoré plati: tgx - cotgr = 0.

: Zabudol si v8ak, ze funkcie tangens a kotangens nie st definované pre vsetky realne cisla x.

tangens je D(f) = R — {(Zk; -+ 1)%}, kde k je celé ¢islo. Vylucuje

z rieSenia ¢isla, ktoré si dostal pri rovnici cotgx = 0.

Defini¢ny obor funkcie kotangens je D(f) = R — {kr}, kde k je celé ¢islo, a ten vylucuje

vSetky cisla, ktoré si dostal rieSenim rovnice tgz = 0.

To znamend, Ze neexistuje ani jedno realne ¢islo x, pre ktoré by mal platit zadany vztah.

Ano. Odpoved je: vijrok neplati.

Vysledok: vyrok neplati

Rozhodnite o pravdivosti vyroku: Vx;y € R : cotgr = cotgy = v =y
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Priklad 6: Ukdzte, Ze plati vztah: tgx - cotgr = 1 a uréte mnoZinu vsetkych redlnych cisel,

uU:

ctgr = a cotgr =

: Aha! sinx =0 pre © = km a cosx = 0 plati pre x = (2k + 1)

pre ktoré vztah plati.

Ukézat, Ze plati rovnost by nemal byt problém. Stac¢i, ak vyuZije$ definicie funkcii tangens
a kotangens.

sin x cos & 3 sinx cosx

——. Po dosadeni dostanem: - —

cos sin cosx sinx

=1. Vyrazy sinzx a

cosz sa kratia. Dostavam: 1= 1.

: To je pravdivy za istych podmienok.
. Nie vzdy?

: Pri Gpravach si pracoval s funkciami tangens a kotangens, ktoré nie st definované pre

vSetky redlne ¢isla. Inak povedané:
Ak sa pozries na svoje zapisy, pouzil si zlomky. V ich menovateli nesmie byt nula, CiZze
sinz # 0 a cosz # 0. Tieto dve podmienky vlastne vyjadruji podmienky pre urcenie

tangens a kotangens. Ich uréenim vyrieSime druhu cast tlohy.
T

5 kde k je celé cislo.

: Tieto dve vyjadrenia ¢isel, ktoré sme vyluéili sa daja spojit do jedného. Sleduj ¢iselnt os.

—o0

3 _z
=27 —5m -7 o) 0

NS
"
8

NIE
3
ol

T
: Opakuji sa s periodou 5

™
: Vyrok plati pre vsetky redlne ¢isla, okrem celociselnych nasobkov ¢isla 5

Zapisané: r # l{:g, kde k je celé cislo.
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31
Priklad 7: Vypocitajte: thﬂ

uU:

: Viem, Ze tgo =

: VyuzZygem, Ze sinus a kosinus si

: V III. kvadrante plati: sinz <0 a

: Kedze st v tomto kvadrante obe funkcie zdaporné, tak potom sin <7r +

Ak pouzijeme definiciu funkcie tangens, ulohu prevedieme na vypocet
a
sin x

cosx

. 3w
31w S1n _6
: V nasom pripade: tg 5 - 3 Vypocet tychto hodndt by si mal uz zvladnut.
cos ——
6

s najmensou periodou 27. Preto si cislo

31 7
?ﬂ prepisem na tvar 4w + o No a kedze 47 je dvojndsobkom najmensej periddy, tak

ho vylicim. Potom mi staci zistit, do ktorého kvadrantu jednotkovej kruznice patri uhol

%T. Je to 1I1. kvadrant.

1 24 : i
sin 31w sin ﬂ sin (47'(’ + 5 ) sin i sin( + 7'(')
31 7 T
cos % coS @ cos (47? + %) COS % cos(m + 6)

cosz < 0.

T T

— ) =—sin—. A ¢
6> sm6 0

T
isté plati pre kosinus. Hodnoty funkcie sinus aj kosinus pre argument 3 poznam. TakZe

7

ich dosadim a upravim zloZeny zlomok. Dostala som vysledok

. 77 LT 1
sm(7r—i—6)_—smg_ 5 2.1 1
cos(ﬂ—l—g) —COS% _@ 2-v3 V3
2

: Tto hodnotu je potrebné usmernit.

- Co to znamend?

: Odstranit odmocninu z menovatela. Zlomok rozsirit ¢islom /3.

11
V3 V3

_ V3
3

&&
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3
Vsledkom tlohy je &slo g

. 17
Uloha : Vypocitagte: cothﬂ.

177 \/g

Vysledok: COth -




