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Definicia funkcie sinus a kosinus
RNDr. Marian Macko

U: Dnesnt podobu goniometrickym funkciam dal az v 18. storo¢i Leonard Euler. Skiimal ich
hodnoty ako ¢isla, nie ako tisecky, ako sa to robilo dovtedy. Goniometrické funkcie sa totiz
dlho definovali len pre ostré uhly o € (0°; 90°) v pravouhlom trojuholniku ako pomery
dlzok dvoch jeho stran. Dizka tsecky ako vieme je iba kladné reélne &slo.

Euler pripustil pre hodnoty premennjch goniometrickych funkcii ¢isla kladné, ale aj za-
porné. Prostriedkom k tomu mu bola jednotkova kruznica.

Z: Urobime to tak, ako Euler, aj my?

U: Ano. Pamiités sa, ¢o je podstatou pojmu ?

Z: Kazdému redlnemu ¢islu z urcitym sposobom priradi prdave jedno redlne
cislo.

U: Z tohto dévodu sme sa naucili v predchadzajicej téme realnym ¢islam jednoznacne priradit

body na jednotkovej kruznici.

Z: Ale funkcia nepriraduje redinemu ¢islu bod.

U: To m&s pravdu. Redlnemu ¢islu potrebujeme priradit realne ¢islo. Bod M na
mé vSak dve sturadnice M [zr; yar], Co st redlne ¢isla.
Ak redlnemu ¢islu x zndmym spésobom priradime na jednotkovej kruznici bod M, jeho
suradnice predstavujit funkéné hodnoty kosinus a sinus realneho cisla x.

N(

To znamend, Ze funkcia sinus realnemu cislu z priradi hodnotu urcenu y-ovou
saradnicou bodu M a funkcia kosinus realnemu c¢islu x priradi z-ovu stradnicu
bodu M.

U: Presne tak. Aj pre tieto funkcie vsak pouzivame obvyklé zapisy [ : y = sinz, g : y = cos .

Z: Trochu mdm v tom zmdtok. Preco nestaci definovat tieto funkcie iba pre ostré uhly? Kde
potrebujeme napr. sin 2007° ¢

U: Mnohé prirodovedné predmety, ako fyzika a astronémia, potrebuju rozsirit definiény obor
oboch tychto funkcii na mnozinu vsetkych realnych cisel. Tato potrebu uvidis aj v mate-
matickych tlohéch. Preto je definiénym oborom funkcii sinus s kosinus mnozina
vSetkych realnych disel.
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Z: Suuvisi tato definicia zavedenia funkcii sinus a kosinus na jednotkovej kruznici s definiciou
v pravouhlom trojuholniku?

U: Na prvy pohlad sa zdé, Ze sa lisia. Ukdzeme si vSak, ze definicia na jednotkovej
kruznict zodpoveda definicit pre ostry uhol v pravouhlom trojuholniku.
Staci si uvedomit, Ze v jednotkovej kruznici je pravouhly trojuholnik.

Je to trojuholnik OM'M .
: Uré dlzky jeho stran!

C N

N<

DlZky odvesien si urcené suradnicami bodu M. Vyjadrim ich pomocou hodnot funkcii
kosinus a sinus redlneho ¢isla . Prepona OM md diZku jedna, lebo to je polomer a krunica
je jednotkovd. Preto plati
|OM'| = s = cos x,
IMM'| =y = sinz,
|OM| = 1.

U: Dizka oblika JM je realne &slo z € (0; g) ktoré vyjadruje velkost uhla M'OM v
radidnoch. Mézes vyjadrif sin z v pravouhlom trojuholniku OM’M.

Z: Je to pomer ku , CiZe

|M' M| _ Ym

jOM| 1

sinz =

Podla definicie na jednotkovej kruznici je to teda sinus redlneho ¢isla x.

U: Obe definicie vyjadruju ten isty obsah pojmu sinus pre ostry uhol.
Podobne by si to urobil pre funkciu kosinus.

U: KedZe nekonecnému poctu realnych ¢isel v tvare x = xy + 2k7m vzdy priradime ten isty
bod na jednotkovej kruznici, budt sa hodnoty funkcii sinus a kosinus, ktoré st urcené
sturadnicami tohto bodu, pravidelne opakovat.

,

: To znamend, Ze danée st

N<

U: Ma&s pravdu. Aké je najmensia periéda?
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Z: DlZka jednotkovej kruznice, teda cislo 2.
U: To, Ze funkcie sinus a kosinus st periodické s najmensou periodou 27, vyjadruju
vztahy
sin( x+2 kr) =sinx; cos(z+2 km)=cosz.
Tieto vztahy si treba zapamétat.
Z: To ale znamend, Ze na vlastnosti tychto dvoch funkeii sa staci pozriet na intervale (0; 2m).

U: Za¢nime tym, kde st hodnoty sinus, resp. kosinus kladné, a kde zaporné. Staci si
vSimat suradnice bodov jednotkovej kruznice v jednotlivych kvadrantoch.

Z: Kazdy bod na jednotkovej kruznici v 1. kvadrante méa obe stiradnice kladné, teda aj
hodnoty sinus a kosinus su kladné.

U: Body jednotkovej kruznice v I1. kvadrante maji x-ovi suradnicu zaporni, teda kosinus
je zaporny a y-ova suradnicu kladnt, sinus je kladny.

sinx

Z: Dalej je to uz podla jednotkovej krusnice jednoduché.

U: Vsetko sa da vycitat z jednotkovej kruznice, ak poznéas definiciu sinus a kosinus a vies
zobrazovat reélne ¢isla na jednotkova kruznicu.

Z: Musim uznat, Ze obrazok dost napomdha k objaveniu vysledkov.

U: V nasledujicej tabulke mas zhrnuté poznatky o kladnosti, resp. zdpornosti hodnot funkcii
sinus a kosinus.
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sin + + - —
CcoS T + — — +
Z: Vedeli by sme v jednotlivich kvadrantoch urcit aj tychto ?

U: Vo vyznacénych argumentoch ano, pre iné hodnoty ziskame funkcéné hodnoty na kal-
kulacke.

3 , .
Pre z € { 0; g; T, g} dokazes urcit hodnoty aj sam.

Yy
1/ B
C T
-1 0 J=A
-1/ D

Z: Odpovedaji im body A[1; 0]; B[0; 1]; C'[—1; 0]; D [0; —1]; takZe
sin0 = 0; cos0 =1,
T

s
STHQ ; cos2 0,
sinm =0; cosm = —1,
3 3
sin—w =—1; cos—7T =0.
2 2

U: Okrem tychto vyzna¢nych hodn6t argumentu sa dolezité aj hodnoty pre
T T
ve % 52}
6 7 4 7 3 2 v/ Y Ve, 7 ’ ’
sa daji vypocitat vyuzitim rovnostranného a rovnoramenného pravouh-
1ého trojuholnika. Vypodet si mozes pozrief v rieSenych tlohéach.

V nasledujtcej tabulke st uvedené hodnoty funkcit sinus a kosinus vo vyznacéniych
bodoch.

0 s s ™ ™ 3T
v 6 | 4| 3 12| " |5
T 0° ] 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270°
1 | V2] V3
i 0 - | — | — | 1 0 —1
sin x \?_ \%_ 5
2 1
cosz | 1 —3 — — 0 -1 0
2 2 2
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Z: Preco st uvedené hodnoty pre casti pravého uhla iba v I. kvadrante?

U: PretoZe v dalsich kvadrantoch s nimi suvisia. Niekedy sa liSia iba znamienkom. A neplati
) T T T L I
to iba pre 6; Z; 3 ale akukolvek hodnotu argumentu x € (O; 5)
: Ako to teda bude v druhom kvadrante?
: Kazdému bodu M [cos z; sinzx] na obliku v I. kvadrante, zodpovedd bod M' v II.
kvadrante, ktory je s nim osovo simerny podla osi y. V sa prenesie
aj uhol velkosti x. Bude merany od zapornej polosi x k polpriamke OM’. Skus urcit, aka

dlzku bude mat oblik JM'. Je to aj velkost uhla JOM'.

C N

)
\
m
T T
™
-1 0 J x
1

Z: Od cisla m odpocitam x.

U: Ak vieme uréit hodnoty pre z z I. kvadrantu, vieme ur¢it hodnoty sinus a kosinus aj pre
(m—x) z II. kvadrantu. Aky je vzfah medzi siradnicami bodov M a M’, ak si zodpovedajt
v osovej sumernosti podla y?

Z: y-ové stradnice st rovnaké, lebo sa to prendsa na kolmici na y, x-ové by mali mat
opacné znamienka.

U: Tymito stradnicami st urcené hodnoty sinus a kosinus. Plati teda

sin(m — x) = sinx; cos(m — ) = — cos .
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Z: V tretom kvadrante k priamemu uhlu © priddme uhol z?

Y
1
.
i (]
—1 0 J z

M

/ _1
U: Suavisi to teraz so so stredom v zaciatku sdiradnicovej stustavy O.
O je , bod J [1; 0] sa zobrazi do bodu J' [—1; 0] a bod M [cosz; sinx] do

bodu M”. Velkost uhla JOM" je (w + z), tak ako si spomenul. Verim, Ze ani teraz nebude
pre teba problém daf do stvisu suradnice bodov M a M".

Z: Obe siradnice si teraz opaéné ako ma bod v I. kvadrante.
U: V III. kvadrante plati:

sin(m 4+ ) = —sinz;  cos(m + x) = —cosx

U: Zostéva IV. kvadrant. Pre prechod z I. kvadrantu do IV. vyuzijeme opéit ,
ale podla osi x
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Z: Uhly, ktoré sa prenesi budi mat rovnaki velkost, lebo je to . Zmeni sa
1ba znamienko pre y-ovi suradnicu, ¢iZe funkciu sinus.

U: Reélne ¢islo, ktoré odpoveda IV. kvadrantu bude (27 — z), a teda plati:

sin(2r — x) = —sinx; cos(2m — x) = cosw

U: Pacila sa mi tvoja poznamka v tuvode, ze nemoze redlnemu ¢islu priradif bod.
Hodnotami sinus a kosinus st isté realne ¢isla. Ako sa vsak pozeras na zapis sin 30°7

Z: Muyslite tym, Ze ako by sa nemali pouzivat hodnoty v stupiioch?

U: 30° nie je realne ¢islo. Vyjadruje velkost stredového uhla na jednotkovej kruznici, ktort
mozno vyjadrif redlnym ¢islom A radidnoch. Zapis sin 30° musime teda chépat ako

. . . v, ™ . L. “
hodnotu funkcie sinus, ktora je priradena realnemu cislu 6 Tieto zapisy sa vsak
bezne pouzivajl, preto sa im nebudeme vyhybat ani my.

Z: Spomenuli ste stupne a radidny. Ezistuje vzorec na prevod hodnét zo stupriovej miery
na radidnovi?

U: Radidny st jednotkou pre velkost uhla v oblikovej miere. Prechod z jednej miery do
druhej sa d4 zvladnut jednoduchou trojélenkou. Co si uréite pamiitas je, kolko radidnov
predstavuje 360° alebo 180°.

Z: 180° je w radidnov.

U: Plati : ¢im viac stupnov, tym viac radidnov, alebo naopak, ¢im viac radianov
tym viac stupnov.

Z: Vyskisajme na nejakom priklade, napriklad pre 330°.

U: 180° zodpoveda 7 radianom,
330° zodpoveda x radianom.

Daj to do pomeru a vyjadri z.
Z: Pomer bude vyjadreny v tvare
r 330
T 180
U: Pre nezndmu = dostavame
330
r=—- 7
180
Urdite si si vSimol, Ze vwidcésina vyznacéngych hodndt je vyjadrena nasobkom déisla
7. Robime to z toho dévodu, Ze je to iracionélne ¢islo. Museli by sme pracovat iba z jeho
pribliznou hodnotou. Aj néas priklad vedie k takémuto vyjadreniu. Skis dokoncit vypocty!
Z: Po vykrdteni zlomku 30-timi mdm
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Priklad 1:
Urcte, ktoré z cisel —0,4; 3; /10, — 53 a ™ moze byt hodnotou funkcie sinus.
U: S ktorou v zapise funkcie y = sin x stvisia zadané ¢isla?

Z: V texte tlohy je otdzka, ktoré z ¢isel mozZe byt hodnotou, takZe s hodnotou y.
U: Ide o y = f(x). Otazka je, ku ktorému zo zadanych ¢isel existuje aspon
jedno reélne ¢islo x, tak, ze y =sinxz 7

Z: Pomézem si . Funkcia sinus redlnemu ¢islu priraduje y-ovi siuradnicu
bodu na jednotkovej kruznici. Pre y = —0,4 existuji dokonca dva také body.
Y
1
T
T2
A
-1 J =z
04/\ sinz
-1

U: Sa v III. a vo IV. kvadrante a zodpovedd im nekonecne vela redlnych ¢isel z v tvare
r = x1 + 2km, alebo = x5 + 2k7 kde k je celé ¢islo. Takze —0,4 moze byt

sinus.
Z: Analogicky uréim pre ostatné ¢isla. Vyznacil som to na obrdzku.
Y
V10
3
1

Y
]

i

- 5
Z: Hodnotou funkcie sinus mozu byt iba ¢isla © € {—0,4; 8}'
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U: Uloha sa dala vyriesif bez grafického znazoriiovania na jednotkovej kruznici. Pochopil si
ju spravne v tom, ¢i dané ¢isla mozu byt . Pytame sa teda, aky je
funkcie sinus?

Z: Jasné. Je to uzavrety interval (—1; 1) a do tohto intervalu patria iba cisla, ktoré som
predtym uviedol.
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Priklad 2: 5 3
Do ktorého intervalu (0; Z) ; (Z; 7r> o on ; —W; 27 | ; patri x, ak
2 2 2 2
a) sinx < 0 a zdrovern cosx > 0;
b)sinx > 0 a zdrovern cosx = —0,6.
Z: Pomozem si
Y

c

: Uvedom si, v ktorom z danych intervalov mé funkcia sinus zaporné hodnoty.

. V tretom a vo Stvrtom kvadrante.

C N

: Podobne vyries podmienku cosz > 0.

N«

: KedZe funkcia kosinus redlnemu ¢islu x priradi x-ovi siradnicu bodu na jednotkovej kruz-
nict, tak v II. a vo I11. kvadrante.

sinz > 0 Yy sinz >0
cosz <0 1 cosx >0

—1 0 J =z
sinz < 0 -1 sinz <0
cosz <0 cosx >0

U: Obe podmienky maju platif sucasne.

N«

: Vyslednym intervalom preto bude ten, ktory som wviedol pri 1. podmienke a zdroven pri 2.
podmienke. Je to IIl. kvadrant.

U: Vysledkom tulohy je = € <7r; 3;) . Vyrie$ podobne tlohu b).

Z: NemozZem urcit x, kedZe cosx = —0,67
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U: Dalo by sa to, ale pouzitim kalkulacky. Ziskal by si vSak zapornt hodnotu z. Pri geomet-

rickom urceni na
presnostou na stotiny centimetra.

bola by hodnota nepresné, nedokdzeme merat ani s

Navyse tloha je analogickd predchddzajtcej. Staci si uvedomit, ze podmienka cos x = —0,6

znamena cos z < 0.
Z: Potom je to uZ lahké.

Z podmienky sinx > 0 vyplyva, Ze x patri do I. alebo 11. kvadrantu.
Z podmienky cosx < 0 vyplyva, Ze x patri do 11. alebo III. kvadrantu.

sinx > 0 Y sinz >0
cosx < 0 cosx >0
-1 0 J 7
sinz <0 -1 sinz <0
cosz <0 cosx >0
, , . 71_
U: Vysledkom tlohy je = € (5, 7T>.
Uloha : ; 5
T T N T
Do ktorého intervalu <0; 5) ; (5, 7r) ; (7‘(’; 7) ; <7, 277) s patri x, ak

sinx = —0,6 a zdroven cosz = 0,8

Vysledok: x € <377r’ 27?)
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Priklad 3:
Urcte vsetky x € (0; 2m), pre ktoré plati:

sinz = cos .

U: Uloha sa dé riesit ako pomocou funkcie alebo
Zatial nam vsak tieto vedomosti chybaj.

Z: Tak preco mdm riesit takito ulohu?

U: Pretoze k jej vyrieSeniu staci predstava o a suradniciach bodov v ro-
vine. Ty tuto predstavu mas.

Zacni od definicii funkcii sinus a kosinus na jednotkovej kruznici.

Z: Funkcia sinus redlnemu ¢islu x priraduje y-ovi stradnicu o funkcia kosinus z-ovi siradnicu
bodu M jednotkovej kruznice, ktory je priradeny cislu x. KedzZe sa hodnoty funkcii sinus a
kosinus rovnaju, tak sa rovnaju aj suradnice.

U: NaSou tilohou je teda najst na vietky body X [z; y| tak, aby stradnice
pre dany bod boli rovnaké, teda y = x. To je ktorej pomenovanie a
urcite poznas.

Z: Viem, Ze grafom je priamka, ale s pomenovanim mi musite pomoct.

U: Je to Specialny pripad , a to priama tmernost. Nacrtni graf tejto funkcie
do obréazka s jednotkovou kruznicou.

Z: Potrebujem dva body, akx =0, ajy=0. Prex =1 jey = 1.

Y

U: Priamka, ktort si zostrojil sa tiez nazyva osou I. a III. kvadrantu. Jej priesecniky s jed-
notkovou kruznicou st nami hladané body, ktorym priradime reélne ¢islo x.

Z: Body st v I. a v III. kvadrante. KedZe os rozdeluje pravy uhol na polovicu, riesenia si

s o

—; X9 =
4

T = 7

Uloha :
Urcte vsetky x € (0; 2m), pre ktoré plati:

cosx = —sinzx.

i 3T T
Vysledok: ©; = Z; Ty = 1
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Priklad 4:
Urcte vsetky redlne cisla x, pre ktore sucasne plati:
sint =0 a cosz=—1.
U: Vzhladom na sinus a kosinus s najmensou periédou 2, staci vyriesit

obe podmienky pre z € (0; 2m). Vyries najskor sinz = 0 tak, Ze vyuzijes

Yy
1
T
~ Bl /1N A0
-1 0 J
1

Z: Funkcia sinus redlnemu ¢islu @ priradi y-ovi siradnicu bodov na kruznici. Kedse md byt
nula, také body siu dva:
All; 0]; B[—1; 0]. Sd priradené redlnym cislam x1 = 0; x5 = 7.

U: Analogicky vyries podmienku cosx = —1.

Z: Funkcia kosinus redlnemu ¢&islu x priradi z-ovi siradnicu bodov na kruznici. Kedse md
byt —1, taky bod je len jeden C'[—1; 0|. Ten je priradeny redlnemu ¢islu x3 = 7.

Yy
1
v
c[ (N
-1 0 J x
~1

U: Ktoré body jednotkovej kruznice vyhovuji obom podmienkam sticasne?

Z: Bod C je totozny s bodom B. Hladané ¢islo je .

U: Zatial je to tzv. zdkladné riesenie v intervale (0; 2). VSetky redlne ¢isla x vyhovujice obom
podmienkam stcasne vyjadrime pomocou ¢isla 7 pripoc¢itanim celociselnych nasobkov
najmensej periody funkcii sinus a kosinus.

Z: Ulohe teda vyhovuji vietky redlne ¢isla v tvare © = 7 + 2km; kde k je celé ¢islo.
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Uloha :
Urcte vsetky redlne cisla x, pre ktore sucasne plati:

sine =—1 a cosz=1.

Vysledok: x € ().
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Priklad 5:
Madme rozhodnut o pravdivosti vijroku:
Pre vsetky redlne cisla x, y plati: ak sinx = siny, tak v =y.

Z:
uU:

N«

Neviem sa zorientovat vo vyzname symbolov x a y.

Obe premenné st pouzité vo vyzname , Cize . Ako keby si
pouzil x1, .

: Mam teda dokdzat vyrok:

T
Pre vsetky x1; xo z intervalu (O; 5) plati: ak sinxq = sinx,, tak x1 = x-.

: Ano. Vyrok o pravdivosti, ktorého méame rozhodnit sa nazyva implikdcia. Prva cast

vyroku je predpoklad. Uvazujeme, Ze plati. Druha ¢ast je tvrdenie.
Zadany vyrok bude pravdivy, ak tvrdenie je pravdivé. Opit si mozes pomoct jednotkovou
kruznicou.

: Funkcia sinus redlnemu ¢islu x priradi y-ovi suradnicu bodov M jednotkovej kruznice.

Predpoklad sinx = siny znamend, Ze redlnym cislam x a y bol na
priradeny ten isty bod.

: Musia byt tieto ¢isla rovnaké?

. Nie, ved mnozina vsetkych redlnych cisel, ktorym je priradeny ten isty bod jednotkovej

kruznice je nekonecnd.

: Z toho vyplyva, ze moze platit y = = + 2k7; kde k je celé ¢islo. To si vyuzil

sinus.

. Teda vyrok neplati.

: Ano. Na zdévodnenie, Ze virok neplati, sa da vyuzit aj iny argument.

Pouzri sa eSte raz na obrazok. Kolko bodov na jednotkovej kruznici mé tebou zvolent y-ov
sturadnicu?

: Aha! Mohol som vyznacit aj bod v II. kvadrante.
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M

— <

[

U: Aj teraz plati, Ze x # y. Vyuzili sme vlastnost, Ze funkcia sinus nie je v zdkladnom intervale

Vysledkom tlohy je: vyrok neplati.

Uloha :
Rozhodnite o pravdivosti vyroku:

Pre vsetky redlne cisla x, y z intervalu (0; g) plati, ak sinx = siny, tak x = y.

Vysledok: vyrok plati
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Priklad 6:
Vypocitagte:
a) sin 150°,
167
b) sin — .
) 3
U: Podstata tlohy spociva v tom, aby si zistil, do ktorého kvadrantu patri
Potom ho vyjadri§ pomocou zodpovedajicej hodnoty z I. kvadrantu, zohladnis kladnost
reps. zapornost v prislusnom kvadrante.

Z: 150° je viac ako 90° a menej ako 180°, takZe II. kvadrant.

U: 150° prepiseme cez hodnotu zodpovedajicu bodu v I. kvadrante.
Medzna hranica pre prepis v II. kvadrante je 180°.

Yy
1
- _l150° .
180° 30°
-1 0 J T
-1

Z: Dd sa to vyjadrit v tvare
150° = 180° — 30°.
U: Samotné rieSenie zapiSeme v tvare
1
sin 150° = sin (180° — 30°) = sin 30° = 3

lebo v II. kvadrante je hodnota funkcie sinus kladna.

1
Z: V dlohe po b) je % viac ako 2.

U: Ano. Funkcia sinus je vak s najmensou periodou 27. Preto ¢islo % prepiseme
ako sucet dvoch zlomkov. Plati
. 167 127 4mw . 4w
smT = sin (T ?) = sin 3
Z: Hodnotu zlomku 12% = 41 moZeme pre dalsi vypocet zanedbat.

U: D4 sa to takto povedat. Cislo 47 predstavuje dve otacky o plny uhol 27, takze

167w . 127 n 47 AT
in— =sin( — + — | =sin —.
ST TS\ T Ty ) TR
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. 4

Z: Teda sme sa dostali do vychodiskového bodu . Podstatné su 3 cisla .
U: Alebo sa to da povedat tak, Ze sme vyuzili spominant periodickost. Pokracuj dalej.

. 4

Z: Cislo ?ﬁ patri do 111. kvadrantu. Vyjadrim ho ako sucet cisel m a g Viem, Ze sinus je

T
v I1l. kvadrante zaporny a pozndm hodnotu sin 3

Yy . (3m 0w . s LT V3
SiIn — = SsIin { — + — :Sln(ﬂ-l——):—sm—:——
3 3 3 3 3 2

U: Pri prechode z I1I. kvadrantu do I. kvadrantu si spréavne zohladnil znamienko minus. Pozor,
aby si ho nepisal az vo vysledku. Vsetky zapisy musia byt korektné.

Uloha :
Y e 61
Vypocitajte sin (T) .

5
Vysledok: \/7_
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Priklad 7:
Vypocitagte:
a) cos 240°,

b) cos (_130”)

uU:

N«

C N Nk N

N«

c

Podstata tlohy spociva v tom, aby si zistil, do ktorého kvadrantu patri
Potom ho vyjadri§ pomocou zodpovedajicej hodnoty z I. kvadrantu, zohladnis kladnost
reps. zapornost v prislusnom kvadrante.

: 240° je v III. kvadrante, lebo 180° < 240° < 270° .

: 240° prepiseme cez hodnotu zodpovedajicu bodu v I. kvadrante. Medzna hranica pre

prepis v III. kvadrante je 180°.

y
1
| 60°
|
240°
180° AN
—1 } 0 J
|
|
M
/ - ].

: Teda: 240° = 180° + 60°.
: V III. kvadrante je hodnota funkcie kosinus zaporné cislo, ale v absolttnej hodnote

rovnaké ako cos60° v I. kvadrante.

: Preto plati

1
cos 240° = cos(180° 4 60°) = — cos60° = ~5

: Vyrie$ analogicky tlohu po b).

-10
: Clislo < 3 7T) obsahuje otacky v zdpornom smere.

. Ano, funkcia kosinus je s najmensou periédou 27. Argument funkcie kosinus

. . . . o 1
upravime. Kolko otacok v zdpornom smere vyjadruje ¢islo _T?

, 6 4 . . C s
: Iba jednu, lebo cislo —2m sa dad zapisat ako —%. Zostane —?ﬂ, co nie je cela druhd otacka.

: Kolko chyba do druhej celej otacky?

2T

: Treba pridat ¢islo —5

: Co pridame, to budeme musiet ubrat. Hodnotu zadaného argumentu funkcie kosinus ne-

moZeme zmenit.
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Z: Aha! Zacinam chdpat. Vy cheete dokoncit druhi otdcku v zdpornom smere, a potom sa
vrdtit v kladnom smere.

U: Vies, o kolko sa vratime v kladnom smere?

N«

T
: Predsa o cislo 3 lebo to sme pridali do zapornej otacky.

U: Vidim, Ze si pochopil. Doterajsi postup rieSenia mas cely zhrnuty v ramceku.

—107 (—12+2)7 —127r 27 27
CcoS =COST=COS +— ) =cos| —4r + —

3 3 3 3

Z: KedZe c¢islo —4m vyjadruje dve otdcky v zdpornom smere, moZem ho zanedbat.

U: Hovorime tomu, ze sme vyuzili kosinus s najmensou periédou 2.
Pokracuj dale;j.

Z: Cislo % zodpovedd bodu v II. kvadrante, vyjadrim ho pomocou cisla w. Preto plati

COSQ—W_COS S—W—Z _COS< —Z>
3 = 3 3) U7 3)

. 1
Z: V 11. kvadrante je hodnota funkcie kosinus zaporna a hodnota Cosg je 5 Na zdklade

( 7r> T 1
cos(m——)=—cos- =——.
T3 3 2

toho dostavam

Uloha :
o 357
Vypocitajte cos R

5
Vysledok: —g
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Priklad 8:
Vypocitagte hodnoty sinus a kosinus pre 45°.

U

N«

: Pouzijeme goniometrické funkcie v pravouhlom trojuholniku ABC' s pravym uhlom pri
vrchole C, kde naviac jeden ostry uhol je 45°.

: KedZe pozndme dva uhly a sucet velkosti vnitornych uhlov v trojuholniku je 180°, zvysnj

uhol je tiez 45°. Trojuholnik je aj rovnoramenny. Ale nepozndm Ziadnu stranu.

: To je pravda, ale trojuholnik ABC' je rovnoramenny, tak a = b. Naviac je pravouhly.
Vyjadrenie prepony ¢ by nemal byt problém.

: PouZijem Pytagorovu vetu: ¢? = a® + b>.

: KedZe vieme, Ze a = b , za premenni b staci dosadit premennt a

02 = a2—|—a2.

: Mocniny scitam a nakoniec odmocnim. Pre preponu ¢ mdm

¢ =2a.
: Teraz uz mame vyjadrené vsSetky strany pravouhlého trojuholnika. Vyjadri teda hodnoty
goniometrickych funkcii v pravouhlom trojuholniku.
B

C b = Qa A
: Viem, Ze hodnota funkcie sinus ostrého uhla o je dand pomerom a
. Po dosadent ziskam
) a a 1
sina=—-=—=—.
¢ V2a V2
Pre funkciu kosinus to bude analogické. Do pomeru teraz zoberiem k uhlu
Q a preponu
b a 1
cosa = —

¢ V2a V2

1
: Zlomok —= prepis tak, aby neobsahoval odmocninu v menovateli.

V2

: MoZete mi pripomenit, ako to urobit?

. 1
- Roz&iris zlomok — ¢islom /2.

V2
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Z: Aha! Vyndsobim citatela, aj menovatela cislom /2 a mdm

L 1V VB

V2TV2 V2 (VR 2

U: Zaujimavy vysledok. Hodnoty funkcii sinus a kosinus st pre uhol 45 stuptiov rovnakeé.




