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Logaritmicka funkcia
RNDr. Bedata Vavrincikova

U: Jednou z vlastnosti je to, ze je . A jednou z vlastnosti prostych
funkcii je to, ze k nim existuju . Vedel by si na¢rtnit graf funkcie f1, t.j.
inverznej funkcie k exponencidlnej funkcii f : y = 2%7

Z: Myslim, ze by sa to dalo urobit. Pamitdm si totiz, Ze graf funkcie f a graf k nej inverznej
funkcie f=1 su krivky sumerne zdruZené podla priamky y = x.

U: Velmi dobre.

Z: Preto si najprv zostrojim exponencidlnu krivku, ktord je grafom funkcie f : 1y = 2*. Potom
priddm priamku s rovnicou y = x. A podla tejto priamky prenesiem osovo sumerne graf
funkcie f. To, co vzniklo, je graf inverznej funkcie f=1. Celé to vidime na obrdzku.

U: Vyborne. Ziskali sme graf novej funkcie, ktora je charakteristicka prave tym, Ze je inverzna
k exponencialnej funkcii. Nazyva sa logaritmicka funkcia. V nasom pripade logaritmicka
funkcia so zakladom 2, ¢o zapisujeme takto:

fy=log,z.

Z: Ten zdklad je rovny dvom preto, lebo exponencidlna funkcia mala zdklad dva?
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U: Ano, zéklad je ten isty. Vieobecne inverzna funkcia k exponencialnej funkcii

fry=a"
je logaritmicka funkcia
ft:iy=log, .

Pravda, pre zaklad musia platif isté podmienky.

: Ach dno, zdklad exponencidlnej funkcie musi byt c¢islo kladné, ale nesmie to byt jednotka.

Zregme tie ist€ podmienky platia aj pre zaklad logaritmickej funkcie.

: Pravdaze. Este by bolo dobré urcit logaritmickej funkcie.

: Ked sa divam na jej graf tak vidim, Ze cely leZi napravo od osi x-ovej. Preto je logaritmickd

funkcia definovand iba na mnozine kladnych realnych cisel.

U: Mas pravdu. Zdovodnit to mdZzeme aj tym, Ze definiény obor inverznej funkcie je rovny
povodnej funkcie. KedZe exponencidlna funkcia nadobuda len kladné hod-
noty, tak logaritmicka funkcia je potom definovana len pre kladné ¢isla.
Z: Na tito suvislost som si veru nespomenul.
U: Myslim, Ze je nacase sformulovat presni definiciu logaritmickej funkcie.
Logaritmickou funkciou so zakladom a mazyvame funkciu inverzni k expo-
nencialnej funkcii
fry=a",
kde a >0, a # 1. Jej definicny obor je interval (0;00). Zapisujeme ju
ft:y=log, .
Grafom logaritmickej funkcie je logaritmicka krivka.
U: Aby sme mohli porovnavat vlastnosti roznych logaritmickych funkcii, priprav este graf
funkcie
y = log 1T
Z: Postupujem ako pred chvilou. Najprv zostrojim graf funkcie f =y = (%)T Je nim klesajica

exponencidla. Potom priddm priamku s rovnicou y = x. Napokon podla tejto priamky
prenesiem osovo sumerne graf funkcie f. Na nasledujicom obrdzku je vysledok — vznikol
mi graf funkcie f~!:y = log .
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U: Ma4s to dobre. Ak teraz nakreslime do jedného obrazka grafy funkcii y = log, 2 a y = log 1,
urcite objavis jednoducht stuvislost.

Z: Naprv si to nakreslim, tu to je:

y = logy @
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Myslim Ze je to dost jasné — oba grafy su sumerné podla 0si x-ovej.

U: ZovSeobecnime to: grafy funkcii y = log, = a y = log: = st simerné podla z-ovej osi.

Z: Na poslednom obrazku je zaujimavé to, Ze jeden graf predstavuje funkciu a druhy

U: Tento rozdiel je — podobne ako u exponencialnej funkcie — zavisly od zakladu a. Ak pre
zéklad logaritmickej funkcie plati a > 1, potom je funkcia rastica. Ak a € (0; 1), je funkcia
y = log, = klesajica. Monoténnost je zaroven jedina vlastnost, v ktorej sa logaritmické
funkcie odlisuju v zavislosti od zédkladu. Vymenuj dalsie vlastnosti tychto funkcii.

Z: je mnozina vsetkych redalnych cisel. Funkcie nemaju Ziadne , nie st
, nie st . Ale zato su . Vsetky grafy prechadzaji bodom

[1;0].
U: Velmi dobre. Este doplnim, Ze y-ova os predstavuje grafu funkcie. Prehladne

mame v ramceku zhrnuté vsetky vlastnosti logaritmickych funkeii.
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Vlastnosti logaritmickej funkcie y = log, x, a > 0, a # 1:
a>1 0<a<l1
Y Y
4 4
3 3
21 21
11 11
0 0
11 —1
21 -2
-3 -3
—4 —4
1. grafom je logaritmické krivka; 1. grafom je logaritmicka krivka;
2. definiény obor D = (0; 00); 2. definiény obor D = (0; 00);
3. obor hodndét ‘H = R; 3. obor hodndét ‘H = R;
4. nie je parna ani neparna; 4. nie je parna ani neparna;
5. je rastuca; 5. je klesajuca;
6. nema extrémys; 6. nema extrémys;
7. nie je ohranicena; 7. nie je ohranicen4;
8. je prosta; 8. je prosta;
9. f(1) =0; 9. f(1) =0;
10. os y je asymptota grafu. 10. os y je asymptota grafu.
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U: Na zaver sa este pristavme pri tzv. prirodzenej logaritmickej funkcii.

Z: Tuak to bude urcite inverznd funkcia k

kde e je Eulerovo cislo.

U: Ma&s pravdu, pouzivame vSak pri nej trochu iné oznacenie. Namiesto logaritmu so zakladom
e piseme len
y=Inz.
Na poslednom obrazku mame grafy oboch prirodzenych funkcii — exponencialnej y = e* aj
logaritmickej y = In z.

y=Inx

Samostatné oznacenie sa zauzivalo aj pre tzv. so zakladom 10. Vtedy
jednoducho desiatku vynechdme. CiZe namiesto

y =logyg

piSeme
y = logx.
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Priklad 1: Urcte definicny obor funkcii:

N«

fi: y:log(a:Q—x—fi),
1

f?' y_log(x_g)v

f3: y=1—Inz,

/ T
fai y= 10g2§.

: Urcit funkcie znamend urcit podmienky pre nezndmu x. A to tak, aby vsetky

vyrazy, ktoré mame v predpise funkcie, mali zmysel.

: Spravne. Vsetky styri funkcie v zadani obsahuju . Co z toho vyplyva?

: Logaritmus je definovany iba z kladného cisla, preto prvd podmienka bude obmedzovat

funkcie len na kladné hodnoty.

’ logx existuje << x>0 ‘

: Dobre, moze$ to ukézat na prvej funkcii

flzy:log<:172—:1;—6).

: Ako som uZ povedal, zdkladnd podmienka pri logaritmoch je, Ze argument musi byt kladny.

V tomto pripade musi platit
2 —x—6>0.

To je . Pomocou ziskam sucin

(2 +2)(z—3) > 0.

: Predpokladédm, Ze budes pokracovat

: Ano, tymi si ¢isla x = —2 a x = 3. Tie mi rozdelia celd mnoZinu redlnych cisel na tri
intervaly.
: St to (—o0;—2), (—2;3), (3;00). Samotné nulové body do nich nepatria, pretoZe rieSime

ostra nerovnicu.

: VkaZdom z tychto intervalov si vyberiem jedno ¢islo, dosadim do vyrazu (z + 2) (x — 3), aby

som zistil, ¢i nadobudne kladni alebo zaporni hodnotu. Zacnem cislom —3. Po dosadeni
vznikne

(—3+2)(=3—3) = (~1)(—6) = 6.

To je kladné cislo, napisem plus nad interval (—oo; —2). Zopakujem to pre ¢islo nula
z druhého intervalu:
(04+2)(0—3)=2(—3) = —6.

To je zdporné cislo, napiSem minus nad interval (—2;3). Do tretice si z posledného inter-
valu (3; 00) vyberiem ¢islo 5:

(5+2)(5-3)="7-2=14.

To je opdt kladné ¢islo, napisem plus.
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uU:

N«

Dobre, na obrazku to mame zakreslené.

+ - o+
—2 3

. Mnia zaujima td cast, kde vijraz nadobida kladné hodnoty. Preto

x € (—00;—2) U (3;00).

: Mozeme teda napisaf, ze

D(f1) = (—00;=2) U (3;00).

: Pokracujem druhou funkciou

B 1
~log (v —3)°

Opit tu vystupuje logaritmus, preto pisem podmienku pre argument

faiy

z—3>0.

Odtial x > 3, ciZe
x € (3;00).

Hotowvo.

: Tak to veru este nie je vsetko. Ststredil si sa na logaritmicku funkciu a tak tvojej pozornosti

uniklo, ze predpis funkcie je v tvare zlomku.

: Ach, jaj. A kde je zlomok, tam nesmie byt v menovateli nula.

1
— existwje < x#0
x

Musim teda dopisat podmienku
log(x — 3) # 0.
Co s tym?

: Ni¢ zvlastne. Spomen si, Ze grafy vSetkych logaritmickych funkeii prechadzaji bodom [1;0].

Inymi slovami logaritmus jednej je vzdy rovny nule.

: Teda ak ja chcem, aby sa logaritmus nerovnal nule, tak argument sa nesmie rovnat jednej.

Dostanem podmienku
xr—3#1,

odkial
x # 4.

MozZem napisat odpoved

D(f) = (3;.00) — {4}.

: V poriadku, zapisat to mozeme aj takto: D(f2) = (3;4) U (4; 00).
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U: Prejdime k tretej funkcii
fs:y=1—Inx.

Z: Tu niet velmi o ¢om rozmyslat. Prirodzend logaritmickd funkcia
y=Inx
je definovand iba na mnoZine kladnych cisel, preto pisem podmienku x > 0. Teda

D(f3) = (0;00).
U: V poriadku, ostala posledné funkcia

p
Jiiy= '\/108;2 3

Z: Toto uzZ vyzerd trochu zloZitejsie. Zacnem zikladnou podmienkou pre logaritmicki funkciu
— argument must byt kladny. Dostdvam vztah

X
-=>0
3 )

odkial
x > 0.

Lenze vidim tu este druhi odmocninu a td je definovand len z nezapornych cisel.

Vo o existuje & 120

Preto must platit

x
log, — = 0.
0g23_

U: Graf logaritmickej funkcie y = log, = prechddza bodom [1;0]. Zaroven je to rastica funkcia,

.....

Z: Potom must platit

>,
3 =
odkial
x 2 3.
A mdme to,
D(fs) = (3;00).
. 1
Uloha 1: Uréte definicny obor funkcii: gy 1y = —————; g2 1 y = In(3 — 2?);
logs(z — 2)

ggzyzlog%.

Vysledok: D(g1) = (2;00) — {3}; D(g2) = (—V3;V3) ; D(gs) = (—00; —1) U (2; 00)
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Priklad 2: Pomocou grafu funkcie f : y = logx zostrojte grafy funkcii g : y = —logz,
h:y=log(x —1), i:y=|log(x —1)|.

Z: Grafom funkcie
fry=logz

je logaritmickd krivka. Prechddza bodom [1;0] tak, Ze os y je jej asymptotou. Tdto funkcia
je rastica, pretoZe jej zdkladom je cislo 10, co je viac ako 1. Graf je na obrdazku:

Y

y =logx

U: Zacal si bezchybne. Teraz do toho istého obrazka pridaj graf funkcie

g:y=—logux.
Z: Od funkcie [ sa lisi iba znamienkom. To znamend, Ze vsetky hodnoty funkcie g budi opacné
cisla k hodnotam funkcie f. To, ¢o bolo kladné, bude zdporné a naopak. Preto sa cely graf
preklop? podla osi x.

U: Dojde teda k zobrazeniu grafu funkcie f v osovej simernosti podla z-ovej osi. Vysledok je
na obrazku:
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Z: Tretia funkcia md predpis
h:y=log(zx —1).
Nie som si isty, ale myslim, Ze graf by sa mal posunit.

U: Ano, graf funkcie h bude posunuty o jeden dielik doprava v smere osi z-ovej. To preto,
lebo hodnota funkcie h napriklad v bode 3 bude taka ista ako hodnota funkcie f v bode
2. Hodnota funkcie h v bode 5 bude také ist4 ako hodnota funkcie f v bode 4 atd.
Ukézeme si to na priese¢niku s osou x. Uz si povedal, ze pre funkciu f je to bod [1;0]. No
a pre funkciu A je to bod [2;0], pretoze

h(2) =log(2 —1) =log1l = 0.
Teda graf funkcie h ma takyto tvar:

)

Asymptotou grafu funkcie teraz nie je os y, ale priamka x = 1.

Z: Idem na posledni funkciu
iy = |log(z —1)|.

U: Tu mozes vyhodne vyuzit graf funkcie h.

Z: Vyraz log(x — 1) sa nachddza v . To sposobi, Ze td cast grafu funkcie
h, ktord lezi nad osou x sa nezmeni. To preto, lebo absolutna hodnota kladného cisla je to
isté cislo.

U: Zatial uvazujes velmi dobre. Ako to bude so zapornymi hodnotami?

Z: Viem, Ze absolutna hodnota zdporného ¢isla je ¢islo k nemu opacéné. Preto td cast grafu
funkcie h, ktord leZala pod osou x, sa zobrazi nahor v osovej sumernosti podla osi x. Na
dalsom obrdzku je vyznaceny vysledny graf.
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Uloha 2: Pomocou grafu funkcie f :y = log% x zostrojte graf funkcie g 1y = log%(—x).
Vysledok:
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Priklad 3: Zostrojte grafy funkcii f :y=Inz, g:y=1—1Inz, h:y=2Inz, i:y=In|z|.
U: Mame zacat tzv. logaritmickou funkciou
fry=Inzx.

Z: Je to vlastne logaritmickd funkcia so zdkladom e, ¢o je Eulerovo ¢islo. Md hodnotu priblizne
2,71, preto je to rastica funkcia. Jej grafom je logaritmickd krivka.

U: Dva vyznacné body na tejto krivke st [1;0] a [e; 1]. Jej graf je na obrazku.

Y

y=Inz

Z: Ako dalsi v poradi mdm zostrojit graf funkcie
g:y=1—Inzx.

Tak to si rozdelim na dva kroky. Najprv zostrojim graf funkcie y = —Inx. Ten ziskam pre-
klopenim grafu funkcie f osovo simerne podla osi xz-ovej. Tento graf potom este posuniem
nahor o jeden dielok pozdlZ osi y-ovej.

U: Vidim, ze grafov funkcii ovladas velmi dobre. Na nasledujicom obréazku je
zelenou farbou vyznaceny graf funkcie a modrou farbou vysledny graf funkcie
y=1—Inzx.
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Z: Tretia v poradi je funkcia

S tym nebude vela prace. Jej predpis hovori, Ze mdm vsetky hodnoty funkcie y = Inx
20Gcsit na dvojndsobok. Preto sa cely graf dvojndsobne ,natiahne® v smere 0si x-ovej.

U: Velmi dobre. Pre porovnanie méame na obrazku ¢ervenou farbou graf pévodnej logaritmicke;
funkcie y = In z a zelenou farbou graf ,natiahnutej*“ funkcie

Y

y=Inx
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N(

: Ostala mi posledna funkcia

ity =In|z|
: V jej predpise vystupuje absolitna hodnota. Zopakujme si najprv, ¢o to je.
: Oznacujeme ju |x| a funguje to tak, Ze ak je cislo x kladné, tak |x| = x a ak je ¢islo x
zaporné, tak |x| = —x, teda ¢islo opacné.
: Pozabudol si na nulu.

: To je trividlne, absolitna hodnota nuly je nula.

r=20 = x| =z
<0 = |r|=-x

: V poriadku, vratme sa k nasej funkcii. Aky je jej definiény obor?

: Obycajnd logaritmickd funkcia je definovand len pre kladné ¢isla. Tu viak vdaka absolitnej

hodnote méoZeme dosadzovat aj zdporné ¢isla.

: Preto definiénym oborom funkcie i : y = In |z| je mnozina R — {0}.

. Myslim, Ze by sme predpis tejto funkcie mohli rozdelit na dve casti. Pre kladné x je to to

isté ako funkcia y = Inx, ale pre zaporné x je to to isté ako funkcia y = In(—x).

: V rdmceku je uvedeny symbolicky zapis toho, ¢o si povedal.

In |z| = In x; pre x > 0
mE= In(—z); prexz <0

To potom znamend, Ze aj graf sa bude skladat z dvoch casti. Pre x > 0 je to graf funkcie
y=Inz.

: Ten sme uz zostrojovali. Ako podla teba vyzera graf funkcie y = In(—x)?

: Vbode —3 tdto funkcia nadobudne hodnotuln3, v bode —5 hodnotuIn5 atd. Tak si myslim,

Ze graf funkcie y = In(—x) je len osovo sumerne podla osiy zobrazeny graf funkciey = Inz.

: Stthlasim s tebou. Na poslednom obrazku je zostrojeny graf funkcie i : y = In |x|, ktory —

ako si prave vysvetlil — sa sklada z dvoch casti.
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Graf tejto funkcie si mohol zostrojit aj trochu Sikovnejsie, ak by si vyuzil jej parnost.

Uloha 3: Zostrojte grafy funkcii f:y =Inz+2, g:y = In(z 4 2).
Vysledok:

y y=Inx+2
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Priklad 4: DDT (dichlordifenyltrichloretdn), pre cloveka velmi skodliva latka, sa dostava
potravinovym retazcom do mlieka a dalsich potravin. Jej koncentrdcia vo vyske 5-107% %
je v sucasnej dobe este tolerovand, do budiicnosti je viak poZadované znizit ju na 2-107%%.
Pouzivanie DDT je dnes takmer vo vsetkych statoch zakazané. Chemicky rozklad DDT vsak
prebicha len velmi pomaly, poléas rozkladu je zhruba 30 rokov. Za aky cas bude dosiahnutd
poZadovand nizsia koncentracia?

Z: Zaujimavd téma, avsak vobec netusim, ako by sa nieco také dalo pocitat.

U: KedZe v zadani sa hovori o polcase rozkladu, budeme predpokladat, ze DDT sa rozpada
podobne ako radioaktivne latky. Potom pre zavislost hmotnosti m latky od casu t plati
vztah .

m =myg - (0,5)7,

kde mg je zaciatoéna hmotnost latky v ¢ase 0 rokov a T je tzv. pol¢as rozpadu. To je doba,
za ktoru sa pdvodné hmotnost mg zmensi na jednu polovicu. Vedel by si povedat, s akym
typom zavislosti tu pracujeme?

N«

: Musim sa na to este raz pozriet, je tu vela premennijch. CiZe hovorime o zdvislosti hmotnosti
m od casu t. Ale premennd t sa nachddza v exponente mocniny, preto to je

c

: Vyborne. Jej zaklad — ¢islo 0,5 — je mensi ako jedna, takze tato funkcia je klesajuca.

: To je logicke, ak sa DDT uzZ nepouziva, tak jeho mnozZstvo postupne klesd.

c N

: Podme sa pustit do pocitania.

N«

: Zatial mi je jasné, Ze za polcas rozpadu T dosadim 30 rokov. Ale v zadani nie si hmotnosti,
len koncentrdcie.

c

: Spravny postreh. Do vzorca mdzeme dosadit koncentraciu, pretoze ta udava, aka cast
urcitej zakladnej hmotnosti zaberd nasa jedovata latka. Dolezité je, aby sme na oboch
stranéch rovnice pouzili rovnaké fyzikalne jednotky.

N«

: Teda do vzorca )
m=mg-(0,5)T

dosadim za pociatocni hmotnost mgy hodnotu 5-10762
U: Ano. A za vyslednt hmotnost m dosad hodnotu 2 - 10~9.

: Dostanem vztah

N«

2.1076=5.107% . (0,5)% .

Obe strany predelim c¢islom 5 - 1075 a mdm

0,4 = (0,5)% .
Co dalej?
U: Potrebujeme vyjadrif exponent. Pripomenme si, Ze inverznou funkciou k exponencialne;
funkcii je ...

Z: ... funkcia
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U: Pritom plati

x

y=a" < x=log,v,
kde a € RT — {1}.
Z: Aha, takZe podla toho moZem pisat

t

Este prenasobim cislom 30 a mam vysledok v tvare
t - 30 . 10g075 0,4.

To uz je prdaca pre kalkulacku.

U: Skdts to!
Z: Skisam. Oj, tu je nejakd zrada. Neviem natukat logaritmus so zdkladom 0,5.
U: To preto, Ze na kalkulacke mame len dekadicky a prirodzeny logaritmus. Pomd&zeme si

vzorcom, ktory slazi na prevod logaritmu z jedného zékladu na iny:

log, u

log, u = .
log, a

Pritom a,b € RT — {1}, u € R*.
Z: Najluhsie je asi pouzit dekadicky logaritmus, teda b = 10. Potom dostanem

log 0,4
log 0,5’

t=30

odkial pomocou kalkulacky vyjde viysledok

t = 39,66.

U: Teda prirode potrva este takmer 40 rokov, kym sa spaméita z toho, ako sme ju zamorili
DDT.

Uloha 4: Krdtko po wypiti pohdra whisky stipne hladina alkoholu v krvi w osoby na svoju
mazimalnu hodnotu 0,3mg/ml. Potom hladina alkoholu v krvi postupne klesd podla vzorca
0,3 (O,5)t, kde t je c¢as v hodindch po dosiahnuti maximdlnej hodnoty. Ako dlho trva, kym
smie osoba viest auto, ak bezne zistitelnd hranica je 0,08 mg/ml?

Vysledok: priblizne 1,9 hodiny
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Priklad 5: Rozhodnite, ktoré z uvedenych vyrokov si pravdive:
a) logs 5 < logs 8;
b) logy 57 = log 5 8;
c) logs 10 > log: 10;
d) log, 7 < logg, 6.
Vyuzite poznatky o vlastnostiach logaritmickych funkcii.

U: Co si pamiitas o funkcii?

Z: Je definovand trochu zvlastne — ako inverznd funkcia k exponencidlnej funkcii y = a®.

Zapisuje sa v tvare
y = log, x,

kde a € Rt — {1}. Definovand je na mnozine kladnijch redlnych cisel.

U: Vyborne, budeme este potrebovat monoténnost.
Z: Tad zavist od zakladu. Pre a > 1 je logaritmickd funkcia , jej graf je na obrdzku:
Y

41

Pre a € (0;1) je logaritmickd funkcia , mozZeme to vidiet na grafe:
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: Tvojou tlohou je rozhodnut, ¢ platia vyroky v zadani.

. V prvom turdent

logs; 5 < logs 8

pracujem s funkciou y = loggx. Td md zdklad 3, preto je rastica. KedZe 5 < 8, tak aj
logs 5 < logs 8. Prve turdenie plat.

: Vyborne, pokracuj druhym tvrdenim

logy5 7 = log, 5 8.

: Tu pre zmenu pouZijem klesajicu funkciu y = logy 5 x. Plati 7 < 8, preto logy 5 7 > log, 5 8.

Tvrdenie neplati.

: Ide ti to ako po masle. Co povies na treti vyrok

log; 10 > log% 107

. Tu uZ mdm rozne zaklady, nepojde to tak ako doteraz.

: Poradim ti — porovnaj obidve ¢isla s nulou, pomoz si grafmi.

: Funkcia y = logs x je rastica, v ¢isle 10 nadobudne kladni hodnotu. Ale funkcia y = log% x

je klesajuca a v cisle 10 nadobudne zaporni hodnotu. Tak to je jasné, vyrok je pravdivy.

: Ostal posledny vyrok
log, , 7 < logg 4 6.

. To je lahké, to sme tu uz mali. Funkcia y = log, 4z je klesajica. Plati 7T > 6, preto

logy 4 7 < logy 4, 6. Twrdenie je pravdive.




VaFu22-5 | List 21

Uloha 5: Rozhodnite, ktoré z uvedengjch cisel si kladné: a) logy56; b) —logy, 11; ¢) log; 8.
Vysledok: iba c)




