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Linearne lomena funkcia
RNDr. Bedta Vavrincikova

U: Zaoberajme sa dalsim druhom funkcii, konkrétne linearne lomenou funkciou. V jej nézve
je slovi¢ko ,lomena“. Co by si z toho usudil o jej predpise?

Z: NuZ zlomend asi nebude ... Mohol by tam ale byt nejaky zlomok, pretoZe vtedy hovorime
citatel lomené menovatel.

U: Spravne, predpis linedrne lomenej funkcie bude v tvare zlomku. A kedZe v nazve je aj slovo
Hlinedrne“, tak Citatel aj menovatel buda . Preto zapis bude takyto

ar +0b
cr+d

y:

Skiis uviest nejaké priklady.

Z: Povedzme
B 3r+ 7 8¢ —9

b+ 2

U: Dobre. Koeficienty a, b, ¢, d v rovnici funkcie mozu byt Tubovolné reélne ¢isla. Aby sme
vSak dostali naozaj linedrne loment funkciu, nie iba linedrnu, musia spliiaf este aj nejaké
podmienky.

Z: Jednu podmienku by som aj videl. Ak by som dal ¢ = 0, vzniklo by napriklad

3w +7 3ur+7 3 7

YZ"orts 5 5 TE
A to by bola
U: Velmi dobre, ziskali sme prvii podmienku
c#0.
Dalsia situéacia, ktora ndm nevyhovuje, je napriklad predpis
_dx =2
T,
Ten sa totiz da upravit takto )i ,
v= <2:Ux— 1 ! =2

Z: Tym by sme dostali

U: Ano, s podmienkou 2 # 0,5. Aby sme sa takejto situécii s konstantnou funkciou vyhli,
potrebujeme druhti podmienku. Je niou poziadavka, aby

bc # ad.

Z: A to uZ preco?




VaFu20-T | | List 2

U: Ukazme si to — nech plati bc = ad. O koeficiente ¢ sme uz povedali, zZe je nenulovy. MézZeme
nim preto predpis funkcie rozsirit, dostavame

ar+0b  acr+bc
cx+d c(ex+d)

y:

Teraz vyraz bc v citateli nahradime vyrazom ad:

acr + ad

V= clex+d)

V citateli vyberieme a pred zatvorku a kratime:

_a(cz+d) a
Cclex+d)
Z: Takze sme zase dospeli ku konstantnej funkcii.
U: Este sa pozrime na nasej funkcie.
Z: Viyraz v menovateli nesmie byt rovny nule, preto
cr+d#0,

odkial 4
r#E——.
c

Definicny obor tvoria vsetky redlne ¢isla okrem cisla ——.
c

U: Zhrniem vSetko, ¢o sme doposial povedali:
Linearne lomenou funkciou nazgvame kaZdi funkciu dant rovnicou

ar +b

f:y:cx+d;

d
kde a, b, ¢, d € R, ¢ # 0, bc # ad. Jej definicnym oborom je mnozZina R — {—}
c

. Ako vyzerd jej graf?

C N

: Grafom linearne lomenej funkcie je hyperbola.

N«

: Hyperbola? Ako pri ¢
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U: Ano, ibazZe tentokrat bude hyperbola posunutd. Vypl§va to z toho, Ze rovnicu linedrne
lomenej funkcie vieme prepisat do tvaru

Y=Y + :
r — 2o
Ukazme si to na konkrétnej funkcii
: 3r — 5
fry=——5-

N«

: Mdm tento predpis prepisat do vdsho tvaru. Tak to vobec neviem ako.

U: Zacneme tpravou citatela a to tak, Ze v ¢itateli ,vyrobime* nésobok menovatela. Kedze
v Citateli mdme 3z a v menovateli len x, chceme teraz v Citateli ziskat trojnasobok meno-
vatela.

Z: Trojndasobok menovatela je vyraz 3z — 6.

U: A presne ten potrebujeme v Citateli, preto priddme nulu v tvare —6 + 6. Vyzera to takto:
_3r—5 3r—-6+6-5

YT e T T — 2 '

DalSou tupravou dostaneme tvar

3(x—2)+1

y= xr — 2

Zlomok ,rozdelime* na dva zlomky

3 (z—2) N 1
v= x—2 T —2
Napokon ziskame tvar
=34+ —.
Yy +— 5
Z: Stdle tam nevidim hyperbolu.
U: AkoZe nie? Len si spomen na . Vychodiskom je hyperbola
1
y=-.
x

Z: Aha, a td je teraz posunutd o tri dieliky nahor pozdlZ osi y-ovej a potom este o dva dieliky
doprava pozdl% osi x-ovej.

U: Vyborne, celd situacia je znazornena na obrazku:
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C N C

N«

: Pozri sa, ¢o sa stalo so stredom hyperboly, ktory bol pévodne v bode [0; 0].
: Stred hyperboly sa posunul do bodu [2;3].
: Dobre. Este mi povedz nieco o asymptotach grafu funkcie.

: Asymptoty su take priamky, ku ktorym sa graf funkcie priblizuje, ale nikdy sa ich nedotkne.

Pre nepriamu timernost st asymptotami suradnicové osi, ale tu sa to celé posunulo. Preto
asymptotami su teraz priamky v =2 a y = 3.

: Vyborne. Skisme si vSimnaf stuvislosti. Asymptotami st priamky x = xg a y = yo. Daji

sa zistit aj priamo z predpisu funkcie

fry— ar +b
—,
o . o ) 9 d d
: Jednu by som aj videl. KedzZe funkcia nie je definovand pre cislo ——, tak xo = ——. Ale
c c

druhd asymptota . . .

a
: Ta sa da odvodit z toho, ako sme predpis funkcie upravovali. Vyjde yo = —.
c
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U: Na zaver zhrniem postup pri zostrojovani grafu linearne lomenej funkcie:

1. Rovnicu funkcie upravime na tvar y = yo + . Mb6zeme si pomoct vypoctami

T — X9

To=—"5Y% = —-
c c

2. Zostrojime priamky x = g, y = 1o rovnobezné so suradnicovymi osami, ktoré budu
asymptotami nového grafu.

k
3. Zostrojime hyperbolu y = —. Pre & > 0 lezi v I. a III. kvadrante, pre k£ < 0 lezi v IL.
x
a IV. kvadrante.

4. Posunieme hyperbolu tak, aby jej stredom bol bod [z; o).
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Priklad 1: Dana je funkcia f :y =

N«

N C N

c

2z — 3
x—1"

a) Zostrogte jej graf.
b) Urcte jej definicngy obor a obor hodnot.
d) Urcte vsetky hodnoty premennej x, pre ktoré plati f(x) =0, f(x) = -3, f(x) = 2.

: Mdam zostrojit graf funkcie

2x — 3
fiy= r—1"
Ta patri medzi , preto jej grafom bude

: Sthlasim. Najprv treba urcit stradnice stredu hyperboly. K tomu je vhodné upravit predpis

funkcie do tvaru

fry=yo+- :
r — X9

. S tym mi asi budete musiet pomdoct.

: Zacni upravovat predpis funkcie tak, aby si v ¢itateli dostal nasobok menovatela. Kedze v

Citateli je 2z a v menovateli len x, bude to dvojnéasobok.

: Dvojndsobok menovatela je vyraz 2x — 2. Aby mi vznikol v citateli, tak tam odpocitam a

hned pripocitam dvojku:

20 —2+2-3
y="——".
r—1
V dalsom kroku vznikne
20z —1) —1
N r—1

: Ak tento zlomok rozdelime na dva zlomky, mame uz pozadovany tvar

U =9 1
v r—1

: KedZe stred hyperboly md suradnice [xo;yol, tak v tomto pripade to bude bod [1;2].
: Z toho uz hned moze$ urcit asymptoty.

: Ano, si to priamky prechddzajice stredom rovnobezne so suradnicovymi osami. Preto ich

rovnice st =1 ay = 2.

: Mézeme prejst ku grafu. Kedze koeficient k£ ndm vysiel rovny —1, tak za¢neme od hyperboly
1

y=—.
Xz

: Td lezi v II. a IV. kvadrante. Ja uZ ju len posuniem tak, aby mala stred v bode [1;2].

Vysledny graf je na obrdzku:
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N«

: Graf si zvladol vyborne. Nemal by si

mat problém ani s definiénym oborom a oborom

hodnét.
To uZ je teraz lahké, pretoZe mi tu pomozu suradnice stredu hyperboly. Tie totiZ uddvaji
prdve tie hodnoty, ktoré musim vynechat. Preto

D=R-{1}, H=R-{2}.

: 'V dalSej casti mas vypocitat hodnoty funkcie v urcitych bodoch.

: Tu stact do predpisu funkcie dosadit za x dané ¢isla. Dostanem

2.2-3
f(Q)ZﬁZL
o) =20 =3

: Poslednym vypoctom si vlastne nasiel priesecnik grafu funkcie s y-ovou osou. Je nim bod

[0; 3].




VaFu20-1 | | List 8

Z: Nakoniec ma ¢akd poslednd cast — mdm zistit, pre ktoré x nadobida funkcia dané hodnoty.
Zacnem prvou. Ak md platit f(z) = 0, tak moZem napisat, Ze

_2x—3
-1

0

Zlomok sa rovnd nule len vtedy, ak sa citatel rovnd nule, ¢ize musi byt

3
T =_.

2

3
U: Bod 3’ 01, ktory si takto nasiel, predstavuje priesecnik grafu funkcie s osou x-ovou. Mo6zes

pokracovat dalsimi vypoctami.

Z: Postupujem podobne. Podmienku f(x) = —3, moZem napisat ako
2v — 3
-3 = .
z—1

Vyndsobim menovatelom

—3r+3 =2z — 3,
odkial
—Hx = —6.
Vysledok je
L
=

U: Velmi dobre. Ostéava este najst x, pre ktoré plati f(z) = 2.

Z: Chceli ste ma nachytat, ale ja sa neddm. Obor hodnoét tejto funkcie neobsahuje ¢islo 2,
preto neexistuje takée x!
T —95 z+1

Uloha 1: Urcte definicné obory a obory hodnot funkcii f :y=——ag:y= .
z+1 3z —1

Visledok: () = - {1}, }(f) =&~ {1}; Do) = H(o) =R~ {3}
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. . : r+1 L L :
Priklad 2: Dana je funkcia f :y = 3 5" Zostrojte jej graf a popiste jej vlastnosti.
x J—
Z: Mdm zostrojit graf funkcie
/ r+1
TS )
by 3xr — 2
Bude to posunutd hyperbola, pretoZe ide o . Najprv vsak musim

upravit jej predpis, aby som nasiel suradnice stredu.

U: Spravne, pokusime sa predpis funkcie upravit na tvar

Jry=yo+—.
r — X9

Z: Zaciname tym, Ze v Citateli ,vyrobime* ndsobok menovatela. LenZe v ditateli je © a v
menovateli az 3x. Mdm urobit tretinovy ndsobok?

U: Zlomkom sa nevyhneme. Aby sme to vSak velmi neskomplikovali, navrhujem cely zlomok
roz§irit tromi:

3 x+1 1 3x+3

3 3x-2 3 3x-2

Y
Mozes pokracovat.

Z: 'V citateli pridam nulu v tvare —2 + 2, aby mi v nom vznikol ten sty vyraz ako je v
menovateli:

1 3r-2+2+3 1 32—-2+5
3 3r—2 3 3r-2
U: Ostéva uz len druhy zlomok rozdelit na dva a odstranit zatvorku

1, 5 y_1, 5
¥=3 3w—2) 3 9r—¢6

Y

To teda boli upravy!

C N

: Pomohli v8ak k tomu, aby sme vedeli zostrojit graf funkcie.

N(

Z menovatela urcéim podmienku 9x — 6 # 0, odkial x # % Stred hyperboly je v bode

g

Do tohto stredu posunieme hyperbolu y = 93 Td lezi v I. a III. kvadrante, kedze koeficient

.

k ma kladny. Priamky, ku ktorym sa graf priblizuje, teda asymptoty, maji rovnice

2 1
== =—.
37 Y73

U: Hotovy graf je na nasledujiicom obrazku aj s vyznacenymi asymptotami.
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Z: Este popisem vlastnosti tejto funkcie, pomocou grafu to nebude tazké.

je mnozina R — {2}, mnozina R — {%} Funkcia je na intervaloch
(—oo; %) a (%, 003 Dalej mézem povedat, Ze nemd , nie je , mie je ani
ani . Ale zato je
U: Bez chybicky.
20 + 5

Uloha 2: Zostrojte graf funkcie f : y =

4o+ 2
Vysledok:
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Priklad 3: Pre ktoré cisla k je graf danej funkcie castou priamky?
) f kx —7 b) 3r + 2
a) f:y=—— Ly = .
TSV IV~ hr+12

Z: Predpisy tyjchto funkcit vyzeraji ako linedrne lomené funkcie. A tie maji grafy v tvare
hyperboly, tak ako to moze byt cast priamky? Nerozumiem tomu.

U: Ale pointu si vystihol slovami ,vyzeraju ako“. Myslim, Ze bude dobré najprv si zopakovat
definiciu linedrne lomenej funkcie.

Z: Linedrne lomenou funkciou nazyvame kaZdu funkciv dani rovnicou

f 7cm;+b
' 'y_cx+d’

d
kde a, b, ¢, d € R, ¢ # 0, bc # ad. Definovand je na mnoZine R — {——}.

c

U: V tejto definicii si uviedol dve délezité podmienky. Ak by totiz platilo ¢ = 0, vznikla
by . A vieme, Ze jej grafom je priamka. Ak by platilo bc = ad, vznikla
by . Lenze jej defini¢ny obor by neobsahoval jedno realne ¢islo, preto
grafom by bola priamka bez jedného bodu.

Z: Celd tuloha je teda vlastne o podmienkach? To by som mal zvlddnut. Zacnem prvou funkciou

kx — 7

Foy=g 71

Koeficient ¢ md hodnotu 3, teda prvd podmienka je splnend. Ak graf md byt astou priamky,
moze to nastat len vtedy, ak bude platit

bc = ad.
V nasom pripade to znamend
7.3=Fk-14,
odkial 01 5
k=——=——.
14 2
U: Velmi dobre, mozes sa pustit do druhej funkcie
o 3r+2
I = 12

Z: Urobim to iste, podmienku bc = ad zapisem v tvare
2-k=3-12.

Odtial
k = 18.

A je to.
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U: Veru to este nie je koniec. Stustredil si sa na podmienku bc = ad a usla ti podmienka ¢ = 0.
V nasom pripade k& = 0.
Z: Takze grafom funkcie g bude celd priamka, ak k =0, a cast priamky, ak k = 18.

2r — 3

5x + k

Uloha 3: Pre ktoré cisla k je graf funkcie h =y = castou priamky?

1
Vysledok: k = —75
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Priklad 4: Ndjdite predpis linedrne lomenej funkcie, ak viete, Ze jej graf prechddza bodom
[5; 7], ¢islo 4 nepatri do jej definiéného oboru a ¢islo —2 nepatri do jej oboru hodndot.

U: Zopakujme si, akym predpisom je dana linearne lomenéa funkcia.

Z: Je to predpis v tvare
ar + b

cx +d’
pricom vsetky koeficienty si redlne ¢isla. NavySe must platit ¢ # 0, be # ad.

y:

U: Takyto predpis linedrne lomenej funkcie sa vSak vzdy da upavit na tvar

k

T — T

Yy =1Yo+

Tento tvar je pre nas vyhodnejsi. Jednak sa v nom vyskytuje menej neznamych koeficien-
tov, jednak vidime suvislost s definiénym oborom a oborom hodnot.

Z: Ano, pretoze plati
D:R—{mo}, H:R—{yo}

O nasej funkcii vieme, Ze ¢islo 4 nepatri do jej definicného oboru, teda xo = 4. Dalej ¢islo
—2 nepatri do jej oboru hodnét, preto yo = —2. Predpis funkcie je zatial v tvare

k
= -2 .
Y +ZL‘—4

U: Chyba nam uz len koeficient k.

Z: Ten ziskam dosadenim siuradnic daného bodu [5;—7] do predpisu funkcie. Dostdvam

k
—7=-24+_—--:
* 5—4
Odtial
k= —b5.
Nasa funkcia md predpis
v x—4
U: Pripadne ju po jednoduchej iiprave mdZzeme zapisat aj takto:
2z +3
YT T

Uloha 4: Najdite predpis linedrne lomenej funkcie, ak viete, Ze jej graf prechddza bodom
[1; —%} , ¢islo —% nepatri do jej definicného oboru a cislo % nepatri do jej oboru hodnot.

x—17

3r+1

Vysledok: y =
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Priklad 5: Zostrojte grafy funkcii f : y = Tt ag:y= ] + :
r—3 |z + 3|
Z: Predpis funkcie
Fry= r+1
U A
je cely v . Preto najprv zostrojim graf funkcie bez absolutnej hodnoty,
r+1
teda f1 :y = .
r—3
U: Ku ktorému typu funkcii by si ju zaradil?
Z: Je to , preto jej grafom je hyperbola. Na ndjdenie jej stredu pou-
Zijem upravy predpisu funkcie, ktoré su v ramceku.
r+1 x-3+3+1 z-3+4 4
r—3 r—3 z—3 x—3

U: Vdaka nim si ziskal predpis funkcie f; v tvare

y=1+

r—3
Co dalej?

Z: 7 tohto zdpisu viem zistit, Ze asymptoty grafu funkcie su priamky v = 3 a y = 1. Stred
hyperboly je v bode [3;1].

U: Vedel by si urcit priese¢niky grafu funkcie so stiradnicovymi osami?

Z: PravdaZe. Priesecnik s osou y sa hladd lahko, staci do predpisu funkcie dosadit za x nulu.

0+1 1
Dostanem y = o -3 Priesecnik je bod

0-3
Y[O;—l}.
3

Este priesecnik s osou x. Ten najdem tak, Ze v predpise funkcie dosadim nulu za y. Vznikne

r+1 , ) ) , .
rovnica 0 = 3 odkial v = —1. Cize priesecnik s osou = je bod

'T —
X [-1;0].
U: Velmi dobre, myslim Ze uz mdzes zostrojit graf.

Z: Je na nasledujicom obrdzku.
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U: Co s tym spravi absolttna hodnota?

Z: Viem, Ze graf funkcie y = |fi1(x)| sa bude lisit len v tej casti, kde graf funkcie fy lezi pod
osou x. A to tak, Ze sa tdto cast grafu zobrazi osovo sumerne podla osi x nahor. Zvysnd
cast grafu ostane nezmenend.

U: Sikovne si vyuzil jednu z , vysledok je na obrazku:
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N«

S druhou funkciou

o x[+3
g ]

to uz bude zloZitejsie, pretoZe tu vystupuji dve absolutne hodnoty. Zrejme si musim riesenie
rozdelit na viac krokov.

: Presne tak. Nulové body vyrazov v absolttnych hodnotach st 0 a —3. Preto navrhujem

tlohu riesit zvlast na tychto intervaloch:

(=005 =3), (=3;0), (0;00).

: Chvilu som nechdpal, preco ste vynechali ¢islo —3, ale uz mi to doslo. V menovateli nesmie

byt nula, preto x # —3. Tak sa pustim do prvého intervalu. Ak
x € (—o0; —3),

tak vyrazy v oboch absolitnych hodnotdch si zdporné. Preto na tomto intervale plati |x| =
= —x al|r+3| = —x—3. Vramceku si zapisané dpravy, pomocou ktorych som predpis
funkcie upravil na tvar

6
x+3

SJiiy=1-

—a:+3_—:c—3+3+3_—3:—3+6_1 6

Y=, 3 .3 -3 143

: Vdaka tomu vieme zostrojif graf funkcie f; — je to hyperbola, ktora sa z povodnej polohy

v II. a IV. kvadrante posunula tak, aby jej stred bol v bode [—3;1]. Jej graf méame na
obrazku:
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Z: Podobny postup zvolim aj v druhom intervale. Ak
z € (—3;0),

tak na tomto intervale plati |x| = —x a |v+ 3| = x + 3. Tieto vyjadrenia dosadim do
predpisu funkcie a upravujem. Upravy si opit zapisané v rdmceku.

_—x+3_—x—3—|—3+3_—x—3+6__1+ 6
Y= r3 ~ r+3 - 43 r+3

U: Tym si ziskal predpis funkcie v tvare

6
gty =—1 .
f2iy +:)(;Jr?)

Jej grafom je tiez hyperbola. M4 stred v bode [—3; —1] a povodne lezala v 1. a III. kvad-
rante. Jej graf je na dalSom obrazku.

Z: Ostal mi treti interval. Ak
z € (0; 00),

tak na tomto intervale plati |x| =z a |x + 3| = x + 3. Potom vSak predpis funkcie mozem

zjednodusit takto:
T+ 3

=1

T+ 3

To je ale konstantnd funkcia, jej grafom je priamka rovnobeznd s osou x.
U: Teraz uz len spojit do jedného grafu vsetky tri ¢asti.

31y =
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Z: Cervenou farbou vyznacim na intervale (—oo; —3) cast grafu funkcie fi. Na intervale
(—3;0) wvyznacim cast grafu funkcie fo. Napokon na intervale (0;00) vyznacim cast grafu
funkcie f3, ¢o bude polpriamka. A mam to, na obrazku je vysledny graf funkcie f:

| y
\
\
\ 6+
\
\
\ 44
\
\
‘ 1 _ x|+3
77777777777777 L7772 Y= |z+3|
\
10 -8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 =z
¢ : , 2]z| -3
Uloha 5: Zostrojte graf funkcie f :y = H—l
x —
Vysledok:
Iyt |l
| |
6+ |l
| |
| |
| |
| |
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘,24,,,‘,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
‘ ‘ . — 2|x|—3
| | Y= a1
~10 -8 -6 -4 -2\lo] I/2 4 6 8 10 =«
| |
+27 |
| |
| |
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20 — 1
Priklad 6: Ndjdite rovnicu inverznej funkcie k funkcii f :y = T Zostrojte grafy oboch
funkcii.
U: M4as najst rovnicu funkcie k danej funkcii. Avsak nie ku kazdej funkcii musi

existovat inverzna. Pamétas si preco?
Z: Inverzni funkciu mozno ndjst len ku funkciam. A linedrne lomené funkcie s
vietky prosté, preto by s tym nemal byt problém. Predpis inverznej funkcie budem hladat

tak, Ze z predpisu funkcie
2 — 1
fry=

vyjadrim x pomocou y. Najprv odstranim zlomok

z—1

yr —y =2x —1

a upravim na tvar
yr —2xr =1y — 1.
Vyberiem x pred zdtvorku
a(y—2)=y—1
a zdtvorkou predelim
y—1
r=—.
y—2
U: Velmi dobre. V dalSom kroku stac¢i zamenit oznacenie premennych x a y a ziskame rovnicu

inverznej funkcie
r—1

x—2

[y =

Z: Este mdm zostrojit grafy oboch funkcii. Zacénem funkciou f, jej predpis najprv upravim
takto:

2r—2+2-1 20 —2+1 1
e e = —|—
r—1 z—1 T —

[y

1
Odtial vidim, Ze grafom funkcie [ je hyperbola y = — posunutd tak, aby jej asymptoty boli
x
priamky a
U: Velmi dobre. Ako ziska$ graf inverznej funkcie?

Z: Podobne. Zacnem upravami predpisu funkcie

. T-242-1 z-2+1 1
f :y: = = +
r—2 r—2 T —

Graf tejto funkcie opit vychddza z hyperboly y = 1 Teraz je vsak posunutd tak, aby jej
asymptoty boli priamky a ’

U: Obidva grafy st na nasledujicom obrazku. Ja k tomu dodam, ze graf inverznej funkcie
sme mohli n4jst aj inak. Plati totiZ, Ze grafy funkcii f a f~! st simerné podla priamky s
rovnicou y = z. Naznacil som ju aj v obrazku.
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Uloha 6: Najdite rovnicu inverznej funkcie k funkcii f : y

)
z—3

Vysledok: f~!:y =




