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Grafické riesenie ststav linearnych rovnic a nerovnic
RNDr. Beata Vavrincikova

U: Poznas nejaké metddy na riesenie ?

Z: PravdaZe, najcastejsie pouzivam dosadzovaciu metodu, ale niekedy aj scitovaciu.

U: Dobre, dnes si povieme o dalsej metdde, ktori mozeme pouZzit na vyrieSenie sustavy dvoch
linearnych rovnic s dvoma neznamymi, a to o grafickej metdde.

Z: 7 toho usudzujem, Ze asi budeme kreslit nejaké grafy. To aby som isiel pohladat pravitko. . .

U: Usudzujes spravne, pravitko sa ti naozaj zide. Podme na to. Uvazujme o ststave dvoch
linearnych rovnic s dvoma nezndmymi, ktortt mozeme v zakladnom tvare zapisat napriklad
takto:

ar + by =

as® + by = ca,
pricom ay, by, ¢1, as, by, co s redlne koeficienty. Z kazdej z tychto rovnic vyjadri y.

Z: Ak to urobim v prvej rovnici, dostanem vyjadrenie

aq C1
= ——z+—.
YT
Z druhej rovnice dostanem
_ @ o
YTy

U: Nepripomina to to nieco?

Z: Ale ano, vyzerd to ako rovnica

U: Presne tak. Zistili sme teda, Ze jednoduchymi ekvivalentnymi tipravami dokazeme ststavu
dvoch linearnych rovnic s dvoma nezndmymi prepisat do tvaru sistavy dvoch linearnych

funkcii.
U: A moZeme prejst ku , pretoze vieme, Ze. ..
Z: ... grafom linedrnej funkcie je priamka.

U: Pre tplnost dodam, Ze graficky vieme zndzornit aj rovnice s jednou nezndmou. Tie by nam
mohli vzniknut, ak by v nasej ststave boli niektoré koeficienty nulové. Najprv sa pozrime
na pripad rovnice

Yy =c.
Z: To je rovnica . Jej grafom je priamka rovnobeind s osou x.
U: Vyborne! Prejdime na rovnicu typu

x=c.

Z: Vsetky body, ktoré maji rovnaki x-ovi suradnicu leZia na priamke rovnobeznej s osou y.
LenZe td nepredstavuje graf funkcie!
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U: Mas pravdu, takato priamka nie je grafom ziadnej funkcie. Vieme ju vSak zostrojit a to
nam staci. Vrafme sa teda naspit k tomu, Ze graficky hladdme rieSenie ststavy dvoch
linedrnych rovnic.

Z: Uz sme povedali, Ze kaZdej rovnici vieme priradit priamku, teda na obrdzku ndm vznikni
dve priamky. Aha, myslim, Ze viem, ¢o bude nasledovat — jednoducho sa pozrieme, kde sa
tie dve priamky pretali a budeme mat vysledok!

U: Podstatu si celkom dobre vystihol, vyskisajme to najprv na jednom konkrétnom priklade
a potom sa este vratime k niektorym detailom.

U: Graficky ries ststavu linedrnych rovnic v R?, teda v kartezidnskom stéine R x R:
r+y=4

20 —y = 5.

Z: Dobre, tak zacnem prvou rovnicou, prepisem si ju do tvaru linedrnej funkcie
y=—x+4

a kedZe viem, Ze jej grafom je priamka, staci mi na jej zostrojenie poznat dva body. Pri-

pravim si ich do tabulky:
|04
yl4]0

U: Vidim, ze si si Sikovne zvolil priesecniky s osami.

Z: Podobne to bude aj s druhou rovnicou, kde

Yy =2x — 5.
Aj tu si pripravim dva body

x| 0 25

¥yl —5] 0

U: Mo6zes do jedného obrazka nakreslit oba grafy a vznikne toto:
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y=—-x+4

N«

N(

N«

: Priesecnik je jasny — je to bod P [3;1].

: Je to bod, ktory lezi na oboch grafoch, teda jeho stradnice vyhovuji obom danym rovni-

ciam. Pre istotu by sme vSak mali urobit skiisku spravnosti.

: Skusku? A naco?

: Nepouzivali sme len ekvivalentné tipravy, ale sme aj kreslili. Co ked v skuto¢nosti nie je

rieSenim [3; 1], ale [2,9;1,05]7

To sa mi nepdaci, naco mi je potom takd metoda?

: Uznavam, ze grafickd metéda ma isté obmedzenia, niekedy vSak moze dobre posluzit,

napriklad pri rieseni linedrnych optimaliza¢nych tloh. Takze sa nedurdi a urob radsej tu
skusku.

: No dobre, tak ju urobim zvldst pre pravi a lavi stranu kazdej z rovnic:

Ly=21—-y=2-3—-1=6-1=5 Py=5 Ly=P,

No wvidite, predsa som mal pravdu, je to riesenie.

: Ano, a kedZe nasou tlohou bolo riesif sistavu dvoch rovnic s dvoma nezndmymi, visledok

zapiseme takto:

K={331}
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U: V predchéadzajucej tlohe sme sa stretli so situdciou, ked grafmi prislusnych linearnych
funkcii boli dve réznobezné priamky, ktoré mali jeden spolo¢ny bod. Skis sa teraz zamysliet
nad tym, aké dalSie moZznosti by mohli nastat.

N«

: Mohlo by sa stat, Ze by ndm wvysli dve rovnobezky, tie nemaji spolocny bod, teda to by
znamenalo, Ze sustava rovnic nemd riesenie.

U: Stihlasim, a este?

N«

. Este? Roznobezky boli, rovnobezky tiez. . .

c

: Presnejsie by sme mohli povedaf, Ze dve rozne rovnobezky, pretoze trefou moznostou je
situdcia, ked obe priamky splyni, st totozné.

: No to je dost éudnd situdcia, ved to ako keby som mal len jednu priamku.

C N

: Nezabudni vsak, ze v skutocnosti riesis stistavu dvoch linearnych rovnic.

N«

: Aha, takZe potom ma sistava nekonecne vela riesend, pretoZe kazdy bod, ktory leZi na tejto
»zdvojenes” priamke predstavuje riesenie.

c

: Presne tak, mdZeme teda nase ivahy zhrnut takto:

Ststava dvoch linearnych rovnic s dvoma nezndmymi ma

e jediné rieSenie prave vtedy, ak grafy prislusnych linedrnych funkcii st réznobezné
priamky

e nekonecne vela rieseni prave vtedy, ak grafy prislusnych linedrnych funkcii st to-
tozné priamky

e nema riesenie prave vtedy, ak grafy prislusnych linearnych funkcii st rozne rovno-
bezky

U: Graficky vieme zndzornif aj rieSenie linedrnej nerovnice s dvoma neznamymi. Nech je dana
jedna z nerovnic

y<fz), y>flx), y=[flz), yzflo)
kde f je linedrna funkcia.
Ukazeme si to na priklade nerovnice

y < 2x+ 3.

Najprv zostrojime graf funkcie y = f(x). Mo6zZe§ to urobit.

Z: Cize mdm zostrojit graf funkcie y = 2x + 3. To je lahké, grafom je priamka prachddzajica
bodmi [0;3] a [1;5]. Tu je obrazok:
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y=2x+3

U: Teraz néjdi niekolko rieSeni nasSej nerovnice. Teda niekolko bodov, ktorych suradnice
spliiaji podmienku y < 2z + 3.

Z: Napriklad body [5;0], [1;0], [1;1]... Myslim, Ze si to body, ktoré lezia pod nasou priamkou.
Lebo napriklad bod [—2; 3], ktory lezi nad priamkou, ndm uZ nevyhovuge.

U: Mas pravdu. Graf funkcie y = f(x) rozdelil rovinu na dve polroviny. Jedna z nich obsahuje
vSetky usporiadané dvojice, ktoré su korenmi nerovnice.

N«

. Ako zistime, ktord z polrovin to bude?

c

: Dosadime jeden konkrétny bod, ktory nelezi na grafe funkcie, do nerovnice. Vyhodné je
napriklad dosadzovat bod [0; 0].

: Skusim to. Dosadim bod [0;0] do mojej nerovnice y < 2x + 3 a dostanem 0 < 3. To plati.

C N

: Teda riesenim je ta polrovina, z ktorej si vybral bod.

N«

. A keby som dostal nepravdivy vyrok, riesenim by bola druhd polrovina?

c

: Presne tak. Este doplnim, Ze v pripade ostrych nerovnic typu

y < f(z), y>f(z)

hrani¢na priamka y = f(z) nepatri do oboru pravdivosti nerovnice. Preto ju vyznacime
¢iarkovanou ciarou. V pripade neostrych nerovnic typu

y = flz), y=flo)

je grafickym znézornenim rieSenia polrovina aj s hrani¢nou priamkou.

Z: Dokoncim teda moju ulohu — hranicna priamka je vyznacend ciarkovanou ¢iarou.
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U: Na nasledujucom obrazku je zltou farbou vyznacend mnozina vsetkych usporiadanych
dvojic, ktoré sit korenmi nerovnice y < 2x + 3.

/ .
y<2zr+3
/Y

U: Teraz, ked uz vie$ graficky znazornit rieSenie jednej linedrnej nerovnice s dvoma nezna-
mymi, hravo zvladnes aj sustavu takychto nerovnic.

Z: Samozrejme. Najprv do jedného obrdzka zostrojim grafické znazornenie riesent jednotlivych
nerovnic. To si isté polroviny. A potom si wvedomim, Ze hladdm body, ktoré vyhovuji
kaZdej z nerovnic, teda vyznacim prienik vsetkych polrovin.

U: Vyborne.
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Priklad 1: Graficky rieste v R? sistavy rovnic:
a)x+2y = 7 b)2x —4y = 8 ¢)3xr+y = 6

dor+4y = 11 —r+4+2y = 4 x—l—% = 2.
Z: Zacnem prvou sustavou
r+2y="7
or + 4y = 11.

Nagprv z prvej rovnice vyjadrim y, dostanem
1 N 7
= ——X —_
Y 5 %

co predstavuge linedrnu funkciu. Preto viem, Ze jej grafom je priamka a na jej urcenie mi
stacia dva body, napriklad takéto:

x| 0|1
vllzl3
To isté spravim s druhou rovnicou, teda najprv vyjadrim y takto:
5 n 11
= ——2X —_—
YT

a potom k tomu ndjdem dva body. Nechcem tam velmi mat Sturtiny, tak skiusim
... napriklad takto:
x| —1
yll 4

U: Celkom dobre ti to vyslo, mozes zostrojit grafy.

N | =

Z: Tu st a vidno z toho, %e sa obe priamky pretli v bode P [—1;4].
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: Nezabudni vSak na skusku spravnosti.

: Cize dosadim do povodngjch rovnic za x ¢islo —1 a za y cislo 4:
E1:$+2y:—1+24:—1+8:77 P1:7, E1:P1

Ly=5x+4+4y=5-(-1)+4-4=-5+16=11, Py=11, L,= P,

U: TakZe mdZeme napisat
K =A{[-14]}.
Z: Mézem prejst na druhid sistavu
20 —4y =8
—x 4+ 2y = 4.

U

Takisto najprv z prvej rovnice vyjadrim y, dostanem

1
=z -2
y=5

a k tomu si pripravim do tabulky dva body leziace na grafe ziskanej funkcie:

z| 0 | 2
yll —21]—1

: Zrejme to isté zopakujes s druhou rovnicou.
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Z: Samozreyme, dostanem

y=-x+2
a do tabulky si dam takéto hodnoty:
012
213

T
Y

U: A tu je obrazok so zostrojenymi grafmi:

g/:%a7+2

y:%:L’—2

Z: Ved si to rovnobezky, teda tdto sistava nemd riesenie!
uU:

Ano, symbolicky zapiSeme

K= 0.
To, Ze ststava nebude mat rieSenie si si mohol uvedomit uz skor — z rovnic linedrnych
funkcii 1
=—xr—2
Y72
= +2
=—x
Y79

predsa vidno, Ze ich grafy buda rovnobezky. Vies preco?

Z: Ked ste ich napisali takto pod seba, uz to vidim aj ja — koeficienty pri x si v oboch

rovniciach rovnaké, preto magu priamky rovnaky sklon.

U: Ja pre uplnost dodam, Ze absolitne koeficienty, ¢ize ¢isla 2 a —2 v rovniciach tychto funkcii

st rozne, preto grafy budu rdzne rovnobezky.
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Z: Tak uZ mi ostala len posledna siustava rovnic:

dr+y=2©6
Yy

r+ = =2

T3

Zopakujem predchadzajici postup — z prvej rovnice vyjadrim
y = —3x + 6.
Grafom tejto funkcie je priamka a k tomu si pripravim jej priesecniky s osami:
x| 0]2
y|6]0
No a este druhi rovnicu vyndsobim tromi a potom vyjadrim y:
y = —3x +6.

No moment, dostal som taku istu funkciu!
U: Co z toho vyplyva?

: Z toho vyplyva, Ze grafy nemusim kreslit, lebo to budi dve totoiné priamky.

N(

U: Ja som to predsa len pre istotu nakreslil, vyzera to takto:

i

Ako to bude s rieseniami nasej sustavy?

Z: Bude ich mat nekonecéne vela.
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c

: Takze zapiseme

K=R??
. Ano.
: Nie.

C N

N«

. Preco zase?

c

: Porozmyslaj — podla teba vyhovuje kazd4 usporiadand dvojica redlnych éisel. Teda aj [0; 0]
alebo [4;5]? Pozri sa na graf.

Z: Nesedi to. Ale aj tak je predsa nekonecne vela rieseni!

U: To som nepoprel. Ide len o to, ako Sikovne zapisat, Ze ndm vyhovuju iba tie usporiadané
dvojice, ktorych obrazy lezia na nasej priamke.

Z: Tak to neviem, ako to zapisat.

U: Jednoducho, z-ové stradnica sa moze menit Tubovolne, ale kazdému x odpoveda jediné y
podla vztahu, ktory si sdm nasiel:

y = —3x +6.
Preto vysledok zapiseme takto:

K ={[z; -3z +6],z € R}.

{5l ren)

Ten vystihuje situaciu, ak y-ovi stradnicu Tubovolne menime, ale kazdému y odpoveda
6—-y
7

Pripadne pouzijeme zapis

jediné x podla vztahu x =

Uloha 1: Graficky rieste v R? sustavy rovnic:

2 Y 3z 1
Zy+2 = 0 b)2y—3 = LA
a)x+3y—|— )1y x 0)2 8+4
dr—2y = 12 §$—y =1 dy = 3z + 2.

Vysledok: a) {1;—%}, b0, o {[w 3:5: 2] o ER}
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Priklad 2: Rieste graficky v R? sustavu rovnic:
(z+3)(y—1)=(@-1)(y+2)
(z=2)(y+4) =(z+7)(y—2).
Z: Asi niet inej pomoci, ne to zacat upravovat. Takze najprv rozndsobim zdtvorky a dostanem:
ry—r+3y—3 = ay+2r—y—2
xy+4r —2y—8 = zy—2x+Ty— 14.

U: Vyrazy na oboch stranach sice nie st linearne, ale prave nelinearny ¢len ry mézeme od

oboch stran od¢itat.
Z: Aj ostatné cleny mozem z pravej strany odéitat. Dostanem

—3r+4y—1 = 0
6z — 9y + 6
a tu druhi rovnicu este predelim tromi, aby som mal mensie cisla. Teda

—3r+4y—1 = 0
20 -3y+2 = 0.

U: A to uz je celkom peknéa stistava dvoch linedrnych rovnic, ktort mame riesit graficky.

Z: Najprv z oboch rovnic vyjadrim y:

3 .1
YTaTT
2 2
y:§x+§.

Tym som ziskal vyjadrenia linedrnych funkcii. Ich grafy su priamky, pripravim si po dva
body, ktoré nanesiem do grafu:

z| 01
y%l y| 0 ]2

Mozem to hned nakreslit, tu je vysledok:
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U: Dobre, teda podla teba je rieSenim. . .

Z: ... usporiadand dvojica [5;4]. Ale pre istotu to overim skiskou, predsa len na tom grafe to
nie je azZ také jednoznacne.
U: Stihlasim.

Z: Takze dosadzujem do rovnic v zadani za x ¢islo 5 a za y Cislo 4:
Li=(B+3)(4-1)=8-3=24
Pi=0b5-1)4+2)=4-6=24

E1:P1
Ly=(5-2)(4+4)=3-8=24
Po=0b5+74-2)=12-2=24
EQZPQ
Vyslo to!

U: Vyborne, mozeme teda zapisat, Ze

K= {[5:4]}.
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Uloha 2: Rieste graficky v R? sistavu rovnic:

r—1 y+2
2 3
r—y—15 = 5——

Vysledok: K — { [x; 5 5 13] € R}
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Priklad 3: Spotrebitel chce kupit vicsie mnoZstvo istého druhu tovaru, najviac vsak 70 kg.
Mda dve mozZnosti nakupu:

1. Tovar kiupi v predajni v bezprostrednej blizkosti svogho bydliska, kde za 1kg zaplati
2,20e.

2. Zajde svojim autom k vyrobcouvi, u ktorého 1 kg tohto tovaru stoji iba 1,90 € . Musi vsak
navyse zaplatit za benzin — dopredu si spocital, Ze to bude 11,50 € .

Pri akom mnoZstve tovaru bude pre spotrebitela financne vyhodnejsie nakupit tovar priamo u
vjrobcu? (Nepocitame stratu casu ani amortizdciu auta.) Ulohu rieste graficky aj vypoc-
tom.

Z: Celkom zaujimavd tuloha, tipoval by som, Ze je vghodnejsie ist tam, kde je to lacnejsie,
nagmd pri vicsom nakupe.

U: Znie to logicky, otazne je vSak préave to, kedy to za¢ne byt vyhodnejsie.

Z: Tak sa do toho pustme. Najprv si zavediem oznacenie — kedZe zaplatend suma zdvisi od

mnozstva kupeného tovaru, urobim to takto:

x ... mnoZstvo tovaru v kilogramoch
y ... celkové naklady v eurdch

Teraz este ndjst zdvislost. Zacnem tym jednoduchsim pripadom, ak by sa tovar nakupoval
v predajni. Tam sa za 1 kilo zaplati 2,20 € , teda za x kilogramov to bude 2,2x.

U: Ano, dostdvame teda rovnicu prvej funkcie
fl Y = 212:1;7

¢o je rovnica priamej timernosti. Ako bude vyzerat jej graf?

Z: Grafom priamej umernosti je priamka, na jej zostrojenie si pripravim hoci aj takéto dva

body:
x| 0]10
y | 0]22

U: S tymi dvoma bodmi sthlasim, ale s tou priamkou veru nie.

Z: Co zase ...Aha, spotrebitel chce kipit najviac 70 kilogramov a zrejme nebude kupovat
zaporné mnozstva. Teda definicny obor je

D(fl) = <0§ 70> :

Preto grafom nie je priamka, ale len usecka.

U: Teraz to je v poriadku, skis e$te druhtt moznost ndkupu.
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Z: Pri druhej moznosti, ked pojde po tovar k vijrobcovi, zaplati za kaZdé kilo tovaru 1,90€ ,
teda za x kilogramov to bude 1,9x, ale este musime pripocitat ndklady na benzin, teda
dostdvam rovnicu

fory=19x+ 115.

A to je rounica linedrnej funkcie, teda jej grafom je priamka. Opravujem sa, usecka,
pretoZe

D(fQ) = <0§ 70> :

U: Na jej zostrojenie budes opét potrebovat dva body.

Z: Napriklad takéto:
x| 0 |25
y || 11,5 | 59

A mozem sa pustit do kreslenia grafov. Tu je vysledok:

604 —— — .

140 4

1204

100 +
80 +
60+ — ——
40 + f2

\
\
|
\
\
20F .fl [
\
\
|

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 <

U: Dobre, a teraz skis interpretovat, ¢o vidis.
Z: Zdd sa, Ze sa grafy pretinaji niekde okolo hodnoty x = 38, ale tdplne presné to nie je.

U: Tak to skisme overif vypoctom.
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N«

: Dobre, chcem wvediet, kedy je to cenovo rovnako, ¢ kipi doma alebo pojde k virobcou:.

TakZe ma platit
9222 = 1,92 + 11,5.
Odtial mi vyjde

1
— 38-.
0%

: Vyborne, teda pre spotrebitela je vyhodnejsie zajst po tovar k vyrobcovi, ak ho chee kipit

viac ako 38 kilogramov.

: Cfm viac pritom nakipi, tym to bude vijhodnejsie, pretoZe grafy sa od seba vzdaluji. Naj-

vyhodnejsie to bude pre x = 70.

Uloha 3: Ndkladné auto vyslo po ceste o 8 hodine rdno z mesta M smerom do mesta N.

Islo priemernou rijchlostou 50 km/h. O 93° hod za nim vyslo tieZ z mesta M osobné auto
priemernou rychlostou 80 km/h.

a) Kedy a v akej vzdialenosti od mesta M dostihne osobné auto ndkladné auto?

b) Zistite, ¢i to bude pred alebo za mestom N, ktoré je od mesta M vzdialené 150 kilometrov.
Ulohu rieste graficky.

Vysledok: a) o 12. hodine vo vzdialenosti 200 km, b) za mestom N
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Priklad 4: V roku 2007 si domdci odberatelia elektrickej energie v Slovenskej republike mohli

vybrat jednu z tychto sadzieb (ceny si uvedené bez DPH):

o STANDARD MINI — pozostdva z pevnej mesacnej platby 30 Sk na mesiac a z platby
4,50 Sk za 1 kWh spotrebovanej energie.

o STANDARD MAXI - pozostdva z pevnej mesacnej platby 149 Sk na mesiac a z platby
3,40 Sk za 1 kWh spotrebovanej energie.

Urcte graficky, ktord sadzba je vyhodnejsia pri rocnej spotrebe 700 resp. 1400 kWh.

uU:

Z:

c N« C Ne¢ (-

N« C N

N«

Zaujimal si sa niekedy o to, kolko doma platite za elektrinu?

Pravdu povediac, ani nie. Samozrejme viem, Ze ked mechdm vsade rozsvietené, budeme
platit viac. To mi mama stdle pripomina, ale kolko presne, to neviem.

: Tak potom asi nevie§ ani to, Ze si mozes vybrat z viacerych moznosti a je dobré vediet

vypocitat, ktora je pre vasu domacnost vyhodnejsia.

: To znie zaujimavo, Zeby predsa tie funkcie na nieco boli?
: Isteze, tak podme na to.

: Nagprv st este raz precitam text ... Nieco mi tu nesedi. Hovori sa o poplatkoch za mesiac,

ale v otazke je rocnd spotreba. Tak ako?

: Presne tak, ako to v praxi funguje — kazdy mesiac platite urcity poplatok za elektrinu,

je to vlastne zaloha. A raz za rok sa zistuje celkova rocnd spotreba, na zaklade ktorej sa
urobi vyuctovanie. A bud vam vratia preplatok, alebo od vas pytaju nedoplatok.

: To mi nieco hovori.
: To som rad a teraz uz podme tlohu matematicky zapisat. Aké premenné v nej vystupuja?

: Spotreba energie v kWh, ak som dobre pochopil tak za rok, ti si oznacim pismenom x.

No a pismenom y si oznacim sumu, ktori treba zaplatit za mesiac ... alebo za rok? Zase
neviem.

: Za rok, budeme sa na to divat z pohladu ro¢ného zuc¢tovania.
: No dobre. Takze pri prvej sadzbe STANDARD MINI zaplatime kazdsj mesiac 30 Sk, ¢iZe za

rok 360 Sk a k tomu este 4,50 Sk za 1 kWh. Teda za x kWh to bude 4,5 a spolu dostdvam
vztah
y = 360 + 4,5x.

: Velmi dobre, pokracuj.
: Pri sadzbe STANDARD MAXI zaplatime kaZdy mesiac 149 Sk, ¢iZe za rok 12-149 = 1788

Sk a k tomu este 3,40 Sk za 1 kWh. Bude to podobnd rovnica

y = 1788 4 3,4x.

: Vyborne, v oboch pripadoch to su linedrne funkcie, ich grafmi si polpriamky, kedze defi-

ni¢ny obor su len nezdporné ¢isla. A tu je obrazok:
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U: Z grafov mame urcit, ktord sadzba je vyhodnejsia pri spotrebe 700 resp. 1400 kWh roc¢ne.

Z: Vyhodnejsie je samozrejme zaplatit menej, pri hodnote x = 700 ddva nizsiu hodnotu prvd
funkcia y = 360 + 4.5, ale pri spotrebe 1400 kWh uZ ddva mensiu hodnotu druhd funkcia
y = 1788 + 3,4x. TakZe pri spotrebe 700 kWh je vijhodnejsia sadzba STANDARD MINI a
pri spotrebe 1400 kWh zase sadzba STANDARD MAXI.

U: Vyborne, ja len doddm, Ze nie je velmi fazké vypocitat, ze sadzba STANDARD MINI je
vyhodnejsia len pri spotrebe do 1298 kWh rocne.
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Priklad 5: Graficky rieste v R? sistavy:

a)y—xz = 0 b)2x+y < =5
y—3xr =< 0 y = 15z
x <2
Z: V prvej casti mdam graficky riesit sustavu troch jednoduchgjch linedrnych nerovnic. Pozriem

N«

N(

sa na kazdi z nich z2vldst. Zacnem nerovnicou
y—x=0.

Zostrojim hraniéni priamku y = x pomocou bodov [1;1] a [0;0].

: Tym sa ti rovina rozdeli na dve polroviny. Ako rozhodnes, ktora z nich ti vyhovuje?

: Jednoducho, dosadim do nerovnice bod [0;0]. Hops! Bod [0;0] leZi na hranicnej priamke,

takze to nebol najlepsi napad.

: Ni¢ sa nedeje, treba zobrat iny bod.

: Tak napriklad bod [0;1]. Ked ho dosadim do mojej nerovnice y—x = 0, dostanem 1 2 0. A

to plati, teda polrovina, v ktorej lezi bod [0; 1] zndzorriuje vsetky rieSenia prvej nerovnice.
Tu je k tomu obrazok:

Y y—x20
31
21
1+——
\
\
|
=3 =2 =1 0 1 2 3 €T
14+
_21
-3+

U: Vyborne, rovnakym sposobom zvlddnes aj dalSie nerovnice.

y4

Druha nerovnica je
y—3x = 0.

Zostrogim hranicnu priamku y = 3x. Potom si vezmem nejaky bod, ktory na nej nelezi,
napriklad bod [1;4]. Dosadim jeho siuradnice do nerovnice y — 3z < 0 a dostanem 1 < 0.
To neplati, teda polrovina, z ktorej som wvybral bod mi nevyhovuje. Riesenim bude druhd
polrovina.
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U: Na nasledujicom obrazku to mame znazornené.

Y y—3x =0
34—
\
\
271 |
\
\
14 |
\
\
# # | | # #
-3 —2 -1 0 1 2 3 €z
—2+4
_30
Z: Este mi ostala poslednd nerovnica
< 2
xS 2.

Hranicénd priamka x = 2 je kolmd na os x-ovi a pretina ju v bode 2. Vsetky body, ktoré
maji z-ovi siuradnicu mensiu ako 2 leZia od nej nalavo, teda grafické zndzornenie tretej
nerovnice je takéto:

z <2 Y

U: Velmi dobre, ostava uz len dokoncit rieSenie sustavy.

Z: To znamend, Ze ndjdem prienik troch polrovin, ktoré som zakreslil pri jednotlivjch nerov-
niciach. Vysledkom je takyto trojuholnik:
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U: Riesenim nasej ststavy nerovnic st teda vSetky usporiadané dvojice ¢isel, ktorych obrazy
lezia v danom trojuholniku, vratane jeho hranice.

Z: Mozem sa pustit do druhej ulohy. Opdt zacinam nerovnicou, teraz je to
2r +y < 5.

TakzZe najprv zostrojim hraniéni priamku y = —2x —5 pomocou bodov [—2; —1] a [—3;1].
Potom dosadim bod [0;0] do nerovnice. Dostal som vztah 0 < —5, ¢o neplati. Teda vyzna-
¢im ti polrovinu, ktord neobsahuje bod [0;0].

U: Podotykam, Ze hrani¢na priamka do mnoziny rieSeni nepatri, kedZe sme pracovali s ostrou
nerovnicou.

Z: Pokracujem dalej. Tu vSak nemdm dal$iu nerovnicu, ale rovnicu

=

y = 1,5x.

Graficky zndzornim priamku s rovnicou y = 1,52 a hladdm jej prienik s polrovinou. Tu je
to nakreslené — riesenim je cervend polpriamka bez krajného bodu:
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y =15z

2z +y < —H

Uloha 5: Graficky rieste v R? sistavy:
a) x+3y = 4 b)x—y = 0

3r+2y > 5 r+y = 2.
Vysledok:

3r+2y=>5
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Priklad 6: Graficky rieste v R? sistavu nerovnic:
r+y=1

r—y=<1
r+y2 -1
x—y=—1.

U: Na Gvod si pripomenme, ako graficky rieSime ststavu nerovnic. Najprv graficky znazornime
mnozinu riesni kazdej z nerovnic a potom vyznac¢ime prienik tychto mnozin.

Z: Tie nerovnicky vyzeraji celkom jednoducho, hned sa pustim do prvej. Chcem teda graficky
zndzornit riesenie nerovnice

r+y=< 1

Zacnem zostrojenim priamky s rovnicou x +y = 1. Td mi rozdeli rovinu na dve polroviny.
O tom, ktord z nich mi vyhovuje, rozhodnem pomocou hocijakého bodu neleziaceho na
priamke. NajlahSie sa pracuje s bodom [0;0]. TakZe do nerovnice x +y < 1 dosadim za
x aj za y nuly a dostanem 0 < 1. Toto je pravda, takZe polrovina obsahugica bod [0;0] je
grafickym vyjadrenim prvej nerovnice.

U: UkéZeme si to hned aj na obrazku:

Z: Rovnako budem postupovat s druhou nerovnicou
xr—y 1.

Zostrojenie hranicnej priamky v —y = 1 zvlddnem lahko pomocou bodov [2;1] a [3;2].
Potom napriklad pomocou bodu [1;1] zistim, Ze rieSenim je polrovina, ktord ho obsahuge.
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U: Ide ti to ako po masle, vidim, Ze tomu rozumies.

Z: Rovnaky postup zvolim aj pri poslednijch dvoch nerovniciach
r+y=2-1 a z—y=-1.
Hranicné priamky si x +y = —1 a x —y = —1. V oboch pripadoch bod [0;0] patri do

hladanej polroviny. TakZe ak to vsetko nakreslim aj s predchddzajicimi dvoma polrovinami,
ich prientkom je takyto utvar:
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U: Ano, teda riesenim nasej sustavy Styroch nerovnic st vSetky usporiadané dvojice, ktorych
obrazy vytvoria takyto Stvorec. Pre zaujimavost doddm, Ze stGstavu nerovnic v zadani
mozno nahradif jedinou nerovnicou

|z + [yl = 1.
Uloha 6: Graficky rieste v R? sustavu:

r—y=0;, z=2-2; =2
Vysledok:
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Priklad 7: Najdite sustavy linedrnych nerovnic s dvoma nezndmymi, ktorych rieSenia si

zndzornené na obrdazkoch:

Y Y
3 ) 3
21
1
5 1 z —2 -1 0 1 2 =
—14 —
-2 -2

: Najprv si zopakujme, ¢o je grafickym vyjadrenim mnoziny korenov linearnej nerovnice

s dvoma neznamymi.

: Je to polrovina, pricom pri neostrej nerovnici do mej patri aj hranicnda priamka, ale pri

ostrej nerovnici tam nepatri.

: A ako najdes t0 hrani¢nta priamku?

: Ako grafické vyjadrenie zodpovedajicej rovnice.

: Vyborne. Pozrime sa teda na prvy obrazok. Je na fiom znazorneny trojuholnik ako vysledok

grafického rieSenia nejakej ststavy nerovnic. Kolko asi bolo tych nerovnic?

: Zreyme tri, lebo trojuholnik vznikne ako prienik troch polrovin.

: Tvojou tlohou je teda najst tie tri polroviny a im zodpovedajice nerovnice. Pre Tahsiu

orientdciu navrhujem oznacit vrcholy trojuholnika.

: Dobre, tak nech sa trojuholnik vola UFO, pricom U [4;0], F'[2;2] a O [0;0].

Y
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N«

—_—
Najlahsie bude vyjadrit polrovinu OUF'. Jej hranicnou priamkou je os x a vietky body
leziace nad 1ou maji kladni y-ovi suradnicu. TakZe prvd nerovnica je

y 2 0.

u . 7
: Skus pokracovat polrovinou OFU.

. Zacénem hranicnou priamkou. LeZia na nej body O [0;0] a F [2;2]. Z toho usudzujem, Ze

jej rovnica je jednoduchd: y = x. LenZe ja potrebujem nerovnicu. Preto si skusim tipnit,
Ze by to mohlo byt y = x. A overim to pomocou bodu U. TakzZe dosadim jeho sturadnice a
dostanem 0 = 4. Hm, nevyslo. Teda som si zle tipol a nerovnica md byt opacne:

y S .

cC N

c N

N«

. 7 7 . %
: Ide ti to vyborne, ostala posledna polrovina U FO.
: Nagprv potrebujem zistit rovnicu hraniénej priamky UF. To ale nebude také lahké.

. Ale zase ani fazké. Priamka UF predstavuje graf nejakej a ty na nej

poznas dva body.

: Poznam, ale ¢o s nimi?
: Spomen si na rovnicu linearnej funkcie.

: Td je y = ax + b. Aha, uz rozumiem. Dosadim do tejto rovnice za x a y suradnice bodov

U a F. TakzZe pre bod U [4;0] dostanem
0O=a-4+0.
A pre bod F [2;2] dostanem rovnicu

2=a-2+0.

: Tym si dostal jednoducht stustavu dvoch linearnych rovnic s dvoma neznamymi.
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Z: A hravo ju vyriesim. Z prvej rovnice vyjadrim

b= —4a.
Dosadim do druhej rovnice
2 = 2a — 4a,
odkial
a=—1
Potom b = 4, teda priamka UF ma rovnicu y = —x + 4. Ja ale potrebujem nerovnicu.

Vezmem si na pomoc bod O [0;0]. KedZe tento bod md patrit mojej polrovine a 0 < 4, tak
jej nerovnica bude
y S —x+ 4.

U: Suhlasim, len mozno krajsi zapis by bol  + y < 4. V rdmdeku je zhrnuté riesenie ulohy.

y 2 0
r—y = 0
r+y = 4

U: Ked si tak dobre zvlddol trojuholnik, nebude ti snad robit problémy ani Stvorec, ktory
méame na dalSom obrazku:




VaFuld-7 | List 31

Z: Myslim, Ze nie. Je jasné, Ze teraz potrebujem styri nerovnice. Ak sa vsak dobre pozriem na
ten Stvorec, tak vidim, Ze vsetky jeho body maju ohranicené suradnice. A to tak, Ze x-ové
suradnice su len medzi 1 a —1. Teda prvé dve nerovnice su

x> -1, x=<1.
TieZ y-ové suradnice sa menia od —1 po 1, preto dalsie dve nerovnice si
y=-1, y=1

A je to.
U: OK

Uloha 7: Najdite sustavu linearnych nerovnic s dvoma nezndmymi, ktorej riesenie je zndazor-
nené na obrdazku:

Vysledok: —z +2y <2, z—-2y<2; x+2y<2; —xr—2y<?2




