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Vzajomna poloha priamky a kuZelosecky
RNDr. Viera Vodickova

U: Aké kuzelosecky poznas?

Z: KuZelosecky — to je napr. , alebo

Y

U: Ano. Budeme sa zaoberat vzajomnou polohou priamky a elipsy, hyperboly alebo paraboly.
Zacneme s priamkou a elipsou.

Z: Vzijomnd poloha priamky a elipsy. .. Elipsa je ,splostend kruznica®, tak by to malo byt
také isté ako pri kruZnici a priamke. Podla mria priamka moZe byt secnicou, nesecnicou
alebo dotycnicou elipsy.

U: Stihlasim. Na nasledujicom obrazku mas vyznacenu elipsu a tri priamky: s — , M-
nesecnicu a t — dotycnicu elipsy.

Z: Je to jasné. Priamka bud pretina elipsu v dvoch bodoch, alebo sa jej dotyka v jednom bode,
alebo ju nepretina.

U: Uz to len presnejsie sformulujem. Vzajomna poloha priamky a elipsy zavisi od poctu
spolo¢nych bodov.

e Ak ma priamka a elipsa prave dwva spolo¢né body, hovorime, Ze priamka je sec¢nicou
elipsy.
e Ak priamka nema s elipsou spolo¢né body, hovorime, Ze priamka je nesecnicou elipsy.
e Ak mé priamka a elipsa prave jeden spolo¢ny bod, hovorime, ze priamka je dotycni-
cou elipsy.
Z: 7 obrdzka je vsetko jasné. Ako ale vyriesime vzdjomni polohu priamky a elipsy analyticky?

U: Elipsu aj priamku méame dant rovnicou. N&jst prienik priamky a elipsy znamené hladat
vsetky body, ktorych stradnice vyhovuju aj rovnici elipsy aj rovnici priamky:.
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Z: Staci vyriesit sustavu rovnic.
U: Ano. Ako bude stistava rovnic vyzeraf, zavisi od toho, akjym sposobom bude vyjadrena
elipsa a priamka.

Z: Elipsu vieme vyjadrit

N2 () — )2
(x —m) +(y n) _,

a? b2 ’

pricom m,n su suradnice stredu elipsy a a,b su velkosti jej polost.
U: A ako mozeme vyjadrif priamku v rovine?
Z: Myslim, Ze alebo
U: Ak je priamka dand parametricky, pri hladani prieniku dostavame tato ststavu:

@=—mp  (y=n)?

a? b2 =1

T = ay + tuy
y=as+tuy, teR.
A ak je priamka dana vSeobecnou rovnicou mame zase tuto sustavu:

(@=m? | (y—n?

a? b2 =1

ar + by +c = 0.
Z: V kaZdom pripade to vsak bude sustava kvadratickej a linedrnej rouvnice alebo sistava
kvadratickej a linedrnych rovnic.

U: Riesit ju budeme dosadzovacou metédou a ziskame kvadratick( rovnicu.

Z: Td moze mat nula, jedno alebo dve rieSenia.

U: Spravne. A v zavislosti od toho uréime vzajomnu polohu. Ak vzniknuté kvadraticka rov-
nica nebude mat rieSenie, priamka je nesec¢nicou. Ak bude mat prave jedno rieSenie, je to

doty¢nica.

Z: A ak bude mat prave dve riesenia, priamka je secnicou elipsy. Rozumiem.

U: Ako to bude so vzajomnou polohou paraboly a priamky?

Z: Asi tak isto. Priamka moze parabolu pretat v dvoch bodoch, nepretat vobec, alebo moZe byt
dotycnicou. Skisim to nakreslit aj na obrdzok.
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N(

: Vyborne. Mame tam , nesecnicu a dotycnicu. No ostava ndm este jeden pripad.

Zoberme si napr. vzajomnu polohu paraboly a jej osi o.

Os paraboly ju pretina len v jednom bode, vo vrchole. Ale dotycnica to predsa nie je! Aj
ked maji spoloény len jeden bod.

: Presne tak. Ak prienikom priamky a paraboly je prave jeden bod, este to nemusi byt
doty¢nica.
: Hm. .. viem nakreslit aj dalie priamky, ktoré maji s parabolou spolocny len jeden bod a

nie su to dotycnice. Tu su na obrazku.

10 [p1 |2
F

7

Nemaju Sancu sa pretnut s druhou stranou paraboly. Su to rovnobeZky s jej osou.

: Spravne. Zhrnieme to. Vzajomna poloha priamky a paraboly zavisi od poc¢tu spolo¢nych

bodov a od vzajomnej polohy priamky a osi paraboly.

e Ak ma priamka a parabola prave dva spolo¢né body, hovorime, Ze priamka je se¢nicou
paraboly.

e Ak priamka nema s parabolou spolo¢né body, hovorime, Ze priamka je nesec¢nicou
paraboly.

e Ak mé priamka a parabola prave jeden spoloény bod a zaroven priamka je rozno-
bezna s osou paraboly, hovorime, ze priamka je dotyénicou paraboly.

e Ak méa priamka a parabola prave jeden spoloény bod a zaroven priamka je rovno-
bezZna s osou paraboly, hovorime, 7e priamka je seénicou paraboly.
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. Urcit vzdjomni polohu priamky a paraboly analyticky znamend opdt len riesit sustavu

rovnic. Akurdt, ak dostaneme len jedno rieSenie, musime sa pozriet, ¢ priamka nie je
ndhodou rovnobezna s osou paraboly.

: Nakolko sme sa zaoberali len s parabolami, ktorych os je rovnobeznda s niektorou osou

sustavy stradnic, zistif pripadnt rovnobeznost bude jednoduché.

. Ano, ak mi vo vieobecnej rovnici priamky bude chybat x alebo y, viem, Ze ide o priamku

rovnobezni bud s osou y alebo s osou x sustavy suradnic.

Z:

: Ostava nam vzajomna poloha hyperboly a priamky.

: Bude to podobné. Skisim rozne pripady zakreslit do obrdzka.
n

pretina hyperbolu v dvoch bodoch P a (Q, nesecnica n ju nepretina vobec. A do-
tycnica t sa hyperboly dotyka, pretina ju prdave v jednom bode T.

: S tym zatial suhlasim. Do tychto kategérii sa vSak nedaju zaradif vSetky priamky.

: Hm. .. este su tu

: Ano. Ide o asymptoty a o vSetky priamky patriace do . Pripomeniem, ze

smery hyperboly st také smery, ktorych kazda priamka mé s hyperbolou najviac jeden spo-
lo¢ny bod. Priamky tychto smerov, ktoré neobsahuji ani jeden bod hyperboly nazyvame
asymptoty hyperboly.

Aha! Asymptota hyperbolu nepretina, tak to bude nesecnica. A ostatné rovnobezky s asymp-
totou budu secnice, aj ked pretinaju hyperbolu len raz.
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U: Zhrnieme to. Vzajomna poloha priamky a hyperboly zavisi od poc¢tu spolo¢nych bodov a
od vzajomnej polohy priamky a asymptot hyperboly.

e Ak ma priamka a hyperbola prave dwva spolo¢né body, hovorime, Ze priamka je sec-
nicou hyperboly.

e Ak priamka mema s hyperbolou spolo¢né body, hovorime, Ze priamka je nesec¢nicou
hyperboly. MdZe to byt aj asymptota.

e Ak ma priamka a hyperbola prave jeden spolo¢ny bod a zaroven priamka nepatri do
smeru hyperboly, hovorime, Ze priamka je dotycnicou hyperboly.

e Ak ma priamka a hyperbola prave jeden spoloény bod a zaroven priamka patri do
smeru hyperboly, hovorime, zZe priamka je secnicou hyperboly.

Z: Vzdjomni polohu priamky a hyperboly uréim opdt rieSenim siustavy rovnic. Zdroven si
musim dat pozor, ¢ to nebude priamka rovnobeind s asymptotou, teda patriaca do smeru
hyperboly.

c

: Nakoniec sa pristavime pri doty¢niciach kuzeloseciek.

Tie musia byt vidy vynimocné!

c N

: Najprv ich skiisime definovat.

N<

To je lahké! Dotycnica je takd priamka, ktord md s danou kuZeloseckou spolocny prdve
jeden bod.

c

: A to prave nie je pravda. Spomen si na parabolu a hyperbolu.

!\_|<

Aha! Napr. pri parabole musime vylucit priamky rovnobeZné s jej osou. A pri hyperbole
zase priamky patriace do smerov hyperboly.

U: Zavedieme si pojmy vnutro a vonkajsok kuzelosecky.

Z: To je sndd jasné, co je vonku a ¢o vo vnitri!

c

: Kuzelosecka rozdeli rovinu na tri oblasti. Jednu tvoria tie body, ktoré lezia na kuzelosecke,
druhd oblast vnutro je ta ¢ast roviny, kde lezia ohniska, pripadne ohnisko a tretia vonkajsok
je zvy$na Cast roviny.

Podla toho ma hyperbola dve vnitra?

C N

: Ano. Vntitro hyperboly tvoria dve navzajom disjuktné mnoziny.

N(

Disjuktné. . . aha! Nemaju prienik.

: Doty¢nicou kuzelosecky nazyvame priamku, ktord mé s kuzeloseckou spolo¢ny prave jeden
bod a zaroveni neobsahuje ziaden bod vnutra kuzelosecky.

Z: Tomu rozumiem.
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U: Analytické vyjadrenie doty¢nice kuzelosecky suvisi s jej stredovou, pripadne vrcholovou
rovnicou. Nech dotykovy bod je bod T[x¢; 10|. Potom:

e Ak ma elipsa rovnicu:

jej doty¢nica v bode T'[zo; o] je vyjadrend rovnicou:

(x —m)(xg —m) N (y —n)(yo — n) .
a? b2

e Ak mé hyperbola rovnicu:

@—m? —n?
a? T -

jej doty¢nica v bode T'[zo; o] je vyjadrend rovnicou:

(x —m)(xg—m) (y—n)(yo—n)
a? a b?

=1.

e Ak mé parabola rovnicu:
(Z’ - m)2 = 2p(y - 77/)7

jej doty¢nica v bode T'[zo; o] je vyjadrené rovnicou:

(x —m)(zo —m) =2p[(y — n) + (yo — n)].
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Priklad 1: Uréte prienik paraboly (z + 1)? = 4(y — 2) a polpriamky A—B>, ak A[2;5] a B[5;8].
Z: Budem potrebovat rovnicu polpriamky AB. Ide o polpriamku, preto vyuzijem

U: Sthlasim. Zac¢nime
Z: Smerovym vektorom polpriamky AB je vektor i = B — A. Jeho suradnice urcim tak, Ze od
suradnic bodu B odcitam suradnice bodu A, preto:
u=B—-A=(3;3).
/7 . ’ . . ’ . é
U: Dobre. Aké parametrické vyjadrenie ma polpriamka AB?

Z: Parametricke vyjadrenie polpriamky AB je:

r=2+3t
y =05+ 3t, t € R.

Pouzil som bod A a vektor .
U: To je v poriadku, avsak nestihlasim s vyberom parametra.

Z: Aha! Zabudol som. Ide o polpriamku, preto parameter t nadobida len nezdporné hodnoty.

Teda:
r=2+43t

y=5+3t e {0;00).
U: Ako zistime vzadjomnu polohu, teda prienik paraboly a polpriamky?
Z: Nemdm asi Sancu to presne narysovat, tak mi ostdva len riesit sustavu rovnic.
U: Ano. Stistava rovnic pozostava z rovnice paraboly a z parametrickych rovnic polpriamky:
(2 +1)2= 4(y — 2)
r=2+3t
y= 5+ 3t.

Riesit tuto sustavu znamend dosadit vyjadrenia pre x a y z parametrickych rovnic do
rovnice paraboly.

Z: Modré vyjadrenia dosadzujem do cervenej rovnice. Dostdvam:

(243t +1)*=4(5 + 3t — 2).

U: Je to rovnica s jednou neznamou ¢. VyrieSme ju.
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Z: Upravim najprv vniitra zdtvoriek:
(3t +3)* = 4(3t + 3).
Lavi stranu umocnim a pravi rozndsobim:
9t> + 18t + 9 = 12t + 12.
Vyzerd to na kvadratickid rovnicu:

9t> + 6t — 3 = 0.
U: Vykratime ju este ¢islom 3:
3t +2t—1=0.

Z: Vyriesim ju pomocou diskriminantu. Diskriminant

D=2"—-4-3.(-1)=4+12=16.

Korene su:
P —2+v16  —-2+4
T2 6
Dostavam dve riesenia: .
fl = g a tQ = —1.

c

: Akéa je teda vzajomna poloha paraboly a polpriamky?

Dve riesenia — je to secnica.

c N

—
: Pozor! Nezabudol si, Ze je to polpriamka AB a nie priamka?

N(

Naozaj! Zase som na to zabudol. Parameter t je nezdporné cislo, preto mdme len jedno
—
riesenie t; = % Ale aj tak je polpriamka AB sec¢nicou paraboly.

U: Stihlasim, ale pretina ju len v jednom bode. Uré¢me jeho stradnice.
Z: Dosadim t = % do parametrickych rovnic polpriamky A—B> a dostdvam:
1
=24+3--=3
! 3
=543 L 6
y= ;=6

Prienikom polpriamky AB a paraboly je bod P|3;6].

’ . ¥ i O S R € ) R ) ; T . .
Uloha 1: Urcte prienik kuZelosecky: < = 1 a polpriamky KL, ak K|3;0] a L[0;10].

Vysledok: prienikom hyperboly a polpriamky KL je prazdna mnozina
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Priklad 2: Vysetrite vzdjomni polohu priamku p : 3z —y — 5 = 0 a kuZelosecky
202 — 9y — 22 —5=0.

U: Tak najprv: O aki kuzelosecku ide?

Z: Obidve nezndme su v druhej mocnine, parabola to nebude. .. Pri y je znamienko minus, je
to hyperbola.

U: Dobre. Ako zistime vzajomni polohu priamky a hyperboly?

Z: Budem riesit sustavu rovnic hyperboly a priamky. Tym ndjdem ich spoloéné body a podla
nich urcéim vzdjomnu polohu.
U: Povedzme. .. Tak zacni.

Z: Sustava rovnic priamky a hyperboly vyzerd takto:

3t —y—5=0
222 —y? — 22— 5=0.

Nemdm najprv upravit na ?

U: Zatial to nie je potrebné. Mame ststavu linedrnej a kvadratickej rovnice. Budeme ju riesit
dosadzovacou metddou.

Z: 7 prvej, linedrnej rovnice, si vyjadrim jednu nezndamu, hodi sa y:

y = 3x — 5.

Dosadim do druhej, kvadratickej rovnice:
272 — (3 — 5)? — 22 — 5 = 0.
Upravim, umocnim zatvorku:
222 — (9% — 302 + 25) — 27 — 5 = 0.
Scitam, c¢o sa da a dostdavam kvadraticku rovnicu:
—72* 4 28z — 30 = 0.
Vyriesim ju pomocou . Teda:
D =28 —4-(=T7)-(—30) = 784 — 840 = —56.

Diskriminant je zdporny, rovnica nemd rieSenie! To znamend, Ze hyperbola a priamka
nemaju spolocné body, priamka je nesecnicou hyperboly.

U: So vSetkym stihlasim. Mam len jednu otédzku: Nemoze byt priamka p
?

Z: A to som si myslel, Ze uZ mam ulohu vyrieSenu! Mdte na mysli to, Ze ani asymptota
hyperboly nemd s 1iou spolocny bod. Co ak je to prdve tento pripad?!
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U: Presne tak.
Z: Neostdva mi nic iné, ako ndjst rovnice asymptot.
U: Pripomeniem, ze asymptoty hyperboly
(x—m)* (y—n) _
a? o L
maju tvar:
t
a;: (y—n) = 7)(.’17 —m),
a
b
az: (y—n)=——(x—m).
a
Z: Predsa len budem musiet upravit rovnicu hyperboly na stredovy tvar.
U: Sthlasim. Potrebujeme poznat stradnice stredu a velkosti jej polosi.

N«

: Upravim vseobecni rovnicu hyperboly
202 — > =22 —-5=0
na stredovy tvar. Dam si najprv dohromady cleny s x a cleny s y. TakZe:
(2% — 22) —y* — 5 = 0.
Hurd! S 1* nemusim nic robit! Upravim len cleny s x. Vyberiem 2 pred zdtvorku:
200 — ) —y* —5=0

a zdtvorku upravim na stvorec:

1 1
2[(x2—x+1)—1] —y*—5=0.

U: Vyborne. Prva zatvorka ndm dava (z — 3)2.

Z: Ano. Mdme: )
9 1 , 11
x 5 Y= 5

U: Dobre. Na pravej strane vyrobime jednotku a to tak, ze obe strany rovnice vydelime ¢islom
1u
5 -

Z: Dostdvame:

2 2 .
11 11
U: Aby sme z tejto rovnice Tahko precitali velkosti polosi hyperboly, upravime ju na takyto
tvar:
(x—3)° ¢
11 -1 = L




VoK126-2 List 11
| |

U: Aké st stradnice stredu hyperboly a velkosti jej polosi?

Z: Stred hyperboly je bod S[3;0]|. Velkost hlavnej polosi a = @ a velkost vedlajsej polosi
b= Y2
2

U: Rovnice asymptot st:

az: (y—n) =——(r—m)
Z: V nasom pripade maji tvar:
V22 1
ay Yy = %(T o §)a
2
V22 1
a;:y = —%(1 - 5)

U: Upravme napr. rovnicu prvej asymptoty.

N«

: Dobre. Dostavam:

¢o mozem upravit ako:

2
\/éx—y—gzo.

U: Priamka p ma rovnicu:
3r —y—95=0.

Je zrejmé, Ze to nie je asymptota.

Z: Priamka p je nesecnicou hyperboly, pricom je rozna od jej asymptot.

Uloha 1: Vysetrite vzajomni polohu priamku p: x —y — 1 =0 a kuZelosecky
y?—22x+3=0.

Vysledok: priamka p je doty¢nicou paraboly, T[2; 1]
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N C N

c

riklad 3: Urcte rovnicu dotyénice paraboly y*> = 18z, ktord je rovnobeind s priamkou
p:3r —4y 469 =0.

: Na urcenie rovnice dotycnice paraboly v danom bode mdame vzorec.

: Myslim, Ze ho nebudeme potrebovat. Naviac nemame dany dotykovy bod. Najprv si uve-
domime informéciu, Ze doty¢nica, teda priamka, je rovnobezna s priamkou p. Co plati pre
rovnobezné priamky?

: Rovnobezné priamky sa nikdy nepretni.

: Aj tak sa to da povedat. Nés vSak bude viac zaujimat, ¢o plati pre rovnice rovnobeznych
priamok. Priamka p je dané . Z nej vieme urcit
p. Aky normalovy vektor ma dotycnica?

: Jaj! Uz viem, ¢o chceete vediet. Rovnobezné priamky moZu mat ten isty normdlovy vektor.
Alebo jeho ndsobok.

: Presne tak. Preto normalovy vektor priamky p je aj normalovym vektorom dotycnice.
: Normdlovy vektor priamky p lahko vycitam z jej rovnice, teda
n=(3;—4).
: Rovnica doty¢nice méa preto tvar:
dr—4y +c=0.
: Mojou tlohou bude ndjst koeficient c.

. Ano. Akt vlastnost mé dotyé¢nica paraboly?

: Dotycnica paraboly md s niou spolocény prdve jeden bod. A nesmie to byt priamka rovnobeznd
s osou paraboly.

: Dobre.

N«

: Podmienku o osi vyriesime hned. S ktorou osou ststavy suradnic je rovnobeznd os nasej
paraboly?

: Parabola md rovnicu y? = 18x, v druhej mocnine je y. Os paraboly je rovnobeind s osou
x.

: Sthlasim. Je zrejmé, Ze priamka s normélovym vektorom 7 = (3; —4) nie je rovnobezna
s osou .

: To dno.

: Povedal si, dotycnica paraboly je priamka, ktora ma s nou spolo¢ny prave jeden bod. Ako
najdeme spolo¢né body paraboly a priamky?

: Vytvorime si sustavu z rovnic paraboly a priamky a riesime ju. . .

: Vyborne. V nasom pripade sistava vyzera takto:
y* =18z
3r —4y +c=0.

. Ale to je sustava s parametrom c!
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U: Sthlasim. Nesmieme vSak zabudnuf, Ze chceme, aby ststava mala prave jedno rieSenie.

Z: Skisim ju vyriesit dosadzovacou metddou. Z druhej, linedrnej rovnice si vyjadrim jednu
nezndmu, napr. T:

4y — ¢
T = :
3
Dosadim do prvej, kvadratickej rovnice:
4y — ¢
2
—18.
i 3
Upravim:
y® = 24y — 6.

Dostavam kvadraticki rovnicu s parametrom c:

y? — 24y + 6¢ = 0.

U: Spravne. Chceme, aby kvadraticka rovnica mala prave jedno rieSenie. Od ¢oho zavisi pocet
rieSeni kvadratickej rovnice?

Z: Od . Prave jedno riesenie — diskriminant musi byt rovny nule. Vyjadrim si
diskriminant:
D = (—24)*> — 4 - 6¢ = 576 — 24c.

U: Diskriminant ma byt rovny nule, preto dostavame rovnicu:

576 — 24c = 0.
Z: Td je lahkd. Plati:
c=24.
U: Stuhlasim. VSeobecna rovnica dotycnice paraboly, ktora je rovnobezna s priamkou p ma

tvar
3rv—4y+24=0.
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c NoC

N<

N«

riklad 4: Urcte rovnice vsetkyjch dotyénic k elipse 5x* + 9y* = 45 2z bodu P|0; —3].

: Rovnicu dotyénice ku elipse viem vyjadrit pomocou vzorca. A to takto: Ak md elipsa rov-
nicu: ) )
r—m —-n
=m?  =n)
a b2

jej dotycnica v bode T [xg;yo] je vyjadrend rovnicou:

=1,

(x —m)(xg—m) (y—n)(yo—n)
a? N b?

: Dobre. Ako to bude v nasom pripade?

=1.

: Elipsa md rovnicu:
522 4 9y* = 45,

preto jej dotycnica v bode T|xg;yo] md rovnicu:
T - o + 9y - yo = 45.

Jednoducho kvadraticky clen x - x nahradim clenom x - xg. A to isté urobim aj s y.

: Stthlasim. Nepozname vSak stradnice dotykového bodu T'[z; o).

: Kde lezi dotykovy bod T'7

Na dotycnici. . .ale aj na elipse. Jasné! Jeho suradnice musia vyhovovat rovnici elipsy.
Preto plati:

5xp + 9yp = 45.

: Vyborne. Zo zadania vieme, ze doty¢nica prechddza bodom P[0; —3].

: Aha! Jeho suradnice zase dosadim do rovnice dotycnice 5 - xog + 9y - yo = 45:

5-0-2049-(—3)-yo = 45.

: Z Cervenej a modrej rovnice ziskame stustavu rovnic s dvoma nezndmymi x, yo:
5xg + 9yg= 45
5-0-29+9-(—3)-yo=45.

Je to sustava kvadratickej a linedrnej rovnice. Riesit ju budeme dosadzovacou metédou.
Z linearnej rovnice si vyjadrime jednu neznamu a dosadime do kvadratickej.




VoKu26-4 | List 15

y4

c

NS N

Linearna - to je modrd rovnica. Upravim ju a dostavam:
—2Tyo = 45.

Z ¢oho mam rovno vyjadreni jednu nezndmu

5
Yo = 3
Dosadim do cervenej rovnice:
{ 5\
55 + 9 <3> = 45.
Upravim zdtvorku:
5xp + 25 = 45.
UZ to vyzerd lahko. TakZe:
5r3 = 20,
z coho
o — 2.
: Pozor, neunahli sa. Co myslis, kolko existuje doty¢nic z bodu P ku elipse?

Jedna. Alebo. .. moment! Mozu byt aj dve.

: Ano. A ty si prave jedno rieSenie stratil! Kvadratickd rovnica 72 = 4 mé predsa dve riegenia!

Zabudol som. Riesenia su naozaj dve

To, =2 a Ty, = —2.

: Ostéava napisat uz len rovnice doty¢nic.

. Zacnem s dotykovym bodom T1[2;—§]. Dosadim jeho suradnice za xo a Yo do rovnice

dotycnice:
5
5r -2+ 9y - <_§) = 45.

Po uprave mam:
t1: 2z — 3y —9=0.

Pre druhy dotykovy bod Ty[—2; —3] plati:

5 (=2) + 9y - (—g) — 15

Co je po tprave:

: Pontiknem ti eSte iny spdsob riesenia tejto tlohy.

: Bude lahsi? Alebo kratsi?




VoKu26-4 | List 16

U

MozZno ani jedno ani druhé. Len iny postup. Netreba si pamitat tvar rovnice dotyc¢nice ku
elipse. Pouzijeme rovnice dotycnice.

: Myslite y = kx + q?

: Presne ten. Ned4 sa, samozrejme, pouzit v pripade, ak by doty¢nica bola rovnobezné s osou

y. Nech teda doty¢nica mé rovnicu
y = kz +q.

Prechadza bodom P[0; —3].

: To znamend, Ze jeho suradnice dosadim do rovnice dotycnice a mdm:

—-3=k-0+q¢.

Z toho g = —3.

: Suthlasim. Doty¢nica ma preto rovnicu

y=kx — 3.

Teraz vyuzijeme to, ze prienikom dotycnice a elipsy je prave jeden bod. Znamena to, ze
sustava rovnic dotycnice a elipsy
52% 4+ 9y* = 45
y=kx—3
mé prave jedno riesenie.

Je to sustava s parametrom k. Vyriesim ju dosadzovacou metodou. y z druhej rovnice
dosadim do prvej rovnice:
522 + 9(kz — 3)? = 45.

Upravim:
5% + 9(k*x® — 6kx + 9) = 45.

Rozndasobim zdtvorku:
522 4+ 9k?2? — bdkx + 81 = 45.

Dostdvam kvadraticki rovnicu s parametrom k:

22(5 + 9k?) — 54k + 36 = 0.

U: Spravne.

U: Chceme, aby kvadratickd rovnica mala prave jedno riesenie. Od ¢oho zavisi pocet rieseni
kvadratickej rovnice?

Z: 0d . Prdve jedno riesenie — diskriminant musi byt rovny nule. Vyjadrim si
diskriminant:

D = (—54k)* — 4 - (5 + 9K?) - 36 = 2916k* — 720 — 1296k* = 1620k> — 720.
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U: Diskriminant méa byt rovny nule, preto dostavame rovnicu:

1620k% — 720 = 0.

Z: To su velké cisla! Trochu ju vykrdtim, najprv 10 a potom 18. Dostdvam:
9k*> —4 = 0.

To uz vyzerad lepsie. TakZe:
2
kE=+-—.
3

U: Sahlasim. Doty¢nice ku elipse maja rovnice:
t = : 3 t = 2 3
byt —x—3 a ty:y=—-x—3.
1-¥y=3 2:Y 3

Ak tieto rovnice upravime na vSeobecny tvar, dostaneme to isté rieSenie ako prvym po-
stupom.

Uloha 1: Uréte rovnice vietkych dotycnic k parabole 3y = (x + 2)?%, ktoré prechddzaji bodom
M[-5;3].

Vysledok: 22 +y 4+ 7 =0

Uloha 2: Urcte rovnice vetkyjch dotycnic k elipse 4x2 + 9y? = 36, ktoré zvieraji s kladnou
castou osi x uhol 45°.

Vysledok: y = 2 + /13, y = 2 — /13
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Priklad 5: Urcte vsetky hodnoty parametra m € R, pre ktoré priamka p :x —y+m =0
a) pretina,
b) dotgka sa,
c¢) nepretina
hyperbolu 4% — 25y = 100.
Z: Mdm urcit, ¢i priamka p pretne, nepretne alebo sa dotkne hyperboly. .. Musim zistit, kolko

maju spolocnych bodov.

U: Viyborne. Od poctu spolo¢nych bodov zavisi aj vzajomné poloha priamky a hyperboly.
Ako bude$ postupovat?

Z: Urcit spolocné body znamend vyriesit sustavu rovnic. Td pozostdva z rovnice priamky a
z rovnice hyperboly. Kolko bude mat riesent, tolko bude aj spoloc¢nych bodow.

U: Tak to aj urobime. Akurat sistava bude s parametrom.

Z: Zostavim si spomenuti sustavu. Cervenou vyznacim rovnicu hyperboly a modrou rovnicu
priamky:

4z% — 25y%= 100

xr —y+m=0.

U: Je to ststava kvadratickej a linedrnej rovnice. Rie$if ju budeme dosadzovacou metédou.
Z linearnej rovnice si vyjadrime jednu neznamu a dosadime do kvadraticke;.

Z: Linearna - to je modrda rovnica. Vyjadrim si z nej napr. x:
rT=y—m
a dosadim ho do cervenej rovnice:

4(y — m)? — 25y* = 100.
U: Odstranime zatvorky a dostaneme kvadratickd rovnicu.

Z: Zdtvorku umocnim podla vzorca a mdm.:
4(y* — 2ym +m?) — 25y* = 100.
Este rozndsobim stvorkou:
49? — 8ym + 4m? — 25y% = 100

a nieco scitam:
—21y* — 8my + 4m* — 100 = 0.

U: Dostali sme kvadratickt rovnicu s neznamou y a s parametrom m. Od ¢oho zavisi pocet
korenov kvadratickej rovnice?

Z: Od
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U: Ano, mas pravdu. A to takto:

y4

uU:

e Ak je hodnota diskriminantu D rovna nule, kvadratickd rovnica ma prave jedno riesenie
a priamka je dotycénicou hyperboly.

e Ak je hodnota diskriminantu D wdcsia ako nula, kvadratickd rovnica méa prave dve
rieSenia a priamka je secnicou hyperboly.

e Ak je hodnota diskriminantu D mensia ako nula, kvadratickd rovnica nema riesenie a
priamka je nesecnicou hyperboly.

Rozumiem. Vypocitam si nagprv diskriminant kvadratickej rovnice. Diskriminant sa pocita
podla vzorca:
D = B* — 4AC.

Pre nasu rovnicu plati:
A=-21, B=-8m, C=4m*—100.

Preto:
D = (—8m)* — 4 - (—21) - (4m* — 100).

: Suhlasim. Upravme tento vyraz.

: Dostavam:

D = 64m?* + 84(4m* — 100) = . ..

: Pockaj! Aby sme sa nedostali ku velmi velkym ¢islam, vyberieme, ¢o sa d& pred zatvorku,

najprv zo zatvorky cislo 4 :
D = 64m?* + 84 - 4(m?* — 25)
a teraz 16 mozeme vybraf pred cely vyraz, takto:

D = 16[4m® + 21(m* — 25)].

To boli sikovné upravy, ja by som asi radsej ndsobil vsetky velké cisla, aj ked s kalkulac-
kou. . . Pokracujem vo vasich upravdch:

D = 16[4m?* + 21m?* — 525]

a to je:

D = 16(25m? — 525)].
Zreyme vyberiem aj 25 pred zdtvorku:

D =16-25(m* — 21).
V poriadku.

U: Za¢nime doty¢nicou hyperboly, teda tilohou b). Ak mé byt priamka p doty¢nicou hyperboly,

musi mat kvadratickd rovnica prave jedno rieSenie.
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y4

c N

N«

Cize diskriminant musi byt rovns nule. Plati:
D =16-25(m* —21) = 0.
Uf! Zase kvadratickd rovnica. 16 - 25 si nemusim vSimat, takZe mdm:
m? = 21.

Z toho
m = £V 21.

: Vyborne. Pre hodnotu m € {—+/21;+/21} je priamka p doty¢nicou hyperboly. Kedy

priamka pretina hyperbolu?

. Ak je priamka secnicou, musi sa pretat s hyperbolou dvakrat. Preto kvadratickd rovnica md

mat prdave dve rieSenia. Pre jej diskriminant plati:

D =16-25(m* —21) > 0.

: To znamena, ze

m? > 21,

a teda

|m| > v/21.

: Bude to pre m € (—oo; —v/21) U (v/21; 00).
: Spravne. Ostala ndm uz len nesecnica.

: To uZ bude lahké. Je to pre vietky zvysné hodnoty. Priamka p je nesecnicou hyperboly pre

m € (—v/21;/21).

Uloha 1: Dand je elipsa (z + 2)* + 4(y — 1)? = 36. Urcte vietky hodnoty parametra d € R

tak, aby priamka p : y+ d = 0 bola dotycnicou tejto elipsy.

Vysledok: d € {2; —4}
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Priklad 6: Urcte vzdjomni polohu elipsy % + @ =1 a usecky KL, ak K[2;—1] a

C N

N(

L[3;2].

Budem potrebovat rovnicu usecky K L. VyuZijem

: Stthlasim. Za¢nime

Smerovym vektorom usecky KL je vektor © = L — K. Jeho suradnice urcim tak, Ze od
stradnic bodu L[3;2] odcitam suradnice bodu K[2;—1], preto:

i=L-K=(1;3).

: Dobre. Aké parametrické vyjadrenie méa tsecka K L7

: Parametrickeé vyjadrenie usecky KL je:

r=2+t
y=—1+3t, te(0;1).

Pouzil som bod K a vektor u.

: Vyborne. Nezabudol si ani, ze v pripade tisecky patri parameter do uzavretého intervalu

(0; 1). Samozrejme len v pripade, ze smerovy vektor je L — K.
Ako zistime vzajomnu polohu, teda prienik elipsy a tsecky?

Vyriesim sustavu rovnic.

: Ano. Sustava rovnic pozostava z rovnice elipsy a z parametrickych rovnic tsecky:

(x—2)2  (y+ 3)27
4 o 12

1

r=2+1t
y= —1+ 3t.

Riesit tuto sustavu znamend dosadit vyjadrenia pre x a y z parametrickych rovnic do
rovnice elipsy.

Z: Modré vyjadrenia dosadzujem do cervenej rovnice. Dostavam:

uU:

(2+t—2)2 N (—1+3t+3)
4 12
Je to rovnica s jednou neznamou ¢. VyriesSme ju.

= 1.
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Z: Odstrdnim najprv zlomky, rovnicu ndsobim 12:
32+t —2)"+ (—1+3t+3)* = 12.

Upravim vnitra zatvoriek:
3t2 4 (3t +2)* = 12.

Druhi zdtvorku umocnim podla vzorca:
3t + 92 + 12t + 4 = 12.
Vyzerd to na kvadraticki rovnicu:

12¢> + 12t — 8 = 0.
U: Vykratime ju este cislom 4:
3t2 +3t—2=0.

Z: Vyriesim ju pomocou diskriminantu. Diskriminant
D=3—-4-3-(-2)=9+24=33.
Korene su:

—3++433 —3++/33
he=—0g—= 6

Dostivam dve riesenia:

—34++/33 . —3-4/33
=—— @ 9= ——F—.

t —
! 6 6

U: Aka je teda vzajomnéa poloha elipsy a tsecky K L7
Z: Dve riesenia — je to secnica. Usecka KL pretina elipsu v dvoch bodoch, ktorym zodpovedaji
vypocitan€ parametre tq,1s.
—
U: Stahlasil by som, ak by islo o priamku K L. Zabudol si, ze pri tisecke parameter ¢ patri do
uzavretého intervalu 0 a 1.
Z: Naozaj! Musim overit, ¢i vypocitané hodnoty ti,ty patria do (0;1). Uf! Si to skaredé ¢isla.

Ale hodnota ty = %m je zapornd, cize nevyhovuje. ty priblizne vycislim a dostavam:
-3 +v33 .
t = — % - 0, 46.

7 toho viem, Ze t, € (0;1). Usecka KL pretina elipsu len v jednom bode.
U: Vedel by si urcit jeho stiradnice?
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Z: Dosadim t; = —7?’*6‘/5 do parametrickych rovnic usecky KL a dostdvam:
-3+ V33 9+ 433
y——1+3. 3V TH VIS
6 2
Prienikom tusecky KL a elipsy je bod P[9+g/ﬁ; *52@]_

Uloha 1: Urcte prienik elipsy 222 + (y —4)? =8 a tsecky MN, ak M[1;1] a N[-3;—6].

Vysledok: prienikom je prazdna mnozina, isecka M N je neseCnicou elipsy




