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N«

Vzajomna poloha priamky a kruznice
RNDr. Viera Vodickova

: Spomenies si, akd moze byt vzdjomna poloha priamky a kruznice?

: Priamka a kruZnica? Priamka moéZe kruZnicu pretinat, alebo ist mimo. Este moZe byt

dotycnicou.

: No, predstavu mas. Ja to uz len presnejSie sformulujem. Vzajomna poloha priamky a
kruznice zavisi od poctu ich spolo¢nych bodov.

e Ak ma priamka a kruznica prave dva spolo¢né body, hovorime, Ze priamka je se¢nicou
kruznice.

e Ak priamka mema s kruznicou spolo¢né body, hovorime, Ze priamka je nesec¢nicou
kruznice.

e Ak ma priamka a kruznica prave jeden spolocny bod, hovorime, Ze priamka je dotyc-
nicou kruznice.

Z: Vedel by som takéto pripady aj nakreslit. Tu je obrdzok:
p
k k k
D p
B
@ T
/A
seCnica nesecnica dotycnica
k(p={4; B} kp =10 kNp=A{T}
Z: Ako vyriesime vzdjomni polohu priamky a kruznice analyticky?

N«

: Kruznicu aj priamku mame dant rovnicou. N4jst prienik priamky a kruznice znamena

hladat vSetky body, ktorych stradnice vyhovuji aj rovnici kruznice aj rovnici priamky.

. Stact vyriesit sustavu rovnic.

: Ano. Ako bude stistava rovnic vyzerat, zavisi od toho, akym spoésobom je vyjadrend kruz-

nica a priamka.

. KruZnicu vieme vyjadrit

(z —m)*+ (y —n)? =1,

pricom m,n su suradnice stredu kruZnice a r je jej polomer.
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U: A ako mozeme vyjadrif priamku v rovine?
Z: Myslim, ze alebo

U: Ak je priamka dand parametricky, pri hladani prieniku dostavame tato ststavu:

(& —m)” + (y — ) =17

T = ay + tuy
y=as+tuy, teR.
A ak je priamka dané vSeobecnou rovnicou mame zase tito stustavu:

(x —m)*+ (y —n)* =1r?

ar + by +c=0.
Z: V kazdom pripade to vsak bude sustava kvadratickej a linedrnych rovnic alebo kvadratickej

a linedrnej rovnice.

U: Riesit ju budeme dosadzovacou metédou a ziskame kvadratickd rovnicu.

Z: Td moZe mat nula, jedno alebo dve riesenia.

U: Spravne. A v zavislosti od toho ur¢ime vzajomnu polohu. Ak vzniknuta kvadratickd rov-
nica nebude mat rieSenie, priamka je nesecnicou. Ak bude mat prave jedno rieSenie, je to
dotyc¢nica.

Z: A ak bude mat prdve dve riesenia, priamka je secnicou kruinice. Rozumiem.

U: Vzdjomna polohu priamky a kruznice mézeme klasifikovat aj inym sposobom. Nie na
zaklade poctu spolo¢nych bodov, ale na zaklade vzdialenosti stredu kruznice od priamky.
Z: Myslim, ze viem, o ¢o vdm ide. Skisim to zndzornit na obrdzku.

p
k k k
P p

seCnica nesecnica dotycnica
|Sp| <7 |Sp| > 7 |Spl =
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uU:

Vystihol si to.

e Ak je vzdialenost stredu kruznice od priamky mensia ako polomer, priamka je sec¢ni-
cou Kkruznice.

e Ak je vzdialenost stredu kruznice od priamky vécésia ako polomer, priamka je nesec-
nicou kruznice.

e Ak je vzdialenost stredu kruznice od priamky rovnda polomeru, priamka je dotycénicou
kruznice.

: Dd sa to vyuZit aj v analytike?

: Samozrejme. vieme vypocitat. Pripomeniem ti

vzorec. Vzdialenost bodu M [my;ms] od priamky p : ax + by + ¢ = 0, kde a,b,c € R,
pricom a # 0V b # 0, vypocitame takto:

lamy + bmgy + |
Va? + b?

Pomocou tohto vzorca vypocitame vzdialenost stredu kruznice od priamky a néasledne
uré¢ime vzajomnu polohu.

|Mp| =

. Akurdt tak nedostaneme suradnice spolocnich bodov.

: To mas pravdu. Ale je to zase rychlejsi sposob ako riesit sistavu rovnic.

N«

N«

: Na zaver sa pristavime pri dotycnict kruznice.

: Aj v geometrii bola dotycnica zvldst dolezitd. . .

: Dotycnicou kruzZnice nazyvame priamku, ktora lezi v rovine kruznice a mé tieto vlast-

nosti:
e obsahuje prave jeden bod kruznice,
e stred kruznice mé od nej vzdialenost rovna polomeru 7,

e je kolmé na polomer, ktory obsahuje bod dotyku.

: To je celkom jasne.

: Casto je vhodné poznaf rovnicu doty¢nice kruznice v danom dotykovom bode. Preto si ju

teraz odvodime.

: Majme dant kruznicu k so stredom S[m;n] a polomerom r. Akt mé stredovi rovnicu?

: Stredova rovnica tejto kruznice je:

(x —m)*+ (y —n)* =%

: Predpokladajme, ze méme dany dotykovy bod T[xz¢; yo|. V tomto bode nech je zostrojena

doty¢nica ¢ ku kruznici k. Nech X|[z;y| je Iubovolny bod patriaci doty¢nici ¢. Situaciu
znazornuje aj obrazok.
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Z: Vsetko vidim. Okrem toho je tam vyznaceny pravy uhol, ktory zviera dotycnica t a polomer
kruznice zostrojeny v dotykovom bode T.

U: Zvolime si dva vektory, aj tie mas na obrazku. Vektor T'— S a X — 5. Aké maju stradnice?

Z: Suradnice vektorov, to su rozdiely suradnic prislusnych krajnych bodov. Nakolko bod
Sim;n; ], bod Tlxo;yo] a bod X|x;y], vektory maji tieto suradnice:

T—S=(xg—m;yo —n),

X —-S=(x—myy—n).
U: Teraz si ur¢ime ich

Z: Ak sa dobre pamdtdm, skaldrny sucin sa pocital tak, Ze k sucinu prvych suradnic prislusnych
vektorov sa pripocita sucin druhych siuradnic.
U: M4s pravdu. Takze:

(T—8)- (X —=8)=(xog—m)(x—m)+ (yo —n)(y —n).

c

: Skalarny stcin sa vSak da vyjadrit aj inym sposobom.

: To je uZ na mria vela, nespominam si.

cC N

: Skaldrny stcéin dvoch vektorov sa rovné sucinu velkosti tychto vektorov a kosinusu uhla,
ktory zvieraju.

: Aha! Suvisi to s vypoctom

C N

: Pre nase vektory teda plati:

(T—-85)- (X=9)=|T=S5|-|X—=S8]-cosa=|TS|-|SX] - cosa.

Z: Uhol « je vyznaceny aj na obrdzku.
U: Ano. A préve z obrazku si vyjadrime cos o
Z: Hm... Mdme tam pravouhly trojuholnik TXS. ,Kosinus® je pomer prilahlej odvesny ku
prepone. Preto plati:
cos |TS|
oS = ——.
[SX]

U: Dosadime tento vztah do modrej rovnice:

TS|
T—8) (X —8)=I|TS| |SX| ==t
(T =8)- (X =8)=|TS|-5X] 5X|
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Z: Nieco sa vykrdti! Dostavame:

(T —8)- (X —8) =TS

U: Este si uvedomime, Ze velkost usecky |T'S| je rovnéa polomeru kruZnice r. Preto:
(T—-9)-(X—8)=r=~

Maéame dvoma spdsobmi vyjadreny skalarny stc¢in. Porovnanim modrého a ¢erveného vztahu
dostavame rovnicu dotycnice kruznice:

(wo —m)(x —m) + (yo — n)(y —n) =1°,

Z: Myslel som si, Ze priamka ma jednoduchsiu rovnicu. .. A nie kvadraticki. . .
U: Sthlasim, rovnica priamky je linearna. A takou je aj ziskana rovnica dotyc¢nice. Pre dant

dotyc¢nicu st parametre g, 19, m, n, r konstanty.

Z: Jasné. Ved si to suradnice bodov T a S, r je polomer. Preto vijraz v prvej zdtvorke (xo—m)
je vlastne konstanta a kvadraticky clen tam nemd ako vzniknit.

U: Na zaver to uz len zopakujem.
Rovnica (zo —m)(z —m) + (yo — n)(y —n) = r? je analytickym vyjadrenim dotycénice
kruznice (x —m)? + (y — n)? = r? v dotykovom bode T[z0; yo].

Z: Napisat rovnicu dotyénice bude teda lahké! Dosadim potrebné hodnoty a mdm to.

U: Ale len v pripade, Zze pozname suradnice dotykového bodu 7.
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Priklad 1: Urcte vzdjomni polohu kruznice k(S,4) a priamky 1<4—B>, ak S[—1;3], A[-2;—4] a
BI[1;5].

N«

: Vzdjomnd poloha kruznice a priamky. .. Viem, Ze priamka moze byt ,
alebo

: Od ¢oho to zavisi?

: Od toho, kolkokrdt sa pretni.

: PresnejSie od ich prieniku. Uréme si teda ich prienik. Najprv budeme potrebovat ich
analytické vyjadrenia.

C N C

N«

: Myslite rovnice, vsak? Zacnem kruznicou. Mam daniy stred a polomer, napisem preto
. Tu je:
(x+1)*+ (y — 3)* = 16.
Id 7 . H
U: Vyborne. Ostava priamka AB.

Z: Mdm dané dva jej body. Z nich mozem urcit jej

U=B—-A=(3;9).
U: Stihlasim, ale kvoli zjednoduseniu vypoc¢tov navrhujem zobraf ako smerovy vektor, vektor
1-
3U = (1;3).

>
Z: No a ked uZ mdm smerovy vektor priamky AB, napisem jej

rT=—-2+1
y=—-44+3t tek

U: Ak chceme néjst spoloéné body kruznice a priamky, musime najst vSetky body, ktorych
—
sturadnice vyhovuju tak Cervenej rovnici kruznice ako aj modrym rovniciam priamky AB.
Z: Mdm vyriesit sustavu rovnic. Zvolim si dosadzovaciu metddu. Modré vyjarenia dosadim do
cervenej rovnice:
(=24+t+ 1)+ (=4 + 3t —3)*> = 16.

U: Ziskali sme tak rovnicu s jednou neznamou ¢.

N«

: Dobre, vyriesim ju. Upravim najprv vniutra zatvoriek:
(=1+1)%+ (=7 +3t)* = 16,
ndsledne zdatvorky umocnim:

1 — 2t + % +49 — 42t + 9¢% = 16.

U: Dostédvame kvadratickti rovnicu...Od poctu jej korenov zévisi pocet spoloénych bodov
kruznice a priamky.
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Z: To znamend, Ze scitam, ¢o sa dd a vsetko ddm na jednu stranu:
10¢% — 44t + 34 = 0.
MozZem este celi rovnicu vydelit ¢islom dva:
5¢* — 22t + 17 = 0.
Vyriesim ju pomocou . Teda
D =(-22)—4-5-17 = 484 — 340 = 144.

Vypocitam korene:
L 224/144 22412

t o = =
1.2 2.5 10

a teda
17
tl = E a IL2:1

U: Mame dve riesenia, to znamena, ze kruznica a priamka maji dva spolo¢né body. Priamka
<
AB je sec¢nicou kruznice k. Uréme suradnice priesecnikov.

Z: To urobim asi tak, Ze vypocitani hodnotu t dosadim do parametrickych rovnic priamky
>
AB.

U: Oznacme si priesec¢niky ako C' a D.

Z: Dobre. Zacnem s bodom C. Jemu priradim hodnotu t; = 137 Dosadim ju do parametrickijch
rovnic a dostdvam:

x——2+1—7—z

B 5 5
17 31

=443 — =2

Y Ty =3

Bod C' mad suradnice C[%; %] Podobne pre ty =1 dostdvam, Ze D[—1;—1].

U: Stihlasim.

Uloha 1: Je dand krusnice k so stredom S[1;2] a polomerom r = 5. Dalej st dané body
A[2;0] a B[5;9]. VySetrite vzajomni polohu kruznice k a

—
a) priamky AB,
b) usecky AB,

H
c¢) polpriamky SA.
Vysledok:
— —

a) AB je sefnicou kruznice k, ABNk = {C[4;6], D[1; 3]},

b) ABNk = {C[4;6]},
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¢) SANk ={P[1+52—2V5}
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Priklad 2: Urcte vzdjomnii polohu kruznice k : (v — 4)* + (y — 1)> = 9 a priamky
p: x+3y+6=0.

U: Aké moze byt vzajomnd poloha priamky a kruznice?
Z: Priamka méze byt , alebo kruznice.
U: A od ¢oho to zavisi?

: Od toho, kolkokrdt sa pretnii.

: PresnejSie od ich prieniku, od poctu ich spolo¢nych bodov. Ak ich chceme néjst, mu-
sime najst vSetky body, ktorych stradnice vyhovuju tak rovnici kruznice k& ako aj rovnici
priamky p.

cC N

N«

. Clize mdm vyriesit sustavu rovnic. Tu je:
(6= 2+ (y— 1= 9
x + 3y + 6= 0.

U: Je to stustava kvadratickej a linedrnej rovnice. Riesit ju budeme dosadzovacou metédou.
7 linearnej rovnice si vyjadrime jednu neznamu a dosadime do kvadratickej.

N«

: Linedrna - to je modrd rovnica. Vyjadrim si z nej napr. x:
r=—6—3y
a dosadim ho do cervenej rovnice:
(=6-3y—4)"+(y—1)"=09.

Upravim zdtvorku:
(-10 - 3y)*+ (y — 1)* =09.
U: Zatvorky umocnime a dostaneme kvadratickd rovnicu.

Z: Pouzijem vzorec a mdm:
100 +60y + 9y° +¢y* — 2y +1=09.

Kvadratickd rovnica md tvar:
10y* + 58y +92 =0

a po vykratent c¢islom 2:
5y + 29y + 46 = 0.

Vyriesim ju pomocou
D =29"—4-5-46 =841 — 920 = —79 < 0.

Diskriminant je zdporny, preto rovnica nemd korene.

U: To znamend, Ze ani priamka p a kruznica k nemaju spolo¢né body. Priamka p je nesec-
nicou kruznice k.
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N(

c N C

N(

: Vzéjomnu polohu priamky a kruznice mozeme urcit aj inym sposobom. Nie na zaklade

poctu spolo¢nych bodov, ale na zaklade vzdialenosti stredu kruznice od priamky.

Aha! Tito vzdialenost porovndm s polomerom kruznice. Ak bude vicsia, ide o nesecnicu,
ak bude mensia, ide o secnicu, a ak bude rovnd polomeru, tak mdme dotycnicu.

: Spravne. Musime si vSak urcit siradnice stredu kruznice a jej polomer.

To je lahké. Vidno to rovno zo stredovej rovnice kruznice. TakZe S[4;1] a polomer r = 3.

: Pre vypocet vyuzijeme vzorec na urcenie

Spominam si na neho. Podla neho plati:

_|4+3-146] 13
VEFE V10

|Sp|

: Este odstrdnime odmocninu z menovatela:

13v10
10

|Sp| = =4, 11.

Vidim, Ze |Sp| > r, preto priamka je nesec¢nicou kruznice.

suradnice spolo¢nych bodov.

Vv rovine.

: Nevyhodou tohto postupu je, ze v pripade sec¢nice alebo dotyc¢nice kruznice, neziskame

Uloha 1: Urcte vzdjomnii polohu kruznice k: (x —1)2 4 (y — 2)2 = 25 a priamky

p: z+3y+6=0.
14

Vysledok: priamka p je se¢nicou, prienik A[2; -], B[-3; —1]

5




VoKu22-3 List 11
| |

Priklad 3: Urcte vsetky hodnoty parametra ¢ € R, pre ktoré je priamka p :2x —y+c=0
a) dotycnicou,
b) secnicou,
¢) nesecnicou

kruznice k : (x — 3)* + (y + 1)? = 4.

Z: Uloha s parametrom. . .

U: Predstav si, ze je to len obycajna tiloha na uréenie vzajomnej polohy priamky a kruznice.
Ako by si postupoval?

Z: Urcit vzdjomni polohu priamky a kruZnice znamend vyriesit sustavu rovnic. Td pozostdva
z rovnice priamky a z rovnice kruinice. Kolko bude mat riesent, tolko bude aj spolocniych
bodov. Podla toho urcim, ¢i ide o dotycnicu, secnicu albo nesecnicu.

U: To si povedal vynikajico. Tak to aj urobime. Akurat sustava bude s parametrom.

Z: Takze si zostavim spomenuti siustavu. Cervenou vyznacim rovnicu kruznice a modrou rov-
nicu priamky:
2 2
(x—=3)"+(y+1)°=4
20 —y +c= 0.

U: Je to ststava kvadratickej a linedrnej rovnice. Riesit ju budeme dosadzovacou metddou.
7 linearnej rovnice si vyjadrime jednu neznamu a dosadime do kvadraticke;.

Z: Linedrna - to je modrd rovnica. Vyjadrim si z nej napr. y:
y=2xr+c
a dosadim ho do cervenej rovnice:

(x—32+2z+c+1)?=4.
U: Roznasobime zatvorky a dostaneme kvadratickd rovnicu.

Z: Pouzijem vzorec a mdm:
2 —6x+9+42° +4vc+ A+ 4 +2c+ 1 =4,

To je vela pismenok!

U: Dostali sme kvadratickt rovnicu s neznamou = a s parametrom c. Potrebujeme len vhodne
zoradif jej ¢leny a to takto:

52° 4+ x(4c — 2) + (6 + ¢ +2¢) = 0.

1 0

: Aha! Zoradili ste ich podla mocnin x, najprv 2%, potom z' a nakoniec x°.

cC N

: Od ¢oho zavisi pocet korenov kvadratickej rovnice?

2 Od jej

N«
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U: Ano, mas pravdu. A to takto:

e Ak je hodnota diskriminantu D rovna nule, kvadratickd rovnica ma prave jedno riesenie
a priamka je dotycénicou kruznice.

e Ak je hodnota diskriminantu D wdcsia ako nula, kvadratickd rovnica méa prave dve
rieSenia a priamka je secnicou kruznice.

e Ak je hodnota diskriminantu D mensia ako nula, kvadratickd rovnica nema riesenie a
priamka je nesecnicou kruznice.

Z: Rozumiem. Vypocitam si najprv diskriminant kvadratickej rovnice. Diskriminant sa pocita

podla vzorca:
D = B* — 4AC.

Pre nasu rovnicu plati:
A=5 B=4c—-2, C=6+c+2c

Preto:
D= (4c—2)*—4-5-(6+c*+2c).

U: Sthlasim. Upravme tento vyraz.

Z: Dostdvam:
D = 16¢2 — 16¢ 4+ 4 — 120 — 20¢? — 40¢ = —4¢? — 56¢ — 116.
Mozem este vybrat (—4) pred zdtvorku:

D = —4(c® + 14c + 29).

U: V poriadku. Ak mé byt priamka p doty¢nicou kruznice k, musi mat kvadratickd rovnica
prave jedno riesenie.

Z: Cize diskriminant musi byt rovny nule. Plati:
D = —4(c® + 14c +29) = 0.

Uf! Zase kvadratickd rovnica. (—4) si nemusim v§imat. Budem ju riesit opdit diskriminan-
tom.
U: Aby sa nam to nepoplietlo, ozna¢me ho napr. D;.
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y4

Dobre. Takze:
D; =142 —4-1-29 = 196 — 116 = 80.

Potom:
v/ Dy = V80 = 4/5.
Korene su:
—14 + 445
Clp = —F - -
2.1

Po uprave dostavam dva korene:

(:1:—7—1—2\/5 a (:2:—7—2\/5.

: Viborne. Pre hodnotu ¢ € {7 + 2v/5; =7 — 2¢/5} je hodnota diskriminantu D = 0, kvad-

ratickd rovnica
5+ x(dc—2)+ (6+c*+2¢) =0

ma prave jedno riesenie a priamka p je dotyc¢nicou kruznice k.

N«

: Ako to bude so seénicou?

: Ak je priamka secnicou, must sa pretat s kruznicou dvakrdt. Preto kvadratickd rovnica md

mat prave dve rieSenia. Pre jej diskriminant plati:

D = —4(c* + 14c + 29) > 0.

: Potrebujeme vyriesit s neznamou c. Najprv vydelime obe strany

nerovnice ¢islom (—4):
¢+ 14c+29 < 0.

: Aha! Cislo (—4) je zdporné, znak nerovnosti sa preto obrdtil.

: Nerovnicu vyriesime graficky. Vyuzijeme, Ze uz pozname korene rovnice

A +14c+29 = 0.

: Ano. Tie sme vypocitali pri urcovani dotycnice. Si to

(:1:—7+2\/5 a (12:—7—2\/5.

: Nacrtneme si graf funkcie: f : y = ¢® + 14c + 29. Jej grafom je parabola.
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—7+2V5
—7—-25 O =z

U: Hladame, pre aké ¢ s jej funkéné hodnody zaporné.

Z: To je jasné. Staci sa pozriet, kde je parabola pod osou x. Bude to pre
c € (=7 —2v5; =7+ 2V/5).

U: Spravne. A pre tieto ¢ je priamka p se¢nicou kruznice k.

Ostala ndm uZ len nesecnica.

Z: To uZ bude lahké. Je to pre vsetky zvysné hodnoty. Priamka p je nesecnicou kruznice k pre
¢ € (—o0; =7 — 2v/5) U (=7 + 21/5; 00).

Uloha 1: Uréte parameter a € R tak, aby priamkat : x —3y+a = 0 bola dotycnicou kruznice
k:a?+y? = 10.

Vysledok: a € {—10;10}
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Priklad 4: Je dand kruznica k : (z — 3)* + (y + 12)? = 100. Urcte rovnice vsetkych dotycnic
kruznice k, ktoré prechddzaji bodom

a) L[9;—4],
b) M[5;2).

Z: To bude lahkd tiloha. Mdme odvodeni rovnicu dotyénice kruznice, staci len dosadit. Vyzerd
takto:

(wg —m)(z —m) + (yo —n)(y —n) = r°
U: Je potrebné dodat, ze ide o doty¢nicu kruznice v bode 7'[xq; o], priCom kruznica je vyjad-
rené rovnicou:

(x—m)*+ (y—n)?=r

Z: Myslel som, Ze je to samozrejmé. My mdme dani kruZnicu:
(z —3)* + (y + 12)* = 100.
Preto jej dotycnica md rovnicu:
(w0 —3)(z — 3) + (yo + 12)(y + 12) = 100.

Tak a teraz dosadim suradnice bodu L za xy a 1y, upravim a mam to!
U: Len sa tak neponéhlaj! Si si isty, Zze bod L patri kruznici? Je to vobec dotykovy bod?

Z: No...Mozem to vyskisat. Dosadim siuradnice bodu L[9; —4] do rovnice kruZnice a zistim,
¢ plati rovnost:
(9 —3)* + (-4 + 12)* = 100.

Upravim - spocitam lavi stranu a mdm:
36 + 64 = 100.

A to je pravda. Tak vidite, bod L patri kruznici, bude to dotykovy bod hladanej dotycnice.

U: Teraz uz nemam namietky.

Z: Dosadim jeho suradnice za xo a yg do cervenej rovnice dotycnice:

(9 —3)(z — 3) + (—4 + 12)(y + 12) = 100.
U: Upravime vzniknutu rovnicu tak, aby predstavovala priamky.

Z: Dobre. Takze:
6(x —3) + 8(y + 12) = 100,

¢o dadva:
6x + 8y — 22 =0.

U: Rovnicu mo6zeme vydelit ¢islom 2, rovnica doty¢nice kruznice k v bode L je:

3z + 4y — 11 = 0.
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N«

: Pokracujem dlohou b). Postupujem presne tak isto. Dosadim suradnice bodu M|5;2] do

rovnice dotycnice. . .

: Zabudol si overit, ¢i bod M patri kruznici.

Vy si neddte pokoj! No dobre:
(5—3)%+ (2 + 12)* = 100.
Upravim - spoéitam lavi stranu a mdm:
4 + 196 = 100.

A to nie je pravda. Uf! Bod M nepatri kruznici!

: A navyse plati:

4 4 196>100.

Bod M lezi vo vonkajsej oblasti kruznice k. Ak by bod M lezal vo vnutornej oblasti kruz-
nice, doty¢nica by neexistovala. Kolko bude existovat doty¢nic kruznice prechadzajucich
bodom M?

: Ja si to radsej nakreslim.

ta
i

Mali by byt dve.

: Aby sme mohli pouzit odvodenti rovnicu doty¢nice, musime najprv najst siradnice doty-

kového bodu T'[xg; yo|.

: Mdame rovnicu kruznice:

(z —3)* + (y + 12)* = 100
a rovnicu dotycnice:
(g — 3)(z — 3) + (yo + 12)(y + 12) = 100.

Dotykovy bod T[xo;yo| patri kruznici, preto jeho suradnice musia vyhovovat jej rovnici.
Dosadime ich.

: Dosadzujem:

(z0—3)% + (yo+12)% = 100.
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: Bod M][5; 2| zase patri doty¢nici.

: Jeho suradnice dosadim do rovnice dotycnice:

(20 — 3)(5-3) + (yo + 12)(2+12) = 100.

: Tym sme ziskali ststavu dvoch rovnic (modrej a Cervenej) s nezndmymi xy a yo, ¢o si

suradnice dotykového bodu 7.

N«

. Zacinam tomu rozumiet. Vyriesim sustavu, ndjdem dotykovi bod a potom to uz bude tiloha

ako po a).

: Upravime cervent rovnicu a mame takuto sustavu:

(zo — 3)* + (yo + 12)*= 100
2(wo — 3) + 14(yo + 12)= 100.

Je to sustava kvadratickej a linedrnej rovnice. Riesit ju budeme dosadzovacou metédou.
7 linearnej rovnice si vyjadrime jednu neznamu a dosadime do kvadratickej.

: Linedrna - to je cervend rovnica. Len tie indexy ma trochu pletu. Vyjadrim si z nej napr.

ZTo-
Ty = *7?]0 — 31

a dosadim ho do modrej rovnice:
(=Tyo — 31 — 3)* + (yo + 12)* = 100.

Upravim zdtvorku:
(=Tyo — 34)* + (yo + 12)* = 100.

: Zatvorky umocnime a dostaneme kvadratickti rovnicu s nezndmou .

: PouZijem vzorec a mdm:

49y5 + 47630 + 1156 + ya + 24y + 144 = 100.
Kwvadratickd rovnica md tvar:
50y5 + 500y, + 1200 = 0.
Vydelim ju celd 50:
Y2 + 10yo + 24 = 0.

Z takych skaredych velkijch ¢isel vysla celkom peknd rovnica. Vyriesim ju rozkladom na
Sucin:
(o + 4)(yo + 6) = 0.
Korene st
Yo, = —4 a yo, = —6.

: Pomocou c¢erveného vyjadrenia zy = —7y, — 31 dopocitame x.
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Z: Dostavam:
To, = —3 a xp, = 11.

U: Ostéava napisat uz len rovnice doty¢nic. Rovnica doty¢nice ma tvar:

(w0 —3)(z — 3) + (yo + 12)(y + 12) = 100.
Staci uz len dosadit sturadnice dotykového bodu.

Z: Zacnem s dotykovym bodom Ty[—3; —4]. Dosadim jeho suradnice za xy a yo do rovnice
dotycnice:

(=3 =3)(z —3) + (—4+12)(y + 12) = 100.
Po uprave mam:
ty: —3x+4y+7=0.
Pre druhy dotykovy bod T5[11; —6] plati:

(11— 3)(x — 3) + (=6 + 12)(y + 12) = 100.

Co je po Uprave:
ty 1 4dxr 4+ 3y — 26 = 0.

Uloha 1: Je dand krunica k : z + y? — 2y = 0. Urcte rovnice vetkijch dotycnic kruznice k,
ktoré prechddzaji bodom M[—3;0].

Vysledok: 71[0;0], t; : y = 0, TQ[_%; %], ty:3r—4y+9=0
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Priklad 5: Napiste rovnice dotyénic kruznice k : x* +y* —8x —y+5 = 0, ktoré su rovnobeiné

cC N C

N«

N«

C N C N

s priamkou p : 2x —y +2 = 0.

: Tak najprv, akt rovnicu maja vsetky priamky, ktoré si rovnobezné s priamkou p?

: O rovnobeznych priamkach viem, Ze nemaju spolocné body.

: A Co vies o ich ?

: Normalové vektory? Nakreslim si to. Aha! Ak su priamky rovnobezné, tak jeden normdalovy

vektor je nasobkom druhého.

: Spravne. Preto mozeme tvrdif, Ze vSetky priamky rovnobezné s priamkou p maju ten isty

norméalovy vektor ako priamka p.

. CiZe to plati aj pre hladané dotycénice. Normdlovy vektor priamky p lahko vycitam z jej

. Ma suradnice
n, = (2;—1).

: Ano. A je to aj normalovy vektor hladanej doty¢nice. Preto doty¢nica kruznice rovnobezna

s priamkou p ma vSeobecnu rovnicu:

2v —y+c=0.

: To bolo lahké. UZ ndm ostala len jedna nezndma, koeficient c.

: Budeme musiet trosku pocitat. Zatial sme nevyuzili, Ze priamka je

: Viem, Ze dotycnica md s kruznicou spolocny prdave jeden bod.

: MéZeme to vyuzit. Znamené to, Ze ststava zloZzena z rovnice kruznice a rovnice priamky

2+ —8r—y+5=0
2v —y+c=0

mé mat prave jedno rieSenie.

: Pustim sa do jej riesenia. Z rovnice priamky si vyjadrim jednu nezndmu, hodi sa y:

y=2xr+c
a dosadim ho do rovnice kruznice:
P+ Q2r+c)—8r—(2r+¢)+5=0.
Rozndsobim zdtvorky:

2440 +dre+ P —8r—2r —c+5=0.
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U: Dostali sme kvadraticki rovnicu s nezndmou x a parametrom c. Upravime ju na takyto

C N

N«

tvar:
52° + x(4c —10) +* —c+5=0.

Téato kvadratickd rovnica méa mat prave jedno rieSenie. Od ¢oho zavisi pocet rieSeni kvad-

ratickej rovnice?

o . Ak je rovny nule, kvadratickd rovnica md prdve jedno riesenie.
: Vyborne. Vyjadrime si teda diskriminant kvadratickej rovnice.

. Diskriminant sa pocita podla vzorca:

D = B? — 4AC.

¢len. V nasom pripade plati:

A=5 B=4c—10, C=c*—c+5.

: Pricom A je koeficient pri kvadratickom ¢lene, B pri linearnom ¢lene a C' je absolatny

Len si daj pozor, aby sa ti nepoplietli ,cécka“. Velké C' je koeficient kvadratickej rovnice

a modré c zase parameter zo vSeobecnej rovnice dotycnice.

: Vyjadrim si diskriminant:

D= (4c—10)*> —4-5-(c* —c+5).

A ten sa md rovnat nule.

: Upravme este diskriminant.

: Dobre. Roznasobim zatvorky:

D = 16¢* — 80c + 100 — 20¢% + 20¢ — 100.
Mozem este scitat, ¢o sa dd a dostdvam:

D = —4¢? — 60c.

: Diskriminant sa mé rovnat nule. Dostdvame preto rovnicu

—4¢* — 60c = 0.
Po vydeleni oboch stran ¢islom (—4) sa nam zjednodusi:

2+ 15¢=0.

: To je jednoduchd kvadratickd rovnica. Vyberiem c pred zatvorky a mam:

c(c+15) = 0.
Z toho dostavam dve riesenia:

c1=0 a c=—15.
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U: Vyborne. Rovnice hladanych doty¢nic st:
2 —y=0 a 2z —y—15=0.
U: Pontknem ti eSte jeden sposob riesenia tejto ulohy. Povedali sme, ze dotycnica kruznice
rovnobezna s priamkou p méa vSeobecnt rovnicu:
2v —y+c=0.
Pri hladani neznameho koeficientu ¢ sme vyuzili, Ze doty¢nica ma s kruznicou spoloény
prave jeden bod.
Z: Sihlasim.
U: Akt vlastnost mé este dotycnica kruznice?
Z: Okrem toho, %e md s kruZnicou spoloény prdve jeden bod? Viem, Ze vzdialenost stredu
kruznice od dotycnice je rovnd jej polomeru.
U: A to teraz vyuzijeme. Najprv vSak potrebujeme vediet stradnice stredu kruznice a jej
polomer.
Z: To lahko vycitam z jej rovnice. Hops! Ale rovnicu kruinice nemdme v stredovom tvare!
U: Bude$ ju musiet na stredovy tvar upravit.
Z: Tak dobre. Mdme rovnicu kruZnice:
24+ y?—8r—y+5=0.
PouZijem
9 9 1 1
(x* — 8x+16)—16 + |y~ — yty) =3t 5=0.
TakzZe dostavam: )
1 45
r—42 4+ y—=| =—.
w12+ (v-3) =5
U: Vyborne. To uz je stredova rovnica kruznice. Aké suradnice ma jej stred? A aky je polomer
kruznice?
Z: Stred kruznice, bod S md suradnice S|[4; %} a polomer r = 44—5.
U: Sthlasim, akurat hodnotu polomeru moZzeme este upravit, t. j. ¢iastoéne odmocnit. Cize
polomer 7 = 2./5.
U: Povedali sme, Ze vzdialenost stredu kruznice od dotyc¢nice je rovné jej polomeru. Ako
urc¢ujeme vzdialenost bodu od priamky v rovine?
Z: Na urcenie vzdialenosti bodu od priamky v rovine mdme odvodeny vzorec.
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uU:

Ne C N

Ano. Pripomeniem ti ho. Vzdialenost bodu M [my;ms] od priamky p : az + by + ¢ = 0,
kde a,b,c € R, pricom a # 0V b # 0, vypocitame ako

lamy + bmgy + |

Mp| =
Ml =

: Namiesto bodu M madme bod S[4; %} a priamka p mad rovnicu 2x — 1y + ¢ = 0.

: Suhlasim.
: Mozem dosadit do vzorca: .
15| = |2-4—1~§+c|'
22 1 (—1)2
Po uprave mam:
|Sp| = 7t

V5

: Tato vzdialenost sa mé rovnat polomeru kruznice, ktorého hodnota je %\/5 Dostavame

tak rovnicu s neznamou c:

Jej vyriesenim ziskame hodnotu koeficientu ¢, ktory zodpoveda hladanej doty¢nici kruznice.

. Rozumiem. musim tito rovnicu vyriesit. Zacnem s tym, Ze obe strany vyndsobim /5.

Dostdvam:
|2 4+ ¢| =2

To je rovnica s absolitnou hodnotou. Vyriesim ju graficky. Vzdialenost bodu ¢ od bodu

—% na ciselnej osi md byt % To znamenda, Ze:

cp=0 a cp=—15.
Rovnice hladanych dotycénic si:

20 —y=0 a 2v —y—15=0.

Uloha 1: Napiste rovnice dotycnic kruznice k - (x —2)%+ (y +6)2 = 13, ktoré si rovnobezné

s priamkou p : 2x — 3y + 5 = 0.

Vysledok: 27 — 3y —35=10, 22 — 3y — 9 = 0

Uloha 2: Napiste rovnice dotycénic kruznice k : 2 + y

2 g —2y =0, ktoré st kolmé na

priamku p : 2x —y 4+ 6 = 0.

Vysledok: © +2y =0, x +2y —5=10




