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Kruznica
RNDr. Viera Vodickova

U: O kruznici si uz urcite pocul.

N«

: Samozrejme. S kruZnicou sa stretdavame vsade. Je to take ,koliesko“. A teraz vizne. Kruz-
nica je dand stredom a polomerom. A véetky body na kruznici su od stredu vzdialené o tento
polomer.

U: Ja to uz len upresnim formou definicie. Kruznicou k so stredom S a polomerom r
nazyvame mnoZinu vietkjch bodov v rovine, ktorjch vzdialenost od stredu S
je rovna polomeru r. Symbolicky zéapis si pozri v rdmdéeku. Rovina, v ktorej pracujeme,
sa nazyva dvojrozmerny FEuklidovsky priestor a oznacuje sa [E,.

k(S;r) ={X € Ey;|XS| =r;r e R"}

Podobne sa definuje aj kruh.

Z: Myslite to ,vnutro“? Skisim to sim. Kruhom K so stredom S a polomerom r na-
zyvame mnoZinu vsSetkych bodov v rovine, ktorych vzdialenost od stredu S je
mensia alebo rovna polomeru r.

U: Budeme sa zaoberat tym ako kruznicu, pripadne kruh, vyjadrime analyticky.

Z: Aj pre kruznicu je vymyslend rovnica? Tak ako pre priamku a rovinu?

U: Ano, ale nepovedal by som ,vymyslenad®, skor odvodena. A my si tieZ naznac¢ime jej od-
vodenie. Rovnica kruznice zavisi od jej polohy v . Najprv si zoberme
najjednoduchsi pripad. Kruznicu si umiestnime do stistavy stradnic tak, ze jej stred bude
v zaciatku sustavy suradnic.

Z: Teda stred kruznice bude bod S|0;0].

U: Ano. Polomer kruznice bude Iubovolny a oznac¢ime ho 7. Ak chceme néjst rovnicu kruznice,
z . P v z d . ° 2 ’ v . . v .

musime zistit, ¢o plati pre stradnice fubovolného bodu na kruznici. Vyznacme si preto

Tubovolny bod X patriaci kruznici k. Bod X mé stradnice X [z;y]. VSetko mozes sledovat

na obrazku.
Yy
e N
y| v/
A
sjo;0)f v A |z

Z: Na obrdzku vidim, Ze sa tam vytvoril pravouhly trojuholnik SAX .
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U: Presne tak. Odvesny tohto trojuholnika majt dizky rovnajtice sa jednotlivym stradniciam
bodu X, ¢ize |[SA| =z a |AX|=vy.
Z: Prepona md zase dliZku r, lebo je to vzdialenost bodu X od stredu kruZnice.

U: Pytagorova veta pre tento trojuholnik hovori:

U: A teraz si zoberme bod iny bod X|[x;y] patriaci kruznici k, nech je napr. v II. kvadrante.
Pozri si obrazok.

Z: Vsak to je takd istd situdcia. Opdt tam mdme pravouhly trojuholnik SAX s preponou
rovnou polomeru r.

U: To mas pravdu. Nakolko vSak bod X sa nachéadza v II. kvadrante, je jeho z-ova stradnica
zaporna. Preto |SA| = |x| a samozrejme |AX| = y. Pytagorova veta pre tento trojuholnik
hovori:

lz|* + oy = r2

Z: Myslim, Ze je to aj tak to isté. Ved plati: |z|* = 2.

U: Sthlasim. Podobnu situaciu by sme dostali aj v ostatnych kvadrantoch. Preto mézeme
povedat, ze pre vSetky body X|[z;y| patriace kruznici k plati:

z? + ;1/2 =7,
A to je rovnica kruznice.
Z: Uz? Zdd sa to celkom jednoduché.
U: Tak napr. rovnica
xZ + y2 —4

predstavuje kruznicu. Vedel by si mi povedat, aky mé polomer?
Z: Polomer? No predsa 4.

U: Pozor! Na pravej strane odvodenej rovnice mame vyraz r%. Preto r* = 4, z ¢oho r = 2.
Teraz mi skis povedat ako by vyzerala rovnica kruznice s polomerom 6.

Z: UZ sa neddm nachytat. Ked%e 6°> = 36, rovnica bude:

z? +y2 = 36.
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U: Spravne.

U: Zoznamili sme sa s rovnicou kruznice, ktorej stred je umiestneny v zaciatku stustavy starad-
nic. Teraz si zoberieme v8eobecny pripad. Nech stred kruznice je bod S|m;n|. Ak si takito
situdciu zakreslime v ststave sturadnic, opét na obrazku ndjdeme pravouhly trojuholnik

SAX.
Yy

Z: Ano, vidim ho. Prepona md opdt dizku r.

U: Odvesny na nasom obrazku maji dlzku |[SA| =z —m a |[AX| =y — n.

Z: Naozaj! Velkost tdsecky SA je dand rozdielom x-ovjch siuradnic bodov A a S. A velkost
usecky AX zase rozdielom y-ovych suradnic.

U: Preto Pytagorova veta pre trojuholnik SAX vyzera teraz takto:

(x —m)*+ (y —n)* =1
Z: A to je rovnica kruznice?

U: Ano. Naviac sa nazjva stredovd rovnica kruZnica alebo stredovy tvar rovnice
kruznice, nakolko v nej vystupuju suradnice stredu kruznice. Zhrnieme si to.
Rovnica
(2 —m)? + (y — n) = 12,
kde 7 je kladné redlne ¢islo, sa nazyva stredovy tvar rovnice kruznice k so stredom
S|m;n| a polomerom 7.

U: Podobnou rovnicou, ¢i vlastne nerovnicou sa dé analyticky vyjadrit kruh.

Z: No, ked uz hovorite o nerovnici, sndd by som aj vedel ako. Kruh je ,vnitro“ kruznice, preto
by to mohlo vyzerat takto:
(x—m)>+(y—n)* <r*
U: AZ na jednu malic¢kost. Tvoja nerovnica vyjadruje len vnitornid oblast kruZnice. Kruh
nie je len ,vnutro“ kruznice, ale kruhu patria aj body na obvode, ¢ize na kruznici. Preto
v nerovnici vystupuje znak mensi alebo rovny. CiZe rovnica kruhu ma tvar:

(x—m)*+ (y—n)* <r’
Co bude potom vyjadrovat nerovnica:

(x —m)*+ (y —n)* > r*?
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Z: Budi to body mimo kruhu, teda predstavuje vonkajsiu oblast kruZnice.

U: Okrem stredovej rovnice kruznice pozname este aj vSeobecnt rovnicu kruznice.

Z: Tusil som, Ze to nebude také jednoduche.

U: Ale ani také zlozité, neboj sa. VSeobecna rovnica kruznice je len inak upravena stredova
rovnica. Ziskame ju tak, ze v stredovej rovnici

2 2 2
(x—m)"+(y—n)"=r
roznasobime zatvorky a vzniknuté Cleny trochu usporiadame. Mozes si to skusit, aspon

uvidim ako ovladas vzorec (a — b)?.

Z: Uf! No dobre. Pouzitim spomenutého vzorca dostdvam:

(2% — 2zm +m?) + (v — 2yn +n?) = r*.
U: Sthlasim. A teraz sa pozrime, aké ¢leny tam vystupuji. Neznadmymi st pre nas len surad-

nice x,y Iubovolného bodu kruznice. Pre dant kruznicu st m,n a r konstanty. Upravime
preto vzniknuta rovnicu takto:

2>+ y* — 2mz — 2ny + (m* +n* —r?) = 0.

Z: Aha! Zoradili ste cleny: najprv si nezndame x a y na druhid, potom cleny s x a y a potom
ostatné - to by mali byt konstanty.

U: To si vystihol. Aby sme v rovnici nemali tolko pismenok, oznacime konstanty inac¢. Kon-
Stantu pri x nazveme a, konstantu pri y nazveme b a zvysSok oznac¢ime ako

22 + 1y —2max—2ny + =0,

22+ +ax+by+c=0.

Z: A mdme vieobecni rovnicu kruinice. Pravdu povediac, velmi sa mi nepdci.

U: Stredovy tvar rovnice je vhodnejsi, lebo sa z neho daji vycitat siradnice stredu kruznice
a jej polomer. Zo vSeobecnej rovnice nevidno na prvy pohlad ni¢. Ak budeme chciet zistit
aké sturadnice mé stred kruznice, budeme musiet vSeobecnt rovnicu upravit na stredovy
tvar.

Z: No to je pekny galimatidas. Naco je potom dobrd vseobecnd rovnica?

U: Mozno sa to teraz nezda, ale pri niektorych tilohéach je naozaj vhodnejsia. O tom sa mozes
presvedcit v casti priklady. V8eobecna rovnica kruznice ma este jeden problém.

Z: No prosim!

U: V rovnici vystupuja tri parametre a, b, ¢ - to st redlne cisla. AvSak nie kazda taka trojica
¢isel a, b, c vyjadruje kruznicu.

Tomu nerozumaiem.

C N

: Pri prave na stredovy tvar sa ndm moze stat, Ze hodnota polomeru na druht by mala
byt nula alebo nejaké zaporné ¢islo.
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Z: To je predsa hlupost. Uz polomer ako vzdialenost by mal byt kladny, nieto este jeho druhd
mocnina!

U: Samozrejme. Preto v danom pripade nepdjde o rovnicu kruznice. Nevyhodou je opit to,

7e to na prvy pohlad nevidno, zistime to az po tprave.

Z: T4 vseobecnd rovnica sa mi pdaci coraz menej.

U: Definiciu preto formulujeme nasledovne: Ak rovnica 2%+ y? +ax + by +c =0, kde
a,b,c € R, vyjadruje niektori kruznicu, tak sa nazyva vseobecna rovnica kruzZnice
alebo vseobecny tvar rovnice kruzZnice.

U: Uviedli sme si dva typy rovnice kruznice a to stredovy tvar:

(e = m)? o+ (y = ) =2
a vSeobecny tvar:
2+ +axr+by+c=0.

Zapamiitaj si, ze kazda rovnica tvaru (r —m)* + (y — n)? = r* je rovnicou kruZnice, ale
kazd4 rovnica tvaru 2% + y? + ax + by + ¢ = 0 nemusi byt kruznicou.

Ak si v§imnes$, nezname x a y sa v rovniciach vyskytuju v druhej mocnine. Preto kruznicu
nazyvame aj kvadratickym utvarom.

Z: Aha. Priamka a rovina mali v rovnici len x a vy, skratka len v prvej mocnine . . .

U: Preto sme ich nazyvali linedrnymi itvarmi.
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Priklad 1: Napiste rovnicu kruznice k, ktora ma stred S[3; —4] a polomer r = 2.
a) Urcte druhi siradnicu bodu A[4;al, ak viete, Ze bod A patri kruznici k.
b) Zistite, ¢i bod B[2;—2] patri kruznici k.

Z: Pozndm dva typy rovnice kruznice: a . Ktory mam pouZit?

U: Tak si to zopakujme. Stredovym tvarom rovnice kruznice k so stredom S[m;n] a polomerom

r nazyvame rovnicu

(x —m)*+ (y —n)* =1

Vseobecnéa rovnica kruznice zase mé tvar
2 2 _
*+y +ar+by+c=0,

kde a,b,c € R.

Z: Pozndm suradnice stredu kruznice, tak sa mi bude asi hodit stredovy tvar. Neviem si pred-
stavit, ako by som hladal koeficienty a,b, ¢ do vSeobecnej rovnice. . .

U: Sthlasim. Takze m =3, n=—4 ar = 2.
Z: Mozem dosadit do stredovej rovnice a dostdvam:
(x—3)°+ (y—4)* =22
U: Pozor! n = —4. Preto druhy ¢len vyzera takto: (y — (—4))?, ¢o dava (y + 4)2.
Z: Mdte pravdu, pomylil som sa v znamienku. Stredovy tvar rovnice danej krusnice je:

(x—3)*+ (y+4)* =4.
U: Spravne.

U: Vedel by si teraz napisat aj vSeobecny tvar rovnice tejto kruznice?

Z: No, pamdtam sa, Ze vieobecnd rovnica je len inak upravend stredovd rovnica. Sndd by som
mohol rozndsobit zdatvorky?

U: Presne to treba urobit. Roznéasobit zarvorky a vSetky ¢leny daf na jednu stranu.

Z: Dobre. Zdtvorky rozndsobim podla vzorca (a + b)?:
(2 —22-349)+ (y* +2y -4+ 16) = 4.
Trochu to upravim a presuniem vsetko na lavi stranu:
2 — 6z +9+y*+8y+ 16 —4=0.
Vidim, Ze este mozem scitat ¢isla 9+ 16 — 4 = 21. Vseobecnd rovnica kruZnice md tvar:

2?4 y* — 62+ 8y +21 = 0.
U: Vyborne.
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: Prejdime na tlohu a).
: Bod A[4;a] ma patrit kruznici. . .

: Vzdy plati, ak nejaky bod patri atvaru, tak jeho stiradnice musia vyhovovat rovnici tohto

atvaru.

: Aha! TakZe suradnice bodu A musia vyhovovat rovnici kruznice, ti sme prdve napisali:

(x -3+ (y+4)* =4
Dosadim do rovnice siradnice bodu A, za x ¢islo 4 a za y hladané c¢islo a:

(4-3)2+ (a+4)? =4

: Dostali sme tak rovnicu s jednou neznamou a tou je druhd stradnica bodu A, hladané

¢islo a. Staci ju uz len vyriesit.

: Musim zase vsetko poumocriovat. .. MoZno som mal pouZit vSeobecni rovnicu, tam to mdam

UZ UMOCnene.

: Dalo sa aj tak. Ale ani teraz nemame az tak vela prace.
: Umocnujem:
1+ a® + 8ay + 16 = 4.
Vychddza mi z toho kvadratickd rovnica, ktord ma tvar:
a® + 8ay + 13 = 0.
Vyriesim ju pomocou diskriminantu. Diskriminant sa rovnd:
D=8 —-4-1-13=064—52=12.
Korene su: /3
—8+v12 —8+2v3
ays = 5.1 = 2 = —4+/3.

Dostali sme dve rieSenia a; = —4 + /3 alebo ay = —4 — /3.

: Zadaniu preto vyhovuji dva také body A a to A;[4; —4 + /3] a A;[4; —4 — /3].

Vratim sa este k spésobu vypoctu. K rovnici:
(4—3)*+ (az +4)* = 4.

Povedal si, Ze musi$ zase umoctiovat. Pontikam ti eSte iny sposob rieSenia, mas ho v rdm-
ceku.

1+ (a+4)*=4
(a+4)?=3
ja+4] =3

a1:—4+\/§ alebo a2:—4—\/§
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Z: No. .. Vyriesili ste to Sikovne. Mne by to nenapadlo. A urcite by som sa pomyjlil v odmoc-
novani a zabudol by som pouZit absolitnu hodnotu.

U: Prejdime na poslednu tlohu b).

Z: Mdm zstit, ¢i bod B patri kruznici. To uZ bude teraz lahké. Staci dosadit jeho suradnice
B[2; —2] do rovnice kruZnice a zistit, ¢i je splnend rovnost.

U: Sthlasim.

Z: Dosadzujem:

(232 +(-2+4)?2=4.

Spocitam, umocnim ¢isla na lavej strane a pytam sa, ¢i 144 sa rovnd 42 Dostdavam 5 # 4.
Bod B nelezi na kruznici.

U: Vedel by si mi povedat, ¢i bod B patri vnitornej alebo vonkajsej ¢asti kruznice?

Z: Nakolko 5 > 4, domnievam sa, Ze bude vonku.

U: Spravne, bod B lezi vo vonkajsej oblasti kruznice k.

Uloha 1: Napiste analytické vyjadrenie kruznice k, ktora ma stred S[—2; —1] a polomer r = 4.
Vysledok: (z +2)*+ (y +1)*> =16

Uloha 2: Napiste analytické vyjadrenie kruhu K, ktory md stred S[3; —6] a polomer r = V5.
Vysledok: (z —3)*+ (y+6)* <5

Uloha 3: Zistite, aki polohu maji body K[-1;-1], L[3;2], M|0;1] vzhladom na kruznicu
k:(z+4)?+ (y—3)?=25.

Vysledok: K € k, L lezi vo vonkajsej oblasti kruznice k, M lezi vo vnitornej oblasti kruznice

k
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Priklad 2: Napiste rovnicu kruZnice, ktorej priemerom je isecka AB, pricom A]—3;0] a

BI[3;6].

Z: Ak by som to mal narysovat, bolo by to jednoduché. Nasiel by som stred vsecky AB - to by
bol aj stred kruznice. Potom staci zobrat kruZidlo a hotovo.

U: Analyticky to vyrieSime velmi podobne. Aké rovnice kruznice poznés?

Z: Pozndm stredovy tvar rovnice kruznice:

(x —m)*+ (y —n)* =%

U: Pricom m, n st sturadnice stredu kruznice a r je jej polomer.
Z: Samozrejme. TakZe aj tu budem musiet ndjst najprv stred kruZnice.
U: Presnejsie suradnice stredu S kruznice. Najdes ich tak, ako si povedal. Stred kruznice je

aj stredom tsecky AB.

Z: Aha. Takze AB ziskam ako aritmeticky priemer suradnic jej kraj-

ngjch bodov A, B. CiZe prvd siuradnica bodu S je %, ¢o je 0. Podobne druhd suradnica

je %, ¢o je 3. Stred kruznice S md suradnice S[0;3].

U: Vyborne. Ostava nam urcit polomer. Ako si hovoril, Ze to narysujes?

Z: No...KruZidlo ,zapichnem* do bodu S, naberiem vzdialenost od S k A. ..

U: To je presne ono. Polomerom kruznice bude vzdialenost od bodu S k bodu A, ¢ize velkost
usecky AS.

V4 zistim podla vzorca. Preto:

|AS| = /(51— a1)? + (59 — a2)? = v/ (0+3)2 + (3—-0)2 = V9 + 9 = V18 = 3V2.

U: Sthlasim. Polomer kruznice je r = 3v/2. Teraz uz staci len napisaf rovnicu kruznice.

Z: To len dosadim suradnice stredu a polomer. Rovnica hladanej kruznice je:
2+ (y - 3)° = (3v2)%,

co je:
® + (y —3)* = 18.

Uloha 1: Napiste rovnicu kruznice, ktorej priemerom je dsecka AB, pricom Al0;0] a B|—4;6].

Vysledok: (z +2)% + (y — 3)> =13
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Priklad 3: Rozhodnite, ¢i nasledujice rovnice si rovnicami kruznic. V pripade, Ze ide o kruz-

C N

N« C N

c

. Myslite asi tie zatvorky (x —m)

nicu, urcte jej stred a polomer.
a) 2 +y* — 6z +4y+4=0,

b) % +y? +2x — 10y +29 = 0.

. Myslim, Ze su to vseobecné rovnice kruznic. Len ma mdtie td uloha: ,rozhodnite, ¢i su to

kruznice“. Co by to inak mohlo byt?

: VSeobecné rovnica kruZnice je definovana takto: Ak rovnica 2 + 3% + ax + by + ¢ = 0,

kde a, b, c € R, vyjadruje niektort kruznicu, tak sa nazyva vseobecna rovnica kruznice. Je
tam ta podmienka ,,ak“. Znamena to, zZe nie kazda rovnica tohto tvaru vyjadruje kruznicu.
Preco? To uvidi§ prave pri rieSeni tohto prikladu.

: Dobre. Pockdm si teda na odpoved.

: Ak chceme vediet, ¢ rovnica vyjaduje kruznicu, musime sa pokisit upravit ju na stredovy

tvar.

: UZ viem, ak sa ndm to nepodari, tak to nebude rovnica kruznice.
: Tak nejako. Ako vyzera stredovy tvar rovnice kruznice?

: Je to rovnica typu:

(x —m)? + (y —n)* =r?

: Pricom m, n st stradnice stredu kruznice a r je jej polomer. Na rozdiel od vseobecnej rov-

nice, je upravena na ,Stvorce®. Na lavej strane je stcet druhych mocnin dvoch dvojélenov.

2 a(y—n)?, viak?

: Presne tie. Ked sme vyrabali vSeobecn rovnicu, tak sme tieto zatvorky roznasobili, resp.

upravili podla vzorca. Teraz urobime presne opac¢ny postup. Potrebujeme vyrobit zatvorky
typu (z — m)? a (y — n)?. Znamend to urobit

: Hm. .. tak to si ddm najprv dohromady cleny s x a cleny s y.

cC N C

C N

: Zacnem s rovnicou po a):

v +y? — 644y +4=0.

Takze:
(2* — 62) + (y* + 4y) +4 = 0.

: Pozrieme sa na prvt zatvorku. Chceme, aby to bol vzorec tvaru a? — 2ab + b2
. V zdtvorke mi chyba clen b*. Asi by som si ho mal nejako vyrobif . ..

: Clen 2ab mé tvar 6z, ¢o sa da napisat aj 2 -z - 3.

. Z toho je jasné, Ze b= 3. Chybajici clen b* bude 3% = 9.

: PripiSeme ho do zatvorky. A aby platila rovnost, musime ho aj od¢itat. Preto:

(2% — 62+9)—9 + (y* + 4y) +4 = 0.
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: Druhti zdtvorku skisim ja. Mdm tam 4y, to je vlastne 2 -y - 2, takze mi bude chybat clen

22 = 4. Preto:
(2% — 62+9)—9 + (y* + dy+4)—4 + 4 = 0.
: Vyborne. Prva zatvorka ndm dava (z — 3)? a druhd (y + 2)2. Este séitame zvy$né ¢isla

—9 —4+4 a vysledny siacet (—9) ddme na prava stranu. Dostavame stredovy tvar rovnice
kruznice:

(z—3)°+ (y+2)*=09.

Dané rovnica predstavuje kruznicu. Vedel by si mi povedaf aké st stradnice jej stredu a
aky je jej polomer?

. Stradnice stredu - to su ¢isla v zatvorkdch, ale s opaéngm znamienkom, cize S[3;—2].

Polomer ndjdem na pravej strane, presnejsie jeho druhi mocninu. Preto polomer kruznice
ma hodnotu r = 3.

: Vyborne.

: Zarazila fa t4 ,minus trojka

: Prejdime na tlohu b).

: To uZ bude lahké. Postup je taky isty. VSeobecni rovnicu kruznice:

224+ +22 — 10y +29 =0
upravim na Stvorce. Vyzera to takto:

(2% + 22+1)—1 + (y* — 10y+25)—25 + 29 = 0.

: Zatial dobre.

. Po tprave dostavam:

(z+1)*+ (y—5)* = 3.

Stred kruznice S md suradnice S[—1;5] a polomer je... Hups!

4

na pravej strane?

Ano.

: Na pravej strane stredovej rovnice kruznice vystupuje vyraz r%. My tam mame (—3). Malo

by platit 72 = —3.

: To predsa nemoze byt!

: M4as pravdu. Nakolko neexistuje Ziadne reélne ¢islo, pre ktoré plati uvedeny vztah, dana

rovnica nie je rovnicou kruzZnice.

To je ta podmienka, o ktorej ste hovorili na zaciatku. Nie kaZda rovnica daného tvaru
predstavuje kruznicu. UZ tomu rozumiem. Ak mi po uprave na Stvorce vyjde na pravej
strane zaporné cislo, tak to nie je kruznica.

: Uz len dodam, ze nielen zaporné cislo, ale ani nula nie je vyhovujica. Ak by sme mali

rovnicu typu:
(x —m)* + (y —n)* =0,

popisovala by len jeden bod.
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Z: Naozaj! Takejto rovnici by vyhovoval len stred kruznice S[m;n).

U: Akurat sa velmi nedé hovorit o strede kruznice, lebo by to bola len formélne kruznica
s nulovym polomerom.

Uloha 1: Rozhodnite, ¢i nasledujiice rovnice si rovnicami kruznice. V pripade, Ze ide o kruz-
nicu, urcte jej stred a polomer.

a) 2?2 +y? —8x +25 =0,
b) 22 +y* + 61 — 8y + 13 =0,

c) > +y>+2y+1=0.
Vysledok:

a) nie je to rovnica kruznice,
b) S[—3;4], r = 2V/3,

¢) nie je to rovnica kruZnice.




VoKu21-4 | List 13

Priklad 4: V sustave suradnic v rovine zakreslite utvary dané nasledujicim analytickym

c

cC N

vyjadrenim:
o) (x+1)°+(y—20° =8,
b) (x—3)*+ (y+1)? >3,

c) * +y? + 12y = 13.

: Kreslenie nemam velmi v laske. Pustim sa do prikladu a). Vyzerd to ako

rovnice kruznice.

: Akurat to nie je rovnica, ale nerovnica. To znamena, Ze to nebude analytické vyjadrenie

kruznice.

: Aha! Ale je tam znamienko ,mensi rovny“, teda to bude vnitro, vlastne kruh.

: Stthlasim. Uréme si stradnice stredu kruhu a jeho polomer.

Z: To je u? lahké. Siuradnice stredu si tie ¢isla v zdtvorkdch, akurdt s opacngm znamienkom
a druhd mocnina polomeru je na pravej strane. Teda S[—1;2] a r = /8 = 21/2.
U: Teraz si to uz len zakreslime v stistave stiradnic. Pozri si obrazok.
Y
T T T l’
Z: Pokracujem tlohou b). Opdt je to nerovnica. Ale mdme tam znamienko ,wicsi“, teda to

bude vonkajsok kruhu.

: Ano, ale bez hrani¢nej kruznice.

: Jasné, lebo tam nie je ,wiacsi rovny“. Suradnice stredu kruhu si S[3;—1] a jeho polo-

mer je r = /3. Este nakreslim obrdzok. Hraniéni kruinicu, kedZe tam nepatri, vyznacim
prerusovanoy ciarou.

Y
T -
! |O I ;’I’ I \I\ I I
T T 7 : T \‘I T
I
\ S /
- \ /
\\‘-—’I
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U: Islo ti to vyborne. Ostéva poslednd tloha c).

Z: Difam, Ze aj s tou si hravo poradim. Je to rovnica, takZe to bude kruznica. Ale nevyzerd
to ako stredovy tvar . ..

U: M4as pravdu. MdzZe to byt . Ak chce$ vediet ¢ to je naozaj
kruznica a aky mé polomer a stradnice stredu, musi§ ju najprv upravit na stredovy tvar.

Z: Dobre. PouZijem pri tom . Pruy clen 22 je uZ hotovy, lebo v rovnici sa
nevyskytuje linedarny clen s x. Druhy clen s y upravim na stvorec nasledovne:

2% + (y? + 12y+36)—36 = 13.
U: Vyborne. Pric¢ital aj od¢ital si ¢islo 36, rovnost ostala zachovana.
Z: Po uprave mame:
2 + (y +6)* = 49.
U: Sthlasim.
Z: Siuradnice stredu kruznice su S|0; —6] a jej polomer je r = 7. A tu je obrdzok.
k

Uloha 1: V sistave siradnic v rovine zakreslite utvary dané nasledujicim analytickym vy-
jadrenim:

a) (x—1)%+y* =16,
b) (x+2)2+ (y—3)* <2,
c) 2 +y*209.

Vysledok:

a) kruznica, S[1;0], r = 4,
b) vnitorné oblast kruznice, S[—2;3], r = v/2,

c¢) kruznica a jej vonkajsia oblast, S[0;0],r = 3.
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Priklad 5: Urcte rovnice vsetkych kruznic, ktoré prechdadzaji bodmi A|—1;3], B0;2]

a C[1; —1].

: Ako by si taktto tlohu riesil konstrukéne?

: Mdm dané tri body a mdm zostrojit vsetky kruZnice, ktoré tymito bodmi prechddzaji. Hm

... Neviem.

: Napoviem ti. Tieto tri body zrejme vytvaraja trojuholnik.

: Aha! To mam narysovat kruZnicu, na ktorej leZia vsetky vrcholy trojuholnika. Ale to je

predsa kruZnica opisand trojuholniku. Zostrojim osi uhlov, vlastne nie, stran, a tam, kde
sa pretnu bude stred kruznice.

: Ano. Stred kruZnice opisanej trojuholniku lezi na priese¢niku osi stran tohto trojuholnika.

Asi je jasné, ze ocakavame len jedno riesenie.

: TakzZe to si najprv najdem rovnice osi stran, potom ich priesecnik a nakoniec kruznicu?

: Aj tak by sa dalo. Vyriesime to vSak in4d¢. Hladdme analytické vyjadrenie kruznice. Poznas

nejaké?

: Poznam rovnice kruznice:

(x —m)? + (y —n)? =r*

Stred kruznice md suradnice S[m;n] a r je jej polomer.

: V poriadku. My mame dané tri body patriace kruznici. Ak nejaky bod patri kruznici,

musia jeho stradnice vyhovovat rovnici kruznice.

N C N

: Cheete povedat, Ze mdm dosadit suradnice dangch bodov do stredového tvaru? Ziskam tak

tri rovnice.

: Je to dobry néapad.
: TakZe dosadim postupne siradnice bodov A|—1;3], B[0;2] a C[1;—1] za z,y a z do rovnice

kruznice. Tu su prislusné tri rovnice:

(-1—=m)*+ (3 —-n)?=1r?
(0—m)*+(2—n)? =712
(1—m)*+ (=1 —n)? =12

Uf! Rovnice vyzeraju dost skaredo.

: Celkom s tebou stthlasim. Mame tri rovnice s troma neznamymi m, n a r. VSetky nezname

v nich vystupuju v druhych mocnindch. Napriek tomu sa tato ststava da pekne vyriesit.
Pravé strany rovnic su rovnaké, staci porovnat Tavé strany niektorych dvoch rovnic.

To by slo. Ale stale mi tam ostant kvadraticke cleny. . .

: To je pravda. Tie sa vSak po roznéasobeni zatvoriek od¢itaju. . .

No dobre, vidim, Ze mi neostdva nic¢ iné€ ako sa do toho pustit.

: Pockaj este! Existuje aj ind moZnost.
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Ne € N

: Tak sem s riou!

: Poznas okrem stredového tvaru aj int rovnicu kruznice?

: Poznam este

24+ +ar+by+c=0,

kde a,b,c € R. Ale ta sa vicsinou na ni¢ nehod:i.

: Tak prave teraz sa ndm celkom hodi, uvidis. Opiit plati, Ze stiradnice danych bodov musia

t . . v .
vyhovovat rovnici kruznice.

. Tak ich dosadim, dostdavam znovu tri rovnice:

(-1 +3*4+a-(-1)+b-34+c=0
0?+2°+a-0+b-2+c=0
P+ (-1)+a-14b-(-1)+c=0

: Trochu to uprav, aby to bolo prehladnejsie.

: Mdme tieto tri rovnice:

100—a+3b+c=0
44+2b+c=0
24+a—-b+c=0

Tieto rovnice vyzeraju naozaj lepsie!

: Dostali sme ststavu troch rovnic s nezndmymi a,b a c. Predpokladam, ze

takito ststavu zvladnes hravo vyriesit.

: Sndd dno. Rozhodne to bude jednoduchsie ako sa morit s druhymi mocninami. TakZe

z druhej rovnice si vyjadrim c:
c=—4—2b.

Dosadim do prvej a tretej rovnice:

10 — a + 3b + (—4 — 20) = 0
2+a—b+(—4—2b)=0.

: Sthlasim.
: Rovnice upravim a mam:
6—a+0=0
—2+a—-3b=0.
Scitam ich a dostdvam:
4—2b=0.

Z c¢oho b = 2. Po dosadeni do prvej z predchadzajicich rovnic mam:
6—a+2=0.

Cize a = 8.
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c

: UZ ostava len c.

: Na to pouzZijem modre vyjadrenie ¢ = —4 — 2b. TakZe: ¢ = —8.

cC N

: Vyborne. Mame riesenie:
a=8,b=2 c=-8.

Po dosadeni do vseobecného tvaru rovnice kruznice dostavame:
2 2 . _
r*+y +8r+2y—8=0.

Cim sme alohu vyriesili. Mila by vSak aj tak zaujimal stredovy tvar rovnice kruznice. Aké
sturadnice mé stred tejto kruznice a aky je jeho polomer?

Z: TakzZe po dostdavam stredovy tvar rovnice kruznice:
(z+4)° + (y +1)* = 25.

Kruznica ma stred S[—4;—1] a polomer r = 5.

Uloha 1: Urcte rovnice vietkych krusnic, ktoré prechddzaji bodmi A0;0], B[3;0]
a C0;4].

. 312 2 2D
Vysledok: (v —5)° + (y —2)* = T
Uloha 2: Urcte rovnicu krusnice, ktord je opisand trojuholniku ABC, ak Al-5;0], B[2;—1]

a C[1;2].
25

Vysledok: (z+ 3)> + (y +3)* = )
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Priklad 6: Urcte rovnice vsetkych kruznic, ktoré prechdadzaji bodom KI9;2| a dotgkaji sa
obidvoch osi sustavy suradnic.

U: Navrhujem zacat s obrazkom, aby sme si lepSie cela situdciu predstavili.

Z: Dobre. Nacrtnem si sustavu suradnic a bod K. A teraz hladantd kruznicu, no sndd by to
mohlo vyzerat takto:

Yy k

U: Sthlasim. Myslis, Ze tloha bude mat len jedno riesenie?

Z: Podla obrdzka sa zdd, Ze dno.

.....

Y

k2

@) mi 9 My T

Z: Ano, to by mi nenapadio. ..

U: Nevadi, z rieSenia nam to aj tak vyplynie. TakZe hladdme rovnicu kruznice. Aky jej tvar
poznas?
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Z: Pozndam rovnice kruznice:

2 2 2
(2 —m)?+ (y —n)? =1
Stred kruznice ma suradnice S[m;n| a r je jej polomer.
U: V poriadku. Aby sme napisali rovnicu kruznice, musime najst hodnotu troch neznamych
m,n,r. Vratime sa este k obrazku. Mame na nom vyznacené aj suradnice stredu m, n.

N(

Vyzera to, ako keby m =n ...
: To nielen vyzera, ale je to aj pravda. Uvedom si, ze kruznica sa dotyka oboch osi. Jej stred
preto lezi na osi I. kvadrantu.

c

Jasné! A pre body na osi plati, Ze maju rovnaki x-ovi a y-ovi suradnicu. Preto m = n.

cC | N

: Aky bude polomer kruznice?

N«

: Aha! Kruznica sa dotgka osi x, preto jej polomer bude taky ako je y-ovd suradnica bodu
S. Plati teda m = n = r. Zacina sa mi to pacit. UZ mdame len jednu nezndmu.

c

: Opravim len jednu malickost. NaSa tiloha sa odohrava v I. kvadrante. V inych kvadrantoch
v8ak mozu byt suradnice stredu aj zaporné, polomer vSak nie. Preto plati: |m| = |n| = r.
Namiesto troch nezndmych méame len jednu, zoberme si napr. m. Stredovy tvar rovnice
kruznice zapiSeme nasledovne:

(2 —m)? + (y — m)? = m?.

Okrem toho mame dany bod K, ktory patri kruznici. Jeho stradnice preto musia vyhovovat
rovnici kruznice.
Z: Dosadim suradnice bodu K|[9;2] do rovnice kruznice a dostdvam:

(9—m)*+(2—m)* =m>
U: Je to len jedna rovnica s jednou nezndmou. VyrieSme ju.

Z: Rozndsobim zdtvorky, pouZijem vzorec (a — b)?:
81 — 18m +m? + 4 — dm + m® = m>.
Scitam, ¢o sa dd a mdm kvadratickid rovnicu:
m? —22m + 85 = 0.
Vyriesim ju rozkladom na sucin:
(m —5)(m —17) = 0.

Korene st teda m; =5 a mo = 17.
U: Vyborne. Rovnice kruznic st teda nasledovné:

ki (x—5)*+ (y —5)* = 25,

ky: (z—17)2 + (y — 17)% = 289.




VoKu21-6 | List 20

Uloha 1: Uréte rovnice vSetkych kruznic, ktoré prechddzaji bodom M[3; —6] a dotgkaji sa
obidvoch osi sustavy suradnic.

Vysledok: (z — 15)2 + (y 4 15)2 = 225, (z —3)2 4 (y +3)2 =9
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Priklad 7: Urcte stredovy tvar rovnice kruznice, ktord prechddza bodmi A[6;1] a B[2;3], ak
jej stred lezi na priamke p: 3z —y — 11 = 0.

Z: Mdm napisat rovnice kruznice - ten poznam. Vyzerd takto:

(x —m)*+ (y —n)* =17
pricom stred kruznice md suradnice Sm;n] a r je jej polomer.
U: S tym sthlasim. Mame dané dva body, ktoré kruznici patria. Ich siradnice musia vyhovovat
rovnici kruznice.

Z: Aha! Mozem dosadit suradnice bodov A[6;1] a B|[2;3] do rovnice kruznice. Dostdvam tak
dve rovnice:

(6 —m)*>+ (1 —n)* =17
(2—m)*+ (3 —n)*> =1
U: Ano, ale mame dve rovnice a nezname st aZ tri m, n, . Potrebujeme este jednu rovnicu.

Z: Zo zadania viem, Ze stred kruznice, bod S|m;n| leZi na priamke p : 3z —y—11 = 0. LenZe
neviem, ¢o s tym.

c

: Stale plati, ak nejaky bod patri danému utvaru, tak jeho stiradnice musia vyhovovat rovnici
tohto utvaru. Bude to tak aj s bodom S a priamkou p.

: To znamend, Ze suradnice bodu S|m;n] méZem dosadit do rovnice priamky p?

c N

: Samozrejme. Tym ziskame tretiu rovnicu.

N«

: Dobre. Dosadzujem a tu je tretia rovnica:

3m—n—11=0.
U: Ked to zhrniem, médme ststavu troch rovnic:
(6 —m)*+ (1 —n)*=r?
(2—m)*+ (3 —n)? =r?
3m—n—11=0.

Podme ju vyriesit.

Z: Najviac sa mi paci tretia rovnica, je linedrna. Z nej si vyjadrim jednu nezndmu, napr. n:
n=3m — 11.
Dosadim to do prvych dvoch rovnic:

(6 —m)*+[1— (3m—11))* =2
(2—-m)*+[3— (Bm —11)]* =%

U: Ide ti to vyborne. Uprav este zatvorky a potom potrebujes vzorec (a + b)2.
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Z: Upravujem zdtvorky:

A teraz tie vzorce:
36 — 12m +m? + 144 — 72m + 9m? = r?

4 — 4m +m? + 196 — 84m + 9m? = r2.

Este moZem na lavijch strandch séitat rovnaké cleny:

180 — 84m + 10m? = r?
200 — 88m + 10m? = r2.

U: Vsimni si pravé strany rovnic. St rovnaké. Preto mozeme lavé strany rovnic dat do rovnosti:

180 — 84m + 10m? = 200 — 88m + 10m?>.

Z: Jéj! 10m? sa odcita a ostane mi linedrna rovnica:
4m = 20.

Odkial sa m = 5.
U: Spravne. Dopocitame este ostatné nezname.

N«

: Dosadim m =5 do modrého vyjadrenia n = 3m — 11 a mam n = 4. Polomer. .. Napr. do

prvej rovnice
(6 —m)* + (1 —n)*=r?

dosadim vypocitan€ hodnoty m a n:
(6—5)2+(1—4)2=r%

Takze:
= VIT0= V0.

U: Vyborne. Rovnica kruznice je:

k: (x =52+ (y—4)° = 10.

Uloha 1: Urcte stredovy tvar rovnice kruznice, ktord prechddza bodom M 6;9], jej stred lezi
na priamke p: x + 3y —6 =0 a mad polomer r = 9.

Vysledok: (z —6)? +y> =81, (x — 2)* 4 (y — 2)? =81

Uloha 2: Urcte stredovy tvar rovnice kruznice, ktord prechdadza bodom A[l;2], jej stred lezi
na priamke p: x+y —4 =0 a dotyka sa osi y.

Vysledok: (z —5)?+ (y +1)2 =25, (x — 1)+ (y — 3)* =1




