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Hyperbola a jej analytické vyjadrenie
RNDr. Viera Vodickova

c

: Pocul si uz o hyperbole?

: Ano, neddvno sme o nej hovorili na literature. . .

cC N

: Mas pravdu. Literarna hyperbola alebo zvelicenie je slovné spojenie vyznacujtce sa expre-
sivnym (zvelicovacim) vyznamom. Ale aj na matematike si sa uz s hyperbolou stretol. ..

N«

: Myslite asi na , vsak?

c

. Ano. Grafom funkcie f :y = % je krivka, ktora sa vola hyperbola. Mas ju aj na obrazku.
Y

N(

Nie st tam ndhodou dve hyperboly?

c

: Nie. Hyperbola sa sklada z dvoch vetiev. Tak ako to vidis na obrazku. Prejdeme rovno
k jej definicii. Hyperbolou nazgvame mnoZinu vsetkych bodov roviny (Euklidov-
ského priestoru Ey), ktoré maji od dvoch réoznych bodov tejto roviny F; a Fy
konstantni absoliutnu hodnotu rozdielu vzdialenosti rovnajicu sa kladnému
redlnemu ¢islu 2a, pricom éislo 2a je mensie ako vzdialenost bodov F, a F,.
Hyperbolu oznacujeme velkym pismenom H.

H={X € Ey;||XF\| — | XE|| = 2a;a € R";2a < |F1 Fy|}

N<

No...! Je to nejaké zamotané: ,absolitna hodnota rozdielu vzdialenosti“. ..
U: Pockaj trochu. Zakreslime si hyperbolu a na obrazku si vsetko vysvetlime. Oproti pred-
chadzajicemu grafu oto¢ime hyperbolu o 45° okolo zaciatku stustavy stradnic, pozri si

obrézok.
102
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Body F}, F; nazyvame ohniska hyperboly. Priamka, na ktorej lezia obe ohniska sa na-
zyva hlavna os hyperboly, je oznacena o;.

Z: Na obrdzku vidim aj 0s 05. To je vedlajsia os?

c

: Ano. Aj ked sa niekedy nazjva aj imaginarna os, nakolko na nej nelezi ziaden bod hyper-
boly. Prienikom hlavnej a vedlajSej osi je bod S — stred hyperboly. Ohniské st rovnako
vzdialené od stredu hyperboly. Tato vzdialenost oznacujeme e a nazyva sa excentricita.

To je podobné ako pri

C N

: Ano. Ostali nam este vrcholy hyperboly.

To budi asi body A, B.

: Priesecniky hlavnej osi a hyperboly nazyvame hlavné vrcholy elipsy. St to body A a
B. Vzdialenost hlavného vrcholu od stredu sa nazg§va diZka hlavnej polosi a oznacuje
sa a.

C N

N<

Kde budi vedlajsie vrcholy?

U: Hyperbola nemé vedlajsie vrcholy. Napriek tomu sa definuje diZka vedlajsej polosi a
oznacuje sa b. Zostrojime pravouhly trojuholnik SBK, s pravym uhlom pri vrchole B a
s preponou SK, ktorej dizka sa rovna excentricite hyperboly. Tento trojuholnik nazyvame

aj charakteristicky trojuholnik hyperboly. Sleduj obrazok.
109

Dizka jednej odvesny SB je rovnd a.

cC N

: Spravne. No a dl7ka druhej odvesny BK sa nazjva dizka vedlajsej polosi a oznacuje sa b.

N<

Podla obrdazka potom pre hyperbolu plati vztah:

e? = a? + b2

U: Ano. Vypljva z Pytagorovej vety pre trojuholnik SBK.

U: Teraz sa vratime k definicii. Zoberieme si lubovolny bod X patriaci na obrazku ,pravej
¢asti“ hyperboly. Hovorime jej vetva hyperboly. Podla definicie premn plati:

IXF| - |XE|| = 2a.

. Tych zvislych ciar je tam akosi privela. . .

N«
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U: Vsimni si, Ze tie ¢ervené znamenaju absolttnu hodnotu. Modré zase velkost tisecky.
Je zrejmé, ze 2a je kladné cislo.

Z: Ano. a je predsa dizka hlavnej polosi.
U: Sleduj dalsi obrazok.

Vzhladom na to, Ze | X Fy|>| X F,|, mdzeme absolttnu hodnotu vynechat a plati:
| XFi| — | X Fy| = 2a.

Zoberme si teraz fubovolny bod X’ patriaci na obrazku druhej (Tavej) vetve hyperboly.
Z: Uz viem! Nakolko | X' Fy|<|X'Fy|, plati preni:

|X/F2| — |X/F1 = 2a.

Pre body z pravej casti je vicsia vzdialenost k ohnisku Fy a pre body z lavej Casti je zase
vicsia vzdialenost k ohnisku F.

c

: Vyborne. A preto v definicii vystupuje absolitna hodnota, aby sme si nemuseli davaft
pozor, ktort vzdialenost od ktorej odéitame.

. Uz rozumiem.

C | N

: Povieme si, aké analytické vyjadrenie méa hyperbola.

: Bude mat rovnicu, tak ako kruznica, elipsa alebo priamka?

C N

: Ano. Rovnica hyperboly zéavisi od jej polohy v stistave stiradnic. My sa budeme zaoberaf
len takymi hyperbolami, ktorych osi st rovnobezné s osami x, y ststavy stradnic.

N«

. CiZe napr. takto, ako je to tu na obrdzku?
Yy = 02

1+
Q
&
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U: Ano. To je jednoduchy priklad. Osi hyperboly lezia na stradnicovich osiach a to tak, Ze
os = predstavuje hlavni os hyperboly a os y vedlajsiu os. Stred hyperboly mé stradnice
S10;0]. Rovnica takejto hyperboly je potom:

22y

a? b2

Z: Je to ako rovnica elipsy, akurdt je tam znamienko minus. Ako sa zmeni, ak hyperbolu
posuniem niekde inde?

U: Hyperbolu posunieme tak, Ze jej hlavna os bude rovnobezna s osou x a vedlajsia s osou .
Stred hyperboly je bod S[m;n|.
Y

|
102

S
/

Rovnica takejto hyperboly je potom:

xr—m)? y—n)?
( ) _
a? b2 ’

Z: Jasné. Vyrazy (x —m) a (y — n) vyjadruji posunutie stredu hyperboly.

U: Povedali sme, Ze sa budeme zaoberaf len takymi hyperbolami, ktorych osi st rovhobezné
s osami x,y sustavy suradnic. Druhd moZnost umiestnenia hyperboly v ststave stradnic
je na dalSom obrazku.

Z: Hyperbola sa otocila. Nemdame ju ,vpravo a ,vlavo“, ale ,hore® a ,dole“.




VoKu24-T | | List 5

U: V tejto polohe je hlavna os hyperboly rovnobezné s osou y a vedlajsia s osou z. Stred
hyperboly je opit bod S[m;n|. Rovnica hyperboly je potom:

(y=np _(@-mp

a? b2

Uvedené rovnice nazyvame stredovymi rovnicami hyperboly.
Z: Vymenili sa citatele zlomkov.

U: Ano. Dolezité je viimnif si, Ze ¢len s y je teraz s kladnym znamienkom a ¢len s x so zapor-
nym znamienkom. Podla toho urc¢ime, ako je hyperbola umiestnend v ststave suradnic.

Z: Ktord dlZka polosi je vicsia, a alebo b?

U: Pri hyperbole je to jedno, moze nastat aj pripad a > b aj a < b. Jej poloha v sustave
suradnic od toho nezavisi, zavisi len od toho, pred ktorym ¢lenom je znamienko minus.

Z: Moze byt aj a =0?

U: Ano. Také hyperboly nazjvame rovnoosgymi hyperbolami.

U: Okrem stredovej rovnice hyperboly pozname aj vSeobecnt rovnicu hyperboly. Vznikne
upravou stredovej rovnice — roznasobenim zatvoriek, odstranenim zlomkov a umiestnenim
vsetkych ¢lenov na jednu stranu rovnice. VSeobecna rovnica hyperboly ma tvar:

Az? + By* +Cx+ Dy + E =0,

pricom A, B,C, D, E € R a zaroven A- B < 0.
Z: Preco je tam podmienka A- B <07

U: V stredovej rovnici hyperboly sa nachédza znamienko minus. Bud pri ¢lene s x alebo pri
¢lene s y. Vo vieobecnej rovnici tiez musi byt jeden z koeficientov pri 22 a y? kladny a
druhy zaporny, preto je ich sucin vzdy zaporny.

Z: Rozumiem. Hyperbola patri ku kvadratickym utvarom, jej rovnica je kvadratickd.

U: Na zaver si povieme nieco o priamkach vyznamnych pre hyperbolu. Nazyvaja sa asymp-
toty. Urcite si o nich uz pocul.

N«

: Ano. Pri grafe nepriamej imernosti. Boli to priamky, ku ktorym sa jednotlivé vetvy hyper-
boly blizili, ale nikdy ich nedosiahli.

U: Nacrtneme si ich na obrazku.
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Z: Tak som si to predstavoval. Prechadzaji stredom hyperboly a nemaju s rou Ziaden spolocny
bod.

U: V poriadku. Ale to na definiciu nestac¢i. Aj iné priamky nemaja s hyperbolou ziaden
spolo¢ny bod. Zoberme si napr. vedlaj$iu os hyperboly.

Z: Hm. .. Na to som nepomyslel.

U: Musime preto dodaf, ze kazda ind priamka rovnobeznd s asymptotou mé s hyperbolou
prave jeden spolo¢ny bod.

Z: Prdve jeden? Nepretne ju dvakrat?

U: Ale nie. Prave preto, ze hyperbola sa k asymptote ,blizi“. Sleduj dalsi obrazok.
a9 aq

Z: Naozaj majiu len jeden spolocny bod.

c

: Smery, ktorych kazda priamka ma s hyperbolou najviac jeden spolocny bod nazyvame
smery hyperboly. Priamky tychto smerov, ktoré neobsahuji ani jeden bod hyperboly
nazyvame asymptoty hyperboly.

Teraz mi je to uz jasne.

c N

: Pre nas bude este dolezité vediet, ako analyticky vyjadrime asymptoty.

N(

To znamend, aki budi mat rovnicu?
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U: Ano. Nech je dané hyperbola stredovou rovnicou:

(x—m)* (y—n)’

= T =1.
Potom jej asymptoty maja tvar:
b
a;: (y—n)=—(r —m),
a
b
as: (y—n)=——(z—m).

a

Z: Nie je to také tazké zapamdtat si tieto tvary. . .
U: Ani to nebude potrebné. Vieme totiz, ze asymptota prechadza stredom hyperboly. Okrem

toho na nej lezi este jeden vyznacny bod. Spomen si, ako sme pred chvilou vyrobili tzv.
charakteristicky trojuholnik hyperboly. Mas ho aj na obrazku.
) ai

Z: Bol to pravouhly trojuholnik SBK. Pomocou neho sme urcili vztah medzi parametrami
hyperboly.

U: Jeden z vrcholov trojuholnika, bod K, lezi na jednej asymptote hyperboly. Ak pozname
parametre hyperboly a, b, e, vieme urcit aj siradnice bodu K. Tak méme dva body, S a
K, ktoré patria asymptote, a preto napisat jej rovnicu by sme mali vediet.

Z: Vyzerd to celkom lahko. Ako ale ndjdem druhi asymptotu?

U: Mézeme vyuzit, ze asymptoty hyperboly s, tak ako aj celd hyperbola, simerné podla
vedlajsej osi. Alebo mozeme podobny pravouhly trojuholnik zostrojit aj na druhej strane,
z vrcholu A a ziskat tak bod K.

U: Zhrnutie vSetkych dolezitych veci si mézes pozriet v nasledujtcich raméekoch.
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Hyperbola

01 — hlavna os

09 — vedlajsia os

A, B — hlavné vrcholy

F, F5 — ohniska

a —dlzka hlavnej polosi

b — dlzka vedlajsej polosi

e —excentricita (vystrednost)
e=+va?®+b?

ay, ag — asymptoty
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Stredové rovnice hyperboly
Y

Q/
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Dékaz 1: Nech je dand hyperbola so stredom S|0;0], ktorej hlavnd os leZi na osi x a vedlajsia
0s na ost y. DokdZte, Ze tito hyperbolu moZeme analyticky vyjadrit rovnicou:

kde a,b si dizky hlavnej a vedlajsej polosi hyperboly.

Z: Vyzerd to tak, Ze mdm odvodit stredovii rovnicu hyperboly. Odkial mdm zacat? Obrdzkom?

U: Dobry napad. Zakreslime si takito hyperbolu v ststave suradnic.
Yy =02

Xz; y]

F1 @) FQ
—e [A |S B\l €¢z=o

: Obrdzok mi velmi nepomohol. . . Nevidim tu nijaky pravouhly trojuholnik ani ni¢ podobné. . .

c N

: Zacneme definiciou hyperboly.

N«

. Hyperbolou nazyvame mnoZinu vsetkych bodov roviny, ktoré majiu od dvoch roznych bo-
dov tejto roviny Iy a Fy konstantni absolitnu hodnotu rozdielu vzdialenosti rovnajicu sa
kladnému redlnemu ¢islu 2a, pricom c¢islo 2a je mensie ako vzdialenost bodov Fy a Fy.

U: Vyborne. Zoberieme si lubovolny bod hyperboly X [x;y|. Podla definicie pren plati:
[| X Fi| — | X || = 2a.

Vyjadrime si velkosti tseciek | X Fi| a | X Fy|.
Z: Potrebujem siuradnice ohnisk Fy a F,. Aha! PouZijem obrdzok. Hned vidim, Ze
Fi[—e;0] a Fle;0].
U: Spravne. Dodam len, Ze e je excentricita hyperboly. Je to vzdialenost ohniska a stredu

hyperboly.
Stradnice mame. Vyjadrime pomocou nich velkosti prislusnych tseciek.

Z: Pouzijem zndmy vzorec na urcenie . Podla neho plati:

(XFi|=/(-e—2)*+(0-y)? a |[XF|=+/(e—2)?+(0—y)*

U: V poriadku. Tieto vyjadrenia dosadime do rovnice:

IXF)| - |XF|| = 2a.
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N«

: Dosadzujem:

[V (—e—2)2+ (0 —y)? = /(e —2)2 + (0 — y)?| = 2a.

: Rovnicu budeme upravovat, aby sme ju ziskali v ,krajSom tvare“. Obe strany rovnice

umocnime na druhi. Nezabudnime na to, Ze lavl stranu umocnujeme ako dvojélen podla
vzorca (a+0b)?. A naviac po umocneni je kazdy vyraz nezadporny, preto absoltitnu hodnotu
lavej strany vynechame.

: Pokusim sa spravne umocnit obe strany rovnice, dostdvam:

(e—2)* +y* = 2V/[(—e —2)* + 7 - [(e — )2 + ¢ + (e — 2)* + ¢ = 4a®.

Nuly som uz vynechal.

: Dobre. VSetky vyrazy v zatvorkach, aj tie pod odmocninou, upravime podla vzorca. Sleduj

rémcek.

e+ 2ex + 2% + % — 2v/[e2 + 2ex + 22 + 2] - [e® — 2ex + 22 + y?] + € — 2ex + 2 + 9 = 4a’.

N«

: Konecne sa dd nieco zjednodusit! Virazy €%, 22 a y? s¢itam a este zrusim 2ex. A v ramceku

je to, ¢o mi ostalo.

2¢% 4 227 4 2% — 2+/[€2 + 2ex + 22 + 2] - [e® — 2ex + 22 + y?] = 4a®.

: Vyborne. Obe strany rovnice mdZzeme vydelit ¢islom 2. Zaroven vyrazy v zatvorkach pod

odmocninou usporiadame tak ako v tomto ramceku:

e? + 2% +y? — V/[(e2 + 22+ y2) + 2ex] - [(€2 + 22 + y2) — 2ex] = 24

: Hm. .. Preco ste to usporiadali prave takto?

: Vyraz pod odmocninou by ti mal pripominat jeden znamy vzorec:

(A—B)(A+ B) = A> - B

: Naozaj! Plati A = ¢* + 22 +y* a B = 2ex.

: Pre vyraz pod odmocninou podla tohto vzorca plati to, ¢o je v ramceku:

(2 + 2% + y?) + 2ex] - [(e? + 2 + 9°) — 2ex] = (* + 2* + y*)? — (2ex)?

: Upravovantu rovnicu mame potom v tvare:

(&2 4+ 2% +¢?) — V(2 + a2 + y2)2 — de22? = 2a°.

: V rovnici stale mame jednu odmocninu.

: Ano. Nasleduje preto dalsie umocnenie oboch stran rovnice na druht. Najprv vSak rovnicu

upravime tak, aby sme pri umocneni odmocninu odstranili.
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Z: Asi viem ako. Osamostatnime odmocninu na jednej strane. Napr. na pravej a zvysné cleny
dame na lavi stranu. Vyzerd to takto:

(e 4+ 2% + y?) — 2a® = /(€2 + 22 + y?)? — 4e222.

U: MéZeme umociiovat.

Z: Dostdvam:
€2+ 22 1 )2 — 4a2(e® + 22 + ) 4 dat = (2 + 22 1+ 2)2 — 4ea2,
) Y )
Hurd! Clen (e? + 2% + y?)? sa odcita. Dostdvam:

—4a?(e* + 2* + y?) + 4a* = —4e2?.
U: Vykratime stvorky a roznasobime zatvorky.

Z: Skusim sam.
—a%e? — a%a? — a2y2 + a* = —e?a?.
Nemdme uZ odmocniny, ale stdale to nie je ono. ..

U: Teraz vyuzijeme vztah, ktory plati pre parametre hyperboly a,b a e.

Z: Myslite tento:
e? = a? 4 bv*7

U: Presne ten. Vyraz ¢ nahradime v rovnici vyrazom a* + b?. Dostdvame:

—a*(a® + V?) — a®2® — a*y* + a* = —(a* + V)2
Z: Rozndsobim zatvorky:
—a* — a®b? — a*2? — a®y? + ot = —a®2? — VP’
Vigrazy a* a a’2? sa odé&itaju, mdm rovnicu:

—a’h? — a%y? = —b%a>.

U: Usporiadame jednotlivé ¢leny takto:
Ba? — a?y? = a®b?.

Na pravej strane rovnice potrebujeme dostat jednotku. Preto vydelime obe strany rovnice
vyrazom a’b? a dostavame:
22 2
— —==1
a2 b2
Z: A to je uzZ poZadovand rovnica hyperboly. Nebolo to aZ také tazké.

U: Aby bol dokaz matematicky spravny, je potrebné dokézat aj spitna implikdciu. Zatial
sme ukazali, Ze kazdy bod hyperboly spliia dant rovnicu. Mézeme viak povedat, Ze vetky
uskutocnené tpravy boli ekvivalentné, teda nas postup mozeme obratit. Znamena to, ze
ak stiradnice nejakého bodu X [z;y] spliiajit danti rovnicu, tak bod X je bodom hyperboly.
Tym je dokaz hotovy.
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Priklad 1: V sustave suradnic v rovine zakreslite hyperboly dané nasledujicim analytickym

vyjadrenim:
2 2
o) T 1,
4 4
b) (z—2)>—9y*=09.

Urcte suradnice stredu, ohnisk, vrcholov a rovnice asymptot hyperboly.

Z: Hyperboly st dané

U: Mas pravdu. Pripomeniem len, zZe stredova rovnica hyperboly méa jeden z tjchto tvarov:

(x—m)? (y—mn)?

a? R L
alebo
(y —n)? (- m)* {
a? b2 ’
kde stred hyperboly je bod S[m;n], a je dlzka hlavnej polosi a b je dlzka vedlajsej polosi
hyperboly.

Z: Ktory z tych tvarov to bude, zavist od toho, ktorym smerom je hyperbola ,,otocena” v sustave
sturadnic. Kedze sa vold stredovd rovnica, mal by som vediet z nej vycitat siuradnice stredu
hyperboly. Zacnem s prikladom po a):

IQ y2

——==1
4 4
Tu je to jednoduché. Stred hyperboly je bod S|0;0].

U: Sthlasim. Uréme dizky hlavnej a vedlajsej polosi.

Z: To je tieZ lahké. DlZka hlavnej polosi, viastne jej druhd mocnina, je v zlomku pod virazom
22, teda a® = 4. Potom a = 2.

U: Upresiiujem, Ze druhd mocnina dlzky hlavnej polosi je v menovateli toho zlomku, ktory
v rovnici vystupuje s kladnym znamienkom. Nemusi to byt vZdy zlomok s premennou x.

Z: Druhd mocnina dizky vedlajsej polosi je v zlomku pod virazom y?, t. j. v zlomku, ktory
v rovnici vystupuje so zdpornym znamienkom. To znamend b* = 4, z ¢oho b = 2.

U: Vedel by si povedat ako je umiestnena hyperbola v ststave stiradnic? S ktorou osou stistavy
sturadnic je rovnobezna jej hlavna os?

Z: Hm. .. Trosku ma mitie, e v menovateloch oboch zlomkov je rovnaké cislo. Dizky oboch
polosi st rovnaké. Nevadi to? Neviem povedat, ktord je vicsia.
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uU:

N«

To si si poplietol s . Pri hyperbole je dolezité to, ktory zlomok ma kladné znamienko
a ktory zaporné. Podla toho zistime polohu hyperboly. Ak je v rovnici zlomok s premennou
x s kladnym znamienkom, t. j. rovnica hyperboly méa tvar:

(z—m)* (y—n)

_ —1
a? b2 ’

jej hlavna os je rovnobeznd s osou x. V opac¢nom pripade ma hyperbola rovnicu:

(y—n)* (z—m)?
a? b? =1

t. j. zlomok s premennou x je so zapornym znamienkom, hlavna os hyperboly je rovnobezna
S osou Y.

: Pochopil som. V nasom pripade je zlomok s premennou x na prvom mieste, teda ma kladné

znamienko. Hlavnd os hyperboly bude rovnobeznd s osou x. Hyperbola bude ,uvpravo“ a
Lulavo®.

: Uréme teraz suradnice vrcholov hyperboly. Stred elipsy je v zaciatku stustavy stradnic,

znamena to, ze osi elipsy lezia na suradnicovych osiach.

. Jasné! Preto hlavné vrcholy budi lezat na osi x vzdialené od stredu o dizku hlavnej polosi,

teda o a = 2. Hlavné vrcholy maju suradnice:

A[-2;0] a B[2;0].

: Pokracujeme so stradnicami ohnisk hyperboly.

: To by malo byt tieZ jednoduché. Ohniskd leZia na hlavnej osi, t. j. na osi x. Od stredu si

vzdialené o excentricitu e.

: Najprv uréme hodnotu e. Vyuzijeme vztah, ktory plati pre parametre hyperboly:

e =+vVa?+ b2,
e =22 £ 22 = /8 = 2/2.

: Podla neho vypocitam e:

: Dobre. Teraz by si mal vediet uréit siradnice ohnisk.

. Ano. Ohniskd hyperboly maji sturadnice:

Fi[-2v2;0] a Fy[2v/2;0].

: Ostavaju asymptoty.

: Na tie mame vzorce. Asymptoty maji rovnice:

b

ay: (y—mn)= 5(”; —m),

b

as:(y—n)= —5(51; —m).

Pre nasu hyperbolu plati: m =0, n =0, a =2, b =2. Preto rovnice asymptot su:

a1 Y= G ay: Y= —IT.
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U: Spréavne. Ukdzem ti vSak aj iny postup, pri ktorom si netreba pamitat ,vzorce* pre
asymptoty.
Urc¢ime si suradnice bodu K, ktory lezi na jednej asymptote. Zaroven lezi ,nad“ hlavnym
vrcholom B, posunuty o dizku vedlajsej polosi. Bod B[2;0] a b = 2, preto K[2;2]. Teraz
pozname dva body, ktoré patria asymptote, body S a K. Néjdeme rovnicu asymptoty
v cy=kx+gq, k,qgeR.

Z: To si skisim sdm. Dosadim suradnice jednotlivijch bodov do smernicového vyjadrenia
priamky. Pre bod S]0;0] mdm:
0=Fk-0+gq.

A pre bod K|[2;2] dostdvam:
2=k-2+q.

Z toho je jasné, Ze ¢ = 0 a k = 1. Rovnica asymptoty je

ap Yy = .

U: Druhd asymptotu urc¢ime na zéklade symetrie. Asymptoty, tak ako aj cela hyperbola, st
sumerné podla vedlajSej osi. Tou je v nasom pripade os y. Preto rovnica druhej asymptoty
je:

as 1y = —2x.
Nakoniec zakreslime hyperbolu v stistave stradnic. Najprv si vyznacime hlavna a vedlajsiu

os, hlavné vrcholy a ohniskd. Potom zakreslime asymptoty, pomoct si mozeme aj bodom
K. A nakoniec zaznac¢ime dve vetvy hyperboly.

Z: Pokracujem vlohou b):
(x —2) —9y* =0.

To ale nie je stredovy tvar rovnice! Na pravej strane nemdme jednotku!

U: Velmi lahko ju tam vSak vyrobime. Staci obe strany rovnice vydelif ¢islom 9.
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Z: Mdte pravdu. Hyperbola md stredovi rovnicu:

(z—2)*

2
- _1-
9 y

Suradnice stredu, to su tie c¢isla v zdtvorke pri x a vy, ale s opacnym znamienkom. To
znamend, Ze:

S12;0].
U: Vyborne. Nasleduje urcenie velkosti polosi.

Z: V menovateli prvého zlomku s kladnym znamienkom je 9, preto a = 3. V menovateli dru-
hého zlomku so zapornym znamienkom je. . .nic.

U: Nie ni¢, ale ¢islo jedna, jednotka.

Z: Aha! Preto b = 1. Kladné znamienko je pri zlomku s premennou x, preto hlavnd os hyper-
boly je rovnobeind s osou x. A vedlajsia s osou .

U: Ano. Znézornime si v ststave stiradnic stred hyperboly a jej osi. Obrazok nam pomoze pri

urc¢ovani suradnic vrcholov a ohnisk.

Yy 02

2
S T=0

U: Hlavna os je dokonca totozna s osou z. Na nej lezia hlavné vrcholy hyperboly.

“©

Z: To znamend, %e si ,napravo “ a ,nalavo® od stredu S, posunuté o diZku hlavnej polosi,
cize o a = 3. Hlavné vrcholy maju suradnice:
A[-1;0] a B]5;0].
U: Vyborne. Pokrac¢ujeme ohniskami hyperboly.

Z: Najprv urcim excentricitu hyperboly:

e =v32 + 12 = V10.

U: Dobre. Ohniskéa lezia na hlavnej osi o;.

Z: Ano. Ohniskd maju suradnice:

Fi[2 —V10;0] a Fy[2+ /10;0].

U: Potrebujeme este asymptoty. Pomdzeme si bodom K.
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Z: Ten lez ,nad“ hlavngm vrcholom B[5;0], posunuty o dizku vedlajsej polosi b = 1. Preto
K[5;1]. Do smernicového tvaru rovnice asymptoty: y = kx—+q, k,q € R dosadim suradnice
bodov S[2;0] a K[5;1]. Dostdvam:

0=k-2+q,

1=k -5+4q.

Prvi rovnicu vyndsobim (—1) a rovnice sc¢itam. Mdm:
1= 3k,

z ¢oho k = % Dosadim tito hodnotu napr. do prvej rovnice:

1
0=2--+
3 q
a viem, Ze q = —%. Rowvnica asymptoty je
1 2
ay Yy =—-r— —-.
1:Y 3 3

U: Vyborne. Druhii asymptotu uréime podobne. Bod K’ nachadzajuci sa nad druhym hlavnym
vrcholom A mé stradnice K'[—1;1].

Z: Opit zostavim sistavu Tovnic:
0=k -2+gq,

1=k -(—-1)+gq.
1

Jej riesenim je k = —3 a q = % Preto rovnica druhej asymptoty je:

1 2
agzy:—§m+§.

Nakoniec zakreslim hyperbolu v sustave suradnic.
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Uloha 1: V sistave siradnic v rovine zakreslite hyperboly dané nasledujicim analytickym

vyjadrenim:
2 2

o) LT 1,
9 4

Urcte suradnice stredu, ohnisk, vrcholov a rovnice asymptot hyperboly.

Vysledok:
a) o1 || 0,0 =3,b=2,e=1+/13,5[0;0], A[0; 3], B[0; —3], F}[0; —/13], F>[0; v/13],

. _ 3 . _ 3
a1y = 5T,a2 1Y = —5,

b) o1 || 0z,a =4,b=2e=2v5,5[1; 2|, A[-3; —2], B[5; —2], F1[1 — 2V/5; —2],
F14+2v5;—2l,a1:2—2y—5=0,a3:2+2y+3=0
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Priklad 2: Napiste rovnicu hyperboly, ak Fy[—3;0] a Fy[3;0] st jej ohniskd a diZka hlavnej
polosi a = 2.
U: Akd rovnicu hyperboly poznas?

Z: Pozndm stredovi a vseobecni rovnicu hyperboly. Viac sa mi vsak pdci stredova. Je to tato:

(x —m)*  (y—n)? _
a? B b2 -

U: Alebo aj
(y—n)? (z—m)* |
a? 2o

kde stred hyperboly je bod S[m;n], a je dlzka hlavnej polosi a b je dlzka vedlajsej polosi
hyperboly.

Z: Ano, zabudol som, mdme dve mozZnosti podla toho, ako je hyperbola umiestnend v siustave
suradnic.

c

: Na napisanie stredovej rovnice hyperboly potrebujeme poznat stradnice stredu hyperboly
a dlzky jej polosi.

. Pozndme dizku hlavnej polosi a = 2. Ako viak zistim stiradnice jej stredu?

C N

: Méme predsa dané ohniska. Aké je poloha ohnisk hyperboly vzhladom na jej stred?

. Stred hyperboly lezi presne v strede” medzi ohniskami.

C N

: D& sa to povedaft aj takto: Stred hyperboly je stredom tsecky FiF5.

N«

: Aha! A sidradnice viem vypocitat. Ked sa pozriem na suradnice ohnisk
F1[—3;0] a F5[3;0], viem to aj spamdti. Ohniskd lezia na osi x, ich prvé suradnice si —3
a 3, z toho je jasné, Ze

S1[0; 0.

: Vyborne. Zaroven si si uvedomil aj dalsi fakt. Ohniska lezia na osi z, to znamena, Ze os x

je hlavnou osou hyperboly.

c

: A kedZe stred je v zaciatku sustavy suradnic, vedlajsia os je 0s y.

cC N

: Tiez je jasné, Ze excentricita e = 3.

N«

: Ano. Je to vzdialenost ohniska od stredu hyperboly.

. Potrebujeme este dizku vedlajSej polosi b. Uréime ju pomocou vztahu, ktory plati pre

hyperbolu:
e =+va?+ b2

Z: Vyjadrim si b a dostdvam:
b=+Ve2—a2

Dosadim nase hodnoty a mam:
b=V32-22=19—4=1/5

DiZka vedlajsej polosi je b = /5.
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U: Mame urcené stradnice stredu S[0; 0] a dizky polosi @ = 2 a b = /5. Vieme, Ze hlavna os
je rovnobezna s osou x. Akd rovnicu ma hyperbola?

Z: To je teraz uz lahké. Dosadim len hodnoty. Hyperbola md rovnicu:

2

=1.

r? oy
4 5

Uloha 1: Napiste rovnicu hyperboly, ak Fy[—6;3] a F5[2;3] si jej ohniskd a dlzka hlavnej
polosi a = 2.
(z+2)* (y—3)?* _

Vysledok: — =1
ysledo 1 B

Uloha 2: Napiste rovnicu hyperboly, ktord md ohniskd Fi[—2;1], F3[6;1] a hlavny vrchol
Al4;1].
(-2 (y—1?

Vysledok: — =1
ysledo 1 B
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Priklad 3: Rozhodnite, ¢i nasledujica rovnica:

C N c

N«

N«

: To myslite asi tie zdtvorky (x —m)? a (y —n)

92% — 16y* — 362 + 32y — 124 =0

je analytickym vyjadrenim hyperboly. V pripade, Ze ide o hyperbolu, urcte suradnice jej
stredu, velkosti hlavnej a vedlajsej polosi a excentricitu.

: Myslim, Ze je to vSeobecnd rovnica hyperboly.

: Mohla by byt. VSeobecna rovnica hyperboly mé tvar:

Az* + By* +Cx+ Dy + E =0,

pricom A, B,C, D, E € R a zaroven A- B < 0.

: Podmienky su splnené, A je kladné a B je zdporné.. Urcite je to hyperbola.

: Povedali sme, ze vSeobecna rovnica hyperboly méa tento tvar. AvSak nie kazda rovnica

tohto tvaru vyjadruje hyperbolu. Danti rovnicu upravime na stredovy tvar, a ak sa nam
to podari, je to hyperbola.

: Dobre. Aj tak zo vieobecnej rovnice hyperboly neviem urcit suradnice jej stredu.
: Ako vyzera stredovy tvar rovnice hyperboly?
. Je to rovnica typu:
(z—m)?  (y—n)
a? B b2 =1
alebo
(y—n)* (x—m)
a2 b2 =1L

: Pricom m,n su stradnice stredu hyperboly a a,b st velkosti jej polosi. Na rozdiel od

vSeobecnej rovnice, je upravena na ,Stvorce®.

2 vsak?

: Presne tak. Budeme tieto vyrazy v zdtvorkach vyrabat. Znamend to urobit

: Tak to si ddm najprv dohromady cleny s x a cleny s y. Zopakujem si dani rovnicu:

92% — 169> — 36x + 32y — 124 = 0.

Takze:
(92% — 362) — (16y* + 32y) — 124 = 0.

: Pozor! Zatvorky nemozeme len tak pridat kde chceme. Musime si dat pozor na znamienka.

Pred druhou zatvorkou je znamienko minus, znamena to, ze mame v zatvorke kazdy clen
s opa¢nym znamienkom, teda aj ¢len +32y. Spravne to vyzera takto:

(92 — 362) — (169> —32y) — 124 = 0.

: Rozumiem. Nabudice si ddm vicsi pozor.
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uU:

C N C N

C N

NavySe zatvorky teraz upravime na Stvorec. Preto je velmi vhodné vybrat koeficient pri
2% a y? pred zatvorku. Takto:

9(z® — 4x) — 16(y* — 2y) — 124 = 0.

: To je dobry napad. Keby som vybral pred druhi zatvorku rovno (—16), snad by som sa

nepomylil v znamienku.

: Pozrieme sa na prvi zatvorku. Chceme, aby to bol vyraz tvaru A2 — 2AB + B2.
. V zdtvorke mi chiyjba clen B2%. Asi by som si ho mal nejako vyrobit. . .

: Clen 2AB mé tvar 4z, ¢o sa d4 napisaf aj 2 -z - 2.

: Z toho je jasné, Ze B = 2. Chybajici clen B* bude 2° = 4.

: Takze ho pripiSeme do zadtvorky. A aby platila rovnost, musime ho aj oddcitat. Preto:

9[(z? — 4w+4)—4] — 16(y* — 2y) — 124 = 0.

N«

N«

: Druhi zdtvorku skisim ja. Mdm tam 2y, to je vlastne 2 -y - 1, takZe mi bude chybat clen

12 = 1. Preto:
9[(z® — 4o+4)—4] — 16[(y* — 2y+1)—1] — 124 = 0.

: Vyborne. Teraz odstranime hranaté zatvorky.

: Mdame:

9(x? — 4x+4)—36 — 16(y* — 2y+1)+16 — 124 = 0.

: Vyborne. Prva zatvorka ndm dava (z — 2)? a druha (y — 1)2. Este s¢itame zvy$né ¢isla

—36 + 16 — 124 a vysledny stcet —144 dame na pravi stranu. Dostavame:

9(z —2)* —16(y — 1)* = 144.

. Ale stredovd rovnica hyperboly md na pravej strane jednotku!

: Mas pravdu, este sme s upravami neskoncili. Jednotku na pravej strane ziskame tak, ze

obe strany rovnice vydelime ¢islom 144. Dostavame:

(-2 (-1,
16 9

A to je stredova rovnica hyperboly. Vedel by si mi povedat, aké su stradnice jej stredu a
velkosti jej polosi?

: Stradnice stredu - to su ¢isla v zdatvorkdch, ale s opacnym znamienkom, cize S[2;1]. Velkost

hlavnej polosi a a velkost vedlajsej polosi b ndjdem v menovateloch zlomkov. Teda presnejsie
ich druh€ mocniny. S kladnym znamienkom je zlomok s x, preto v jeho menovateli budem
hladat velkost hlavnej polosi. To znamend, Ze a = 4 a b = 3.

: Vyborne. Ako uré¢ime excentricitu hyperboly?

. Vyuzijeme vztah, ktory plati pre parametre hyperboly:

e = Va2 + b2

: Sthlasim.
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Z: Podla neho vypocitam e:

e =V42 32 =25 =5,

Uloha 1: Rozhodnite, ¢ nasledujica rovnica je analytickym vyjadrenim hyperboly:
22 — 5y + 62 — 10y 4+ 40 = 0.

V pripade, Ze ide o hyperbolu, urcte siuradnice jej stredu, velkosti hlavnej a vedlajsej polosi
a excentricitu.

Vysledok: S[—3; —1],a = %5 b = 6,¢ = 00
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Priklad 4: Dokdzte,Ze sicin vzdialenosti lubovolného bodu hyperboly 2x% — y?> = 2 od jej

2

asymptot je konstantny a rovnd sa 3

: Povieme si najprv nie¢o o hyperbole. Aké stiradnice ma jej stred a aké st dizky jej poloosi?

: Upravim si rovnicu hyperboly

202 —y? =2

na stredovy tvar, to znamend, Ze na pravej strane vyrobim jednotku. Vydelim obe strany
rovnice cislom 2:

2
xz—y—zl.
2

Odtial viem, Ze S[0;0], dizka hlavnej polosi a = 1 a diZka vedlajsej polosi b = /2.

: Vyborne. Teraz potrebujeme rovnice jej asymptot.

: Na tie mame vzorce. Asymptoty maji rovnice:

b
w o (y—n) =~z —m),

b
as: (y—n)= —g(:z; —m).

Pre nasu hyperbolu plati: m =0, n =0, a =1, b = /2. Preto rovnice asymptot si:

alzy:\/ﬁ-x a agzy:—\@-x.

: Stithlasim. Vhodnejsie by boli ich

: To je jednoduché. Dam véetky cleny na lavi stranu a na pravej mi ostane nula. Veobecné

rovnice asymptot su:

alz\/§~:1:—y:0 a agz\/i-x—kyz().

: Nech X[z;y] je Iubovolny bod hyperboly. Znamena to, Ze jeho stiradnice z,y spliiajt dant

rovnicu hyperboly: 222 — y?> = 2. Ako uréime vzdialenost bodu X od asymptot?

: Hm. .. To naozaj neviem.

: Urcite to vieS. Asymptoty su predsa priamky. Potrebujes urcit

: Aha! Vzdialenost bodu M od priamky p sa pocita podla vzorca:

lamy + bmsg + |
Va2 b2

kde bod M|[mq;ms] a priamka p je dand ar + by + ¢ = 0, pricom
a,bce R, a#0VDb#£0.

|Mp| =
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U: No vidis! My mame bod X[z;y] a priamku a; : v/2 - 2 — y = 0. Preto pre vzdialenost bodu
X od priamky a; plati podla vzorca, ktory si uviedol:

V22 —y| .
V22 £ (-1

‘X@ly =

Po tprave mame:
V22 —y|
V3 '

Vzdialenost od druhej asymptoty wuréim ja! Mam bod X|x;y| a druhd asymptotu
as 2 V2 x4y = 0. Pre vzdialenost bodu X od priamky as plati:

[Xay| =

N(

V22 +y

’XCLQ‘ = .
Jwarie
Po uprave mam:
2.
| Xas| = V2 2 +y|

V3

U: Vyjadrime teraz sucin vzdialenosti | Xa;| - | Xas.

N«

: To len dam dokopy obe vyjadrenia. Dostdvam:

V22 -yl V2 24yl
V3 V3 o

Menovatele mozZem vyndsobit, ¢im sa mi odstrdni odmocnina:

V2 2 -yl [V2 2 +y|
; .

U: V&imni si, ze v ¢itateli moéZzeme pouzit vzorec (a — b)(a + b) = a® — b?.

‘XCL1| . |Xa2| =

‘X@ly . ’XGQ‘ =

Z: Madte pravdu. Sucin vzdialenosti sa preto rovnd:
22% — o]
3 )

: Uvedomime si, Ze stiradnice x, y bodu X spliiajt rovnicu hyperboly, t. j. plati: 222 — y? = 2.

|X(11| . |XCL2| =

c

Z: Ale to predsa mdme v Citateli! Vijraz v citateli sa rovnd 27
U: Presne tak. Preto: o 2
Xaq|- | Xas| = — = —.
[ Xai] - [Xas 3 3

A tym je dokaz hotovy.




