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Elipsa a jej analytické vyjadrenie
RNDr. Viera Vodickova

U: Co si predstavujes pod pojmom elipsa?

Z: Elipsu pozndm. Stretdvam sa s 1iou sndd kazdy deri. Staci, ked sa vyberiem do chladnicky a
nareZem si zopar platkov salamy. Ak krdjam pekne rovno, ziskam okrihle pldtky. Ak vsak
rezem Sikmo, ziskam podlhovasté platky, elipsy.

U: To bol pekny priklad. Akurat elipsa je len ¢iara, ktora tvoje ,,podlhovasté platky ohrani-
¢uje. Podobne ako kruznica ohranicuje okrtuhle platky.

Z: Elipsu vidim velmi casto. Viastne vZdy, ked sa na krunicu divam Sikmo. Tvar elipsy maji
aj stoly, budovy a dokonca aj pocitacove mysky sa na nu podobaji.

c

: Pripomeniem elipsu eSte v jednej suvislosti. Naga Zem sa pohybuje okolo Slnka po drahe,
ktora ma tvar elipsy.

Ucili sme sa o tom na fyzike. Tusim to objavil matematik Jan Kepler.

cC N

: Ano. A aj ostatné planéty obiehaji okolo Slnka po eliptickych drahach.

N«

Viem si elipsu predstavit. Ale ako vlastne vznikne? S kruZnicou je to jednoduché, ,zapich-
nem kruzidlo“ a ramenom opisem kruZnicu.

U: Predstav si, Ze mas kozu, priviazani o kolik na trdve. Nechdme ju past.
Z: Aha! Koza vyZerie cely kruh, ak bude hladnd. . .

U: Cize tizemie ohrani¢ené kruznicou. A teraz ju priviazeme povrazom ku dvom kolikom, tak
aby sa mohla pozdlZ povrazu pohybovat, pozri si obrazok.

Z: Jasné, teraz to bude ohranicovat elipsa.

U: Vsetky body na elipse maju stucet vzdialenosti od tychto dvoch kolikov rovnaky.
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Z: Ano, presne tolko kolko je dlZka povrazu.

U: Koliky nazveme ohniska elipsy a oznacujeme ich F a F;. Elipsou nazgyvame mnozinu
vsetkych bodov X roviny, ktoré maju od dvoch réznych bodov tejto roviny F;
a Iy konstanitny sucet vzdialenosti rovnajici sa kladnému realnemu cislu 2a,
pricom ¢islo 2a je vicésie ako vzdialenost bodov F, a F;. Elipsu ozna¢ujeme velkym
pismenom F.

F= {X < ]Eg, ’XFl‘ + |XF2‘ = 2@;@ S R+;2(l > ‘F1F2’}

Z: To sa dd na zdklade prikladu s kozou pochopit. Ale preco 2a?

U: 2a predstavuje dlzku povrazu. Preco je tato konstanta takto vyjadrena, hned uvidis. Vy-
svetlime si oznacenia jednotlivych prvkov elipsy. K tomu potrebujeme obrazok.

U: Elipsa ma dve osi, hlavnt 0; a vedlajsiu o, . Tieto dve osi st na seba kolmé. Ich priesecnik
je bod S a nazyva sa stred elipsy.

Z: Hlavnd os je td ,dlhsia“ a vedlajsia zase ,kratsia“. Naviac vidim, Ze na hlavnej osi leZia
obe ohniska.

U: Ano. Ohnisk4 st rovnako vzdialené od stredu elipsy. Tato vzdialenost oznacujeme e a
nazyva sa excentricita elipsy.

Z: Ezxcentricita - to sa mi skoro polame jazyk. . .

U: Namiesto slova excentricita sa moZe pouzit aj vistrednost.

U: Ostali nam este vrcholy elipsy.
Z: To budi asi body A,B,C a D.

U: Priese¢niky hlavnej osi a elipsy nazyvame hlavné vrcholy elipsy. St to body A a B.
Vzdialenost hlavného vrcholu od stredu sa nazjva diZka hlavnej polosi a oznacuje sa
a.

Z: To je to a, ktoré vystupovalo v definicii?
U: Presne to, ¢ize polovica dlzky povrazu. Analogicky priese¢niky vedlajsej osi a elipsy nazj-
vame vedlajsie vrcholy elipsy. St to body C' a D. Vzdialenost vedlajsieho vrcholu od

stredu sa nazyva diZka vedlajsej polosi a oznacuje sa b. Pricom plati, ze a > b. Cize
dlzka hlavnej polosi je vidy vicsia ako dlzka vedlajsej polosi.

Z: Nemozu byt aj rovnaké, teda éo ak by sa a rovnalo b?

U: Skas porozmyslat sam. Ako by vyzerala elipsa, ktorej hlavna aj vedlajsia polos mé rovnaku
dlzku?
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: To by bola rovnako ,,dlha“ ako ,sirokda“. Bola by to. .. kruznica!

C N

: Spravne.

N«

: TakzZe elipsa md aZ tri parametre a,b, e?

c

: Ano. Ale existuje medzi nimi vzfah. Pozri si nasledujici obrazok.

Sustredime sa na bod C. Je to bod elipsy, takze na zéklade definicie elipsy plati:

|CF1| + |CF2| = 2a.
Z: Aha! Elipsa je predsa sumernd a preto

|CF1’ = |CF2’ = a.
U: Vyborne. Teraz si v§imneme trojuholnik SF5C'.

Z: Je pravouhly, lebo osi elipsy su na seba kolme.

U: Ano. V kazdom pravouhlom trojuholniku plati Pytagorova veta. Podla nej pre tento troj-
uholnik plati:
b2+ e =d

Odtial dostavame vztah pre exentricitu elipsy:

e =Va? — b2

U: Povieme si aké analytické vyjadrenie ma elipsa.

Z: Bude mat rovnicu, tak ako kruZnica alebo priamka?

U: Ano. Rovnica elipsy zévisi od jej polohy v stistave stiradnic. My sa budeme zaoberaf len
takymim elipsami, ktorych osi sit rovnobezné s osami z,y stistavy suradnic.

Z: CiZe napr. takto, ako je to tu na obrdzku?
Y
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U: Ano. To je jednoduchy priklad. Osi elipsy lezia na stiradnicovych osiach a to tak, Ze os
predstavuje hlavnu os elipsy a os y vedlajsiu os. Stred elipsy méa sauradnice S[0; 0]. Rovnica
takejto elipsy je potom:

a? Y
o) + i 1.

Z: Celkom sympatickd rovnica. Ako sa zmeni, ak elipsu posuniem niekde inde?

U: Elipsu posunieme tak, Ze jej hlavna os bude rovnobezna s osou x a vedlajsia s osou .
Stred elipsy méa stradnice S|m;n].

x
- 2 N2
(x 2m) N (y —n) _1
a b2
Z: To je rovnaké ako pri . Namiesto x*> mdme (x —m)?, ¢o vyjadruje posunutie stredu

elipsy.
U: Povedali sme, Ze sa budeme zaoberat len takymi elipsami, ktorych osi st rovnobezné

s osami x, y sustavy stradnic. Druhd mozZnost umiestnenia elipsy v ststave stradnic je na
dalsom obrazku.

Y 01,
B
09 :
ol D
:A

Z: Flipsa sa otocila. Teraz je na ,vysku®.
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U: V tejto polohe je hlavné os elipsy rovnobezna s osou y a vedlajsia s osou z. Stred elipsy
mé opit suradnice S|[m;n|. Rovnica elipsy je potom:

x—m)? y—n)?
—m? (y-n)
b2 a?

Z: Vymenili sa dlzky polosi. Pod clenom s x je b a pod clenom sy je a.

= 1.

s y, budeme vediet, ako je elipsa oto¢end v sustave stradnic. Uvedené rovnice nazyvame
stredovymi rovnicami elipsy.

Z: Podla toho, Ze v nich vystupuji sturadnice stredu elipsy.

U: Okrem stredovej rovnice elipsy pozname aj vSeobecnt rovnicu elipsy. Vznikne tpravou
stredovej rovnice — roznasobenim zatvoriek, odstranenim zlomkov a umiestnenim vsetkych
¢lenov na lava stranu rovnice. Vieobecna rovnica elipsy ma tvar:

Az + By +Cx+ Dy + E =0,

pricom A, B,C,D,E € R a zaroven A # B a A, B > 0.
No. .. nevyzerd prave najkrajsie. Vidim vsak, Ze rovnica je kvadraticka.

: Ano, elipsa patri ku kvadratickym tatvarom.

cC c N

: Zhrnutie vSetkych dolezitych veci si mozes pozriet v nasledujicich tabulkéch.

01 — hlavna os

09 — vedlajsia os

A, B — hlavné vrcholy

C, D — vedlajsie vrcholy

Fy, F5 — ohniska

a —dlzka hlavnej polosi

b — dlzka vedlajsej polosi

e —excentricita (vystrednost)

e=VE T
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Stredové rovnice elipsy
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Dékaz: Nech je dand elipsa so stredom S|0;0], ktorej hlavnd os lezi na osi x a vedlajSia os na
ost y. Dokdzte, Ze tito elipsu moZeme analyticky vyjadrit rovnicou:

2 2
Z )
atE=h

kde a,b si dizky hlavnej a vedlajsej polosi elipsy.

Z: Vyzerd to tak, e mdm odvodit stredovi rovnicu elipsy. Odkial mdm zacat? Obrdzkom?

U: Dobry napad. Zakreslime si takito elipsu v stistave stradnic.

Yy
¢ X[z, y]
_/ e
A Fl S FQ B X
D

Z: Obrdzok mi velmi nepomohol. . . Nevidim tu nijaky pravouhly trojuholnik ani ni¢ podobné. . .
U: Zacneme definiciou elipsy.

Z: Elipsou nazjvame mnoZinu vietkych bodov roviny, ktoré maji od dvoch réznych bodov
tejto roviny F1 a Fy konstantny sucet vzdialenosti rovnajuci sa kladnému redlnemu cislu
2a, pricom cislo 2a je vicsie ako vzdialenost bodov Fy a Fy.

U: Vyborne. Zoberieme si lubovolny bod elipsy X |[x;y|. Podla definicie pren plati:
| X Fi| + | X Fy| = 2a.
Vyjadrime si velkosti Gseciek | X Fi| a | X Fy|.
Z: Potrebujem suradnice ohnisk Fy a Fy. Aha! PouZijem obrdzok. Hned vidim, Ze
Fil—e;0] a Fyle;0].

U: Spravne. Dodam len, Ze ¢ je excentricita elipsy. Je to vzdialenost ohniska a stredu elipsy.
Stradnice mame. Vyjadrime pomocou nich velkosti prislusnych tseciek.

Z: Pouzijem vzorec na urcenie . Podla neho plati:

(XFi|=/(-e—2)?+(0-y)? a |[XF|=+/(e—2)?+(0—y)

U: V poriadku. Tieto vyjadrenia dosadime do rovnice:

IXF|+ | XFy| = 2a.

Z: Dosadzujem:

V(e =22+ (0—y)2+ /(e —2)2+ (0 - y)? = 2a.
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U: Tato rovnicu budeme upravovat, aby sme ziskali nejaky jej ,krajsi tvar“. Obe strany
rovnice umocnime na druhd. Predtym vSak urobime mali tpravu:

Ve =20 e

Z: To ste len jednu odmocninu presunuli na druhi stranu. Zrejme sa tak bude lahSie umoc-
novat. .. A nuly v zdtvorkdch boli zbytocéné.

U: Pri umocneni nezabudneme na to, Ze pravi stranu umociiujeme ako dvojélen podla vzorca

(a — b)>.
Z: Pokusim sa spravne umocnit obe strany rovnice, dostdvam:
(—e—2)* +y* =4a® —dar/(e — 2)2 + 2 + (e — 2)* + 3~
U: Dobre. Zatvorky upravime podla vzorca:
e® + 2ex + 22 + % = 4a® — dar/(e — )2 + 12 + €2 — 2ex + 2% + 2.

Z: Konecne sa dd nieco zjednodusit! Vijrazy €2, 2% a y? sa zrusia, teda odéitaji, a este mozem
scitat 2ex. Dostavam:
dex = 4a® — dar/(e — )2 + y2.

U: Vyborne. ,,Stvorky® st zbytoéné, vykratime celt rovnicu a mame:

ex = a® —ay/(e — )% + 2.

U: V rovnici stale ostala jedna odmocnina, nasleduje preto dal$ie umocnenie oboch stran
rovnice na druht. Najprv vSak rovnicu upravime tak, aby sme pri umocneni odmocninu
odstranili.

Z: Asi viem ako. Osamostatnime odmocninu na jednej strane. Napr. na lavej a zvysné cleny
ddme na pravi stranu. Vyzerd to takto:

av/(e — )2 + 12 = a® — ex.

U: Ano. MéZeme umoctiovat.
Z: Dostavam:

a’[(e — x)* +9?] = a* — 2a’ex + %2’
U: Umocnime a roznasobime zatvorky.

Z: Skusim sam. Najprv umocnim dvojclen, potom rozndsobim zdtvorky. Sleduj ramcek. A este
élen —2a’ex sa odcita.

a’le* — 2ex + 2° + y*] = a* — 2a’ex + €*2®
a’e? — 2a’ex + a’z? + a*y? = a* — 2a%ex + %a?

&262 —|—a2x2 +a2y2 — CL4+€2I‘2

Nemdme uzZ odmocniny, ale stdale to nie je ono. ..

U: Teraz vyuzijeme vztah, ktory plati pre parametre elipsy a,b a e.
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Z: Muyslite tento:
e? =a* — b*?

U: Presne ten. Vyraz ¢ nahradime v rovnici danym vzfahom. Dostédvame:
a2(a? — 1) + a®a? + %P = at + (a® — b)a.

Z: Nastupujem zase ja! Rozndsobim zdtvorky:
at — a0 + a®2? + a2 = o + a2 — .

Virazy a* a a*x® sa odéitaju, mdm rovnicu:
—a?b? + a*y® = —b*a.

U: Prehodime jednotlivé cleny takto:
b’a? + a’y? = o’

Na pravej strane rovnice potrebujeme dostat jednotku. Preto vydelime obe strany rovnice
vyrazom a’b* a dostavame:
22 2
o) + i 1.
Z: A to je uZ poZadovand rovnica elipsy. Nebolo to aZ také tazké.

U: Aby bol dokaz matematicky spravny, je potrebné dokézat aj spatna implikdciu. Zatial
sme ukazali, Ze kazdy bod elipsy spliia dant rovnicu. MoZeme vSak povedaf, ze vSetky
uskutocnené tpravy su ekvivalentné, teda nas postup mozeme obratit. Znamena to, ze ak
stradnice nejakého bodu X |z;y] spliiaji dant rovnicu, tak bod X je bodom elipsy. T¥m
je dokaz hotovy.
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Priklad 1: V sustave suradnic v rovine zakreslite elipsy dan€ nasledujicim analytickym vy-

jadrenim:
22
47
TR
(r—1)?*  (y+1)

Urcte suradnice stredu, ohnisk a vrcholov elipsy.

Z:
uU:

c

Ne C© N

: Pozor! V menovateli spominaného zlomku sa nachadza jej druhd mocnina, a°!

Elipsy su dané
Mas pravdu. Pripomeniem len, ze stredova rovnica elipsy, ktora ma osi rovnobezné s osami
sustavy suradnic, mé jeden z tychto tvarov:

(@=m?  (y—n?

a? b2 =1

alebo

N2 N2
(x —m) N (y —n) 1,
b2 a?

kde stred elipsy je bod S[m;n], a je dlzka hlavnej polosi a b je dlzka vedlajsej polosi elipsy.

: Ktory z tyjch tvarov to bude, zdvist od toho, ktorym smerom je elipsa ,natiahnutd“ v sustave

suradnic. KedzZe sa vold stredovd rovnica, mal by som vediet z nej vycitat siuradnice stredu
elipsy. Zacnem s prikladom po a):
22 P

- A—
62

Tu je to jednoduché. Stred elipsy je bod S[0;0].

: Stihlasim. Uréme dlzky hlavnej a vedlajsej polosi.

. To je tieZ lahké. DIZka hlavnej polosi je v zlomku pod vyrazom x?%, teda a = 16.

2

. TakZe a® = 16, ¢iZe a = 4. Druhd mocnina dizky vedlajsej polosi je v zlomku pod vijrazom

y?, teda b* = 4, z coho b = 2.

: Vedel by si povedat ako je umiestnend elipsa v siustave stradnic? S ktorou osou ststavy

sturadnic je rovnobezna jej hlavna os?

: Neviem, ale myslim si, Ze s osou x.
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uU:

Polohu elipsy zistime podla jej rovnice. Podla toho, kde sii v rovnici umiestnené velkosti
hlavnej a vedlajsej polosi, teda parametre a, b. Musi platit, Ze a > b. Potom plati aj a® > b?.
Ak sa v rovnici v zlomku pod vyrazom (x — m)? nachadza vidsie &islo ako v zlomku pod
vyrazom (y — n)?, rovnica elipsy mé tvar:

2 2

r—m y—n
@-mP , (y=n

= 1.
a? b2

Jej hlavna os je rovnobezna s osou z. V druhom pripade ma elipsa rovnicu:

@=mp  (y=n)?

b2 a? =1

a jej hlavna os je rovnobezna s osou y.

: Pochopil som. Ja to budem robit takto: Pozriem sa pod x, ¢i je tam vicsie ¢islo ako pod

y. Ak dno, elipsa je ,natiahnutd pozdlzne“ v smere osi x, ak nie, je ,natiahnutd zvislo“
v smere osi y. Mal som teda pravdu, nasa elipsa bude ,pozdlZna“.

N«

: Uréme teraz sturadnice vrcholov elipsy. Stred elipsy je v zaciatku ststavy stiradnic, znamena

to, ze osi elipsy lezia na stiradnicovych osiach.

. Jasné! Preto hlavné vrcholy budi leZat na osi x vzdialené od stredu o dizku hlavnej polosi,

teda o a = 4. Hlavné vrcholy maju suradnice:

Al—4;0] a B[4;0].

: Stihlasim. S vedlaj$imi vrcholmi to bude podobné.

. Vedlagsie vrcholy elipsy budi lezat na osi y vzdialené od stredu o diZku vedlajsej polosi,

teda o b= 2. Maju suradnice:
C10;2] a D|0;—2].

: Ostéva nam urcit suradnice ohnisk elipsy.

: To by malo byt tieZ jednoduché. Ohniskd leZia na hlavnej osi, t. j. na osi x. Od stredu si

vzdialené o excentricitu e.

: Najprv uréme hodnotu e. Vyuzijeme vztah, ktory plati pre parametre elipsy:

e =+Va? — b2

: Podla neho vypocitam e:

e =V42 - 22 =12 =2V3.

: Dobre. Teraz by si mal vediet uréit stiradnice ohnisk.

: Ano. Ohniskd elipsy maji siradnice:

F1[—2V3;0] a F,[2V3;0].

: Nakoniec zakreslime elipsu v stustave suradnic.
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Z: Pokracujem vlohou b). Mdme danii elipsu:

_12 2
(-1, w12
9 25

Sturadnice stredu, to st tie ¢isla v zdtvorke pri x a y. Rovnicu si moZem napisat aj takto:

@-17 =1

=1
9 25

To znamenda, Ze:
S[1; —1].
U: Vyborne. Nasleduje urcenie velkosti polosi.

Z: V menovateli prvého zlomku je 9, preto a = 3. V menovateli druhého zlomku je 25, preto
b=>5.
U: Dobre si to urcil? Aky vztah plati medzi a a b?

Z: No. .. Hlavnd polos musi byt vicsia ako vedlajsia. .. To nesedi!

U: Nie je pravda, ze dizka hlavnej polosi musi byt v menovateli prvého zlomku, teda zlomku
s x. Spravne si vSak povedal, ze a > b. Preto a =5 a b = 3.

Z: Jasne! To, Ze su vymenené, znamend, Ze elipsa bude v sustave suradnic ,natiahnutd zvisle“.

U: Ano. Jej hlavna os bude rovnobezné s osou y a vedlajsia s osou z. Znazornime si v ststave
suradnic stred elipsy a jej osi. Obrazok nam pomoze pri urc¢ovani stradnic vrcholov a
ohnisk.
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C N

N<

: Pochopil som. Vedlajsie vrcholy skisim sam. LeZia na osi 0y, t. j. ,nalavo

Urcit suradnice vrcholov bude teraz tazsie ako ked mal stred siradnice 0, 0.

: Ani nie. Pozri sa na obrazok. Hlavné vrcholy elipsy lezia na hlavnej osi o0;.

To znamend, Ze ,pod “ a ,nad“ stredom S.

: Ano. Ich z-ova stradnica je taka istd ako bodu S, t. j. 1. Meni sa len y-ova stiradnica a to

o tolko, kolko je dlzka hlavnej polosi, ¢ize o a = 5. Hlavné vrcholy maji stradnice:

All; —6] a BI1;4].

“a ,napravo“

od stredu S. Preto ich y-ova suradnica je takd istd ako bodu S, t. 3. —1. Zmeni sa z-ovd
stradnica o dizku vedlajsej polosi, ¢ize o b= 3. Ked¥e x-ovd stradnica bodu S je 1, nalavo
to bude 1 — 3 = —2 a napravo 1 + 3 = 4. Vedlajsie vrcholy maji siradnice:

C[—2;—-1] a D[4;—1].

: Vyborne. Ostéva nam urc¢if stradnice ohnisk elipsy.

: Najprv uréim excentricitu elipsy. VyuZijem vztah, ktory plati pre parametre elipsy:

e =+va?— b2

Pre nds pripad plati:

e =v52 — 32 = /16 = 4.

: Dobre. Ohnisk4 lezia na hlavnej osi o0;.

. Ano. Ohniskd elipsy maji suradnice:

: Nakoniec zakreslime elipsu v stustave suradnic.
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renim:
22
I A |
)ty
2)? —4)?
y G2 =9
6 10
Urcte suradnice stredu, ohnisk a vrcholov.
Vysledok:

a) 01 H Og, 4 = 57b = 276 = \/ﬁ,S[O, 0],14[—5,0],8[5,0],0[0, 2]7D[07 _2]7F1[_\/ﬁ; O]a
F2[\/ﬁ70]7

b) o1 || 0yya =/10,b =6, e = 2, S[—2;4], A[-2;4 — /10, B[-2;4 + 1/10],
C[-2 — V6;4], D[~2 + V6; 4], F1[-2; 2], F5[~2; 6],
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Priklad 2: Napiste rovnicu elipsy,
jej ohnisko.
: Akt rovnicu elipsy poznas?

: Stredovu rovnicu. Ma tvar:
(x —m)

ak C[—=5;7] a D[3;7] su jej vedlajsie vrcholy a F1[—1;4] je

a?

: Alebo aj

(x —m)?

2
1 n

b2

b — 4,
CLZ

kde stred elipsy je bod S[m;n], a je dlzka hlavnej polosi a b je dlzka vedlajsej polosi elipsy.

suradnic.

jej polosi.

: Ni¢ také vSak nemdme dané!

: Ano, zabudol som, mdme dve moZnosti podla toho ako je elipsa umiestnend v sustave

: Na napisanie stredovej rovnice elipsy potrebujeme poznaf stiradnice stredu elipsy a dlzky

: Médme vsak dané vedlajsie vrcholy a jedno ohnisko. Zakreslime si ich do sustavy stradnic

a pokusme sa nacrtnit ako by mala vyzerat elipsa.

: Dobre. Do sustavy suradnic si zakreslim body C|—5;7] a D|3;7]. Su to vedlajsie vrcholy, a

preto lezia na vedlajsej osi elipsy. Ti si zakreslim tiez. Ohnisko Fy[—1;4] lezi na hlavnej
osi elipsy, ktord je kolmd na vedlajSiu os, aj ti viem zakreslit. Tu je obrdzok.

nYl
%2 . S .
C. | D
Fi+ 41
: : : i : i
-5 -1 |0 3z

nice,

: Vyborne. Na obrazku mas uz aj stred elipsy.

: Naozaj! Je to prieseénik hlavnej a vedlajsej osi elipsy. Z obrdzka viem urcit aj jeho strad-

S[—1;7].

c

vedlajSieho vrcholu od stredu elipsy.

C N

N(

: Potrebujeme este dlzky polosi. Dizku vedlajsej polosi vieme urcit hned. Je to vzdialenost

Tak to je z obrdzka tieZ jasné. Od bodu C' k stredu su 4 dieliky, teda b = 4.

: Spravne. Podobne sa da uréit aj excentricita elipsy.

To je zase vzdialenost ohniska od stredu, co su 3 dieliky, ¢ = 3.
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U: DI7ku hlavnej polosi a uréime pomocou vztahu, ktory plati pre elipsu:
e =+Va? — b2

Vyjadrime si a.

Z: Vyjadrim si a a dostdvam:

a=+ve?+ b?

Dosadim nase hodnoty a mam:
a=vV3+4+42=+v9+16 =+Vv25=5.

DilZka hlavnej polosi je a = 5.

U: Mame urcené stiradnice stredu S|—1; 7] a dlzky polosi elipsy a = 5 a b = 4. Ak polohu mé
elipsa v suistave stradnic? S ktorou osou suistavy stradnic je rovnobezna hlavna os elipsy?

Z: Podla obrdzka viem, Ze s osou .

U: Spravne. Preto elipsa ma rovnicu:

@17 (-7
16 25

= 1.

Uloha 1: Napiste rovnicu elipsy, ktord md hlavné vrcholy Al0; —5], B[0;5] a vzdialenost ohnisk
je 8.

IL'2 y2
Vysledok: — + == =1
ysledo 9+25

Uloha 2: Napiste rovnicu elipsy, ktord md ohniskd Fi[—2;-2], F3[—2;6] a hlavny vrchol
A[-2;7].

@2 -2 _,

Vysledok:
ysledo 5%
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Priklad 3: Rozhodnite, ¢i nasledujica rovnica je analytickym vyjadrenim elipsy:

N«

c

No C N

: To myslite asi tie zdtvorky (x —m)

2?4+ 4y? 4+ 22 — 16y — 3 = 0.

V pripade, Ze ide o elipsu, urcte suradnice jej stredu, velkosti hlavnej a vedlajsej polosi a
excentricitu.

. Myslim, Ze je to vseobecnd rovnica elipsy.

: Mohla by byt. VSeobecné rovnica elipsy méa tvar:

Ar? + By* + Cx + Dy + E =0,

pricom A, B,C, D, E € R a zaroven A # B a A, B > 0.

: Podmienky su splnené. Urcite je to elipsa.

: Vieme, Ze vSeobecna rovnica elipsy méa tento tvar. AvSak nie kazda rovnica tohto tvaru

vyjadruje elipsu. Preco? To uvidi§ prave pri Gprave rovnice elipsy na stredovy tvar.

: Dobre. Aj tak zo vieobecnej rovnice elipsy neviem urcit suradnice jej stredu.

: Upravime teda vSeobecnt rovnicu elipsy na stredovy tvar. Ako vyzera stredovy tvar rovnice

elipsy?

. Je to rovnica typu:

(x —m)? N (y —mn)?

=1
a? b2

alebo )
y—n

N (y —n)

=1.
b2 a?

: Pridom m, n st stradnice stredu elipsy a a, b st velkosti jej polosi. Na rozdiel od vSeobecnej

rovnice, je upravena na ,Stvorce®.

2 a(y—n)?, vak?

: Presne tak. Budeme tieto zatvorky ,vyrabat“. Znamené to urobit

: Hm. .. tak to st dam nagprv dohromady cleny s x a cleny s y. Zopakujem si dani rovnicu:

22+ 4y? + 22 — 16y — 3 = 0.

Takze:
(2% + 27) + (49> — 16y) — 3 = 0.

c

N N

: Pozrieme sa na prvt zatvorku. Chceme, aby to bol vyraz tvaru A? + 2AB + B2, ¢o ndm

v zatvorke chyba?

: Chyba mi c¢len B2. Asi by som si ho mal nejako vyrobit. . .
: Clen 2AB mé tvar 2z, ¢o sa d& napisaf aj 2 -z - 1.

: Z toho je jasné, e B = 1. Chybajici clen B? bude 12 = 1.
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uU:

Takze ho pripiSeme do zatvorky. A aby platila rovnost, musime ho aj odéitat. Preto:

(2% 4+ 20+1)—1 + (4y° — 16y) — 3 = 0.

: Druhi zatvorku skisim ja.

: Moment! Je to trochu iny pripad. Ak si v§imnes, pri ¢lene y* mame koeficient 4. Preto si

ho najprv vyberieme pred zatvorku. Takto:
(22 +220+1)—1+4(y* —4y) — 3 =0.

Teraz mozes upravit vyraz v druhej zatvorke na Stvorec.

: Mdm tam 4y, to je vlastne 2 -y - 2, takZe mi bude chiybat clen 22 = 4. Preto:

(2% 4+ 22+1)—1 + 4(y* — dy+4)—4 -3 = 0.

: Davaj pozor! Koeficient 4 stoji pred zatvorkou, preto sa nim vsetko v zatvorke nasobi, to

znamend aj to, Co si tam pridal a odobral, t.j. (—4). Spravne to ma vyzerat takto:

(2% + 2x+1)—1 + 4[(y* — dy+4)—4] — 3 = 0.

: Aha! A teraz odstranim modré hranaté zatvorky a mdm:

(2% 4+ 20+1)—1 + 4(y* — 4y+4)—16 — 3 = 0.

: Vyborne. Prva zatvorka ndm dava (z + 1)? a druhéa (y — 2)2. Este séitame zvy$né ¢isla

(=1 —16 — 3) a vysledny stcet (—20) dame na pravi stranu:

(x+1)% +4(y — 2)* = 20.

N(

. Ale stredovd rovnica elipsa md na pravej strane jednotku!

: Mas pravdu, este sme s upravami neskoncili. Jednotku na pravej strane ziskame tak, ze

obe strany rovnice vydelime ¢islom 20. Dostavame:

(z+1)? N (y—2)?

= 1.
20 3

A to je stredovéa rovnica elipsy. Vedel by si mi povedat aké st sturadnice jej stredu a velkosti
jej polosi?

. Sturadnice stredu - to su ¢isla v zatvorkdch, ale s opacnygm znamienkom, c¢iZe S|—1;2].

Velkost hlavnej polosi a a velkost vedlajsej polosi b ndjdem v menovateloch zlomkov. Teda
presnejsie ich druhé mocniny. Najprv sa pozriem, ktoré z ¢isel v menovateloch je vicsie,
2z toho dostanem hlavni polos. V nasom pripade a = /20 a b = /5.

: Vyborne. Ako ur¢ime excentricitu elipsy?

VyuZijeme vztah, ktory plati pre parametre elipsy:

e =VvVa? — b2.

: Sthlasim.
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Z: Podla neho vypocitam e:

e :\/(\/%)2 — (V5)2=+/20—-5=/15.

Uloha 1: Rozhodnite, ¢i nasledujica rovnica je analytickym vyjadrenim elipsy:
22% + 3y* — 1224+ 3y + 6,75 = 0.

V pripade, Ze ide o elipsu, urcte suradnice jej stredu, velkosti hlavnej a vedlajsej polosi a
excentricitu.

Vysledok: S[3; —1],a = v6,b=2,e = V2




VoKu23-4 | List 20

Priklad 4: Rozhodnite, ¢i nasledujice rovnice su analytickym vyjadrenim elipsy:

a) 2%+ 5y* + 6 — 10y + 40 = 0,

b) 4x? + 4y* + 24z — 36y + 27 = 0.

V pripade, Ze ide o elipsu, urcte suradnice jej stredu, velkosti hlavnej a vedlajsej polosi a

: To myslite asi tie zdtvorky (x —m)? a (y — n)?,

excentricitu.

2 84 to . Preco by som mal rozhodovat, ¢i ide o elipsu?

: VSeobecna rovnica elipsy ma tvar:

Ar?> + By* + Cx + Dy + E =0,

pricom A, B,C,D,E € R a zaroven A # B a A, B > 0. Avsak nie kazda rovnica tohto
tvaru vyjadruje elipsu.

: Preco? Podmienky si splnené. Aspon v pripade a). V pripade po b) sa A= B = 4. Nie je

splnend podmienka A # B! Tak to nebude elipsa?

: Pojdeme pekne po poriadku. Zacneme s tlohou po a). Aby sme zistili, ¢i dand rovnica

predstavuje elipsu, pokisime sa upravit ju na

: A ak sa nam to podari, bude to elipsa? No dobre. Aj tak zo vseobecnej rovnice elipsy neviem

urcit suradnice jej stredu.

: Upravime teda vSeobecn rovnicu elipsy na stredovy tvar. Ako vyzera stredovy tvar rovnice

elipsy?

: Je to rovnica typu:

x—m)? y —n)?
e om? )
a b2

(c=mP  (y—n)
b2 + a?

=1

alebo

= 1.

: Pridom m, n st stradnice stredu elipsy a a, b st velkosti jej polosi. Na rozdiel od vSeobecnej

rovnice je upravend na ,Stvorce®.

2 vSak?

: Presne tak. Budeme tieto vyrazy v zatvorkach vyrabat. Znamend to urobit

: Hm. .. tak to si ddm najprv dohromady cleny s x a cleny s y. Zopakujem si dani rovnicu:

2?2 + 5y% + 62 — 10y + 40 = 0.

Takze:
(2% + 62) + (5y° — 10y) + 40 = 0.

: Pozrieme sa na prvia zatvorku. Chceme, aby to bol vyraz tvaru a? + 2ab + b?, ¢o nam

v zatvorke chyba?
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C N

cC N

N<

Chyjba mi clen b*. Asi by som si ho mal nejako vyrobit. . .

: Clen 2ab mé tvar 6x, ¢o sa d4 napisaf aj ako 2 -z - 3.

Z toho je jasné, Ze b = 3. Chybajici clen b* bude 32 = 9.

: Takze ho pripiSeme do zatvorky. A aby platila rovnost, musime ho aj odcitat. Preto:

(2% + 62+9)—9 + (5y* — 10y) + 40 = 0.

Druht zdatvorku skiusim ja. Najprv si vyberiem 5 pred zdtvorku. Sleduj ramcek. V zdtvorke
mdm 2y, to je vlastne 2 -y - 1, takZe mi bude chybaf clen 12 = 1. Nakoniec este odstranim
hranaté zatvorky.

(22 +62+9)—9 +5(y* — 2y) +40 =0
(2% 4+ 62+9)—9 + 5[(y* — 2y+1)—1] +40 =0
(2% 4+ 62+9)—9 + 5(y* — 2y+1)—5+40 =0

: Vyborne. Prva zatvorka ndm dava (z + 3)? a druha (y — 1)2. Este s¢itame zvy$né ¢isla

—9 — 1 4+ 40 a vysledny stucet 26 dame na prava stranu:

(z+3)*+5(y — 1)* = —26.

N«

N<

: Stredova rovnica elipsy mad na pravej strane jednotku. Vydelime obe strany rovnice cislom

26. .. alebo (—26)?

: A tu je problém! Ak vydelime 26, dostavame rovnicu:

2 _1)\2
(z+3) +(y DA
26 26

Ak vydelime obe strany rovnice ¢islom (—26), dostavame rovnicu:

2 12
(@437 w-17_,
—26 —26

Ktora z nich je stredovou rovnicou elipsy?

: No...Td prvda md na pravej strane minus jednotku. To nie je v poriadku. V tej druhej je

prava strana v poriadku. . .

: Aké budu velkosti polosi elipsy? V menovateloch zlomku by mali byt ich druhé mocniny,

t.j. a® a b?. A to st kladné &isla.

Co teraz???

: Rovnica

22 4+ 5y? 4+ 62 — 10y + 40 = 0

nie je analytickym vyjadrenim elipsy.

. Znamend to, Ze ak mam rovnicu, ktord vyzerd ako vSeobecnd rovnica elipsy, este to tak

nemusi byt. AZ pri jej uprave na stredovi rovnicu sa ukdZe, ¢i je to vobec elipsa.
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U: Ano. Ak po tiprave na Stvorce dostaneme na pravej strane zaporné &islo alebo nulu, tak
to nie je rovnica elipsy.

U: Pozrieme sa na rovnicu b):

4a% + 4y* + 24x — 36y + 27 = 0.
Z: V tejto rovnici som si uZ vsimol, Ze nie je splnend podmienka A # B pre vseobecnii rovnicu
elipsy.

U: Plati teda A = B, t.j. koeficient pri kvadratickom ¢lene 2?2 je rovnaky ako pri kvadratickom
¢lene 2. Vydelme preto rovnicu tymto koeficientom.

Z: Spominany koeficient je rovny 4. Vydelim rovnicu ¢islom 4 a dostdvam:

27
x2+y2+6$—9y+Z:0.

U: Ni¢ ti to nepripomina?
Z: No...Bude to ¢

U: Ano. Nakolko koeficienty pri oboch kvadratickjch ¢lenoch st jednotky, mohla by to byt
rovnica kruznice. To ¢ naozaj ide o kruznicu méZeme zistit ipravou rovnice na stredovy
tvar. Pre nas vsak je teraz podstatné, ze to nie je rovnica elipsy.

Uloha 1: Rozhodnite, ¢i nasledujiica rovnica je analytickym vyjadrenim elipsy:
72? + 25y* — 242 + 100y + 139 = 0.

V pripade, Ze ide o elipsu, urcte suradnice jej stredu, velkosti hlavnej a vedlajsej polosi a
excentricitu.

Vysledok: nie je to elipsa
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Priklad 5: Napiste rovnicu elipsy, ktorej hlavnd os je totoznd s osou x a vedlajsia os je totoZnd

s osou y ststavy sturadnic. Elipsa prechddza bodmi M[—6;+/T] a N[3v/2;4].

: Akou rovnicou mozeme elipsu vyjadrit?
: Elipsa sa dd vyjadrit stredovou rovnicou. Je to rovnica typu:
)2 2
a? b?

alebo

(x —m)? . (y —n)?

= 1.
b2 a?

: Priom m, n st stradnice stredu elipsy a a, b st velkosti jej polosi.

: Ano. Ktord z tych dvoch rovnic to bude, zdvisi od toho, ako je elipsa umiestnend v sustave

suradnic, ¢i ,pozdlZne” alebo ,zvislo“.

: Sthlasim. Ako to bude s nasou elipsou?

: Nasa elipsa md mat hlavni 0s totozZni s osou x a vedlajsiu os totoZni s osouy. To znamend,

Ze bude ,pozdlzne“.
: Ano. A preto bude maf rovnicu typu:
(z —m)?
a? b?

Napisat jej rovnicu znamend urcit vSetky nezname parametre v tejto rovnici.

N C N € N

c

: Potrebujem urcit parametre m,n, aab.

: Zac¢nime parametrami m a n.

: To su suradnice stredu elipsy. Ale tie nepozndm!

: Tak si to predstav: hlavna os to je os x a vedlajSia os to je os y. Kde lezi stred elipsy?

: Stred elipsy — to je priesecnik hlavnej a vedlajsej osi elipsy. Jasné! Bude to zaciatok sustavy

suradnic. Stred elipsy je bod S|0;0].

: Vyborne. Preto stredova rovnica elipsy vyzera takto:

{L'2 ,y2
St =L

: UZ mdme len dva nezndame parametre a,b.

: Stthlasim. Pozname este stradnice dvoch réznych bodov elipsy, M a N. Ak dany bod patri
elipse, musia jeho stradnice vyhovovat rovnici prislusnej elipsy.

: Dosadime suradnice bodov M a N do rovnice?

: Presne tak. Ziskame stistavu dvoch rovnic s dvoma neznadmymi a a b.
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Z: Zoberiem si bod M[—6;+/7] a dosadim jeho siradnice do rovnice elipsy namiesto = a v.

Dostdvam: , )
SN
a b2
A teraz to isté s bodom N[3v/2;4]:
3v2)2 42
Gvoy &

U: Rovnice upravime, t. j. dané siradnice umocnime na druht a dostavame stustavu rovnic:

36 7
2 et
18 16
a b2

Nakolko a,b st dizky polosi elipsy, plati a,b € R™.

Z: Dam sa do rieSenia sustavy. Zvolim si asi dosadzovaciu metodu. Napr. z prvej rovnice Si
vyjadrim a a dosadim do druhej.

U: Ak si vSimnes v obidvoch rovniciach vystupuji nezname a, b len v druhej mocnine. Preto
ti sta¢i vyjadrit si z rovnice druht mocninu a, ¢ize a?.

Z: Dobre. TakzZe zoberiem si prvi rovnicu:

36 7
et
» T
Odcitam clen =k
36 7
2 1Ty

a pravi stranu upravim na spoloéného menovatela:

36 -7
@
Z toho uZ madam:
9 3662
a® = —.
b2 —7

U: Vyborne. Dosadime toto vyjadrenie do druhej rovnice.

Z: Tu je druha rovnica sustavy:

18 16
Dosadzujem vyjadrenie pre a?:

18 16

v2—7

U: Prvy zlomok upravime.
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Z: OK. Po uprave mdme rovnicu:

18(b* —7) 16
— 4+ — =1
3602 1
Este vykrdatim cisla 18 a 36:
b -7 n 16 ]
262 2

U: Sthlasim. Odstranime zlomky, t. j. obidve strany rovnice vynasobime vyrazom 2b*:
b — 7+ 32 =207

To je uz jednoduché kvadraticka rovnica.

Z: Upravim ju a dostavam:
b* = 25.

Z c¢oho mame dve riesenia:
b1 =5 a bg = —5.
U: Nezabtdaj, Ze b € R*, pretoze je to dlzka vedlajsej polosi.
Z: Aha! Tak mdm len jedno riesenie: b = 5. Dosadim tito hodnotu do modrého vyjadrenia a

dopocitam a:
5 36- 52
527

a
Vypocitam a mam:
a® = 50.
KedZe aj a € RT, mam riesenie
a =50 =5V2.

U: Vyborne. @ = 5v/2 a b = 5, a preto rovnica elipsy je:

72 02
S A
50 25

Uloha 1: Napiste rovnicu elipsy, ktorej hlavnd os je rovnobeind s osou x a vedlajSia os je
rovnobeznd s osou y sustavy suradnic. Elipsa ma stred S[—3;1] a prechddza bodmi K[9;9]
a L[13;—5].
(@+3)?*  (w—17 _

Vysledok: _ 1
ysledok: —00 " 100




