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Vzdialenost bodu od priamky a roviny, vzdialenosti
priamok a rovin
RNDr. Viera Vodickova

U: Ako hovori nadpis, budeme sa zaoberat pojmom vzdialenost. Zatneme vzdialenostou
dvoch bodow.

Z: Vzdialenost dvoch bodov - to je predsa tusecka od jedného bodu k druhému.

U: Nie tsecka, ale jej velkost. Vzdialenostou dvoch bodov A a B nazyvame velkost tsecky
AB. Vzdialenost oznacujeme pomocou dvoch zvislych ¢iar, |AB|. Vypoditat
pomocou analytickej geometrie by sme uz mali vedief.

Z: Je na to vzorec:

|AB| = /(b1 — a1)? + (by — a3)? + (bs — as)?.

U: Len dodam, Ze bod A mé stradnice Alas;az;as] a bod B mé sturadnce Blby; by; bs].
Z: Este by ma zaujimalo, v akijch jednotkdach budeme pocitat vzdialenosti? V metroch, deci-
metroch alebo milimetroch?

U: V analytickej geometrii sa jednotkou vzdialenosti rozumie velkost jedného dielika na st-
radnicovych osiach.

U: Pokracujeme vzdialenostou bodu od priamky v rovine.

N(

To je tiez lahké. Z bodu spustim kolmicu na priamku a urcim vzdialenost daného bodu a
paty tejto kolmice.

U: Ano. U7 to len ucene zhrniem. Vzdialenostou bodu M od priamky p nazjvame vzdialenost
bodu M od paty kolmice vedenej z bodu M na priamku p.

| Mp| =

MM'|; M'ep A MM'Lp

U: Vsetko je znazornené aj na obrazku.

Z: Je to jednoduché. A preto difam, Ze aj pomocou suradnic sa to tiez lahko vypocita.

U: Na vypocet vzdialenosti bodu od priamky v rovine mame tiez vzorec. Jeho odvodenie si
mozes pozriet v Casti dokaz. Vzdialenost bodu M|[m;; ms| od priamky p : ax+ by +c =0,
kde a,b,c € R, pricom a # 0V b # 0, vypocitame zo vztahu:

lamy + bmy + |

Va? + b?

|Mp| =
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Z: No nie je to aZ taky jednoduchy vzorec. ..

U: Tak si ho rozoberme. V ¢itateli mame absolttnu hodnotu vyrazu am; + bmsy + ¢. Ak si
v§imnes, si to len stradnice bodu M [my; my| dosadené do vyrazu ax + by + ¢ zo vSeobec-
nej rovnice priamky p.

Z: No, to je pravda. Dd sa to zapamiitat.

U: Ak bod M patri priamke p, hodnota vyrazu am; 4+ bms + ¢ je nula.

Z: To je jasné, aj vzdialenost bodu M od priamky sa potom rovnd nule.

U: Absolatna hodnota je tam len z toho dovodu, Ze vzdialenost nemoze byt zaporné ¢islo.

Z: Dobre, to sme si vysvetlili. Teraz menovatel. Vystupuje tam a a b. To si tusim siradnice

priamky.

U: Mas pravdu. Normadlovy vektor priamky 77 mé suradnice 77 = (a;b). A vyraz v/a? + b? nie

je nic¢ iné ako 1.

Z: No, vidim, Ze to nebude také strasné. V citateli dosadim suradnice bodu M do rovnice
priamky, dam to do absolutnej hodnoty, aby som ndhodou nemal zdporné c¢islo. A v me-
novateli len vypocitam velkost normdlového vektora priamky p.

U: V priestore situacia uz nie je taka jednoducha. Na urcenie vzdialenosti bodu od
priamky v priestore nebudeme radsej uvadzat vzorec. Suvisi to s tym, Ze najst analy-
tické vyjadrenie kolmice spustenej z bodu na priamku nie je jednoduché.

Z: To je skoda. Myslim, Ze sa danym bodom M namiesto kolmice preloZi celd rovina. . .

U: Myslis dobre. Majme dany bod M a priamku p. Zostrojime rovinu p, pricom tato rovina
je kolmé na priamku p a prechéddza bodom M. Prienikom priamky p a roviny o je bod M’.
Vzdialenost | M p| uréime ako vzdialenost bodov M a M’. Situéciu znazornuje aj nasledujici
obrazok.

Z: Je to skoro to isté ako v rovine, akurdt tam mdme namiesto kolmej priamky kolmi rovinu.
Vsimol som si, Ze smerovy vektor priamky p je potom normdlovym vektorom roviny o.

U: Vyborny postreh. Prave to sa pri vypocte vyuzije.

U: Vzdialenost bodu od roviny. Najprv si opif zopakujeme ako je definovana.
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Z: Je to podobné ako pri priamke. Z bodu spustim kolmicu na rovinu a urcim vzdialenost
tohto bodu od priesecnika kolmice a roviny.

U: TakZe: Majme dany bod M a rovinu a. Vzdialenostou bodu M od roviny o nazjvame
vzdialenost bodu M od pity kolmice vedenej z bodu M na rovinu a.

|Ma|=|MM'|; M'ea N MM'lLa

Z: Difam, Ze to pomocou suradnic jednoducho vyriesime.
U: Potesim fa. Je to obdobnd situédcia ako pri vzdialenosti bodu od priamky v rovine.
Z: TakZe budeme mat vzorec?
U: Ano. Vzorec bude tiez velmi podobny. Vzdialenost bodu M [my; ms;ms] od roviny
a: ar+by+cz+d=0,kdea,b c,d €R, pricoma#0Vb#0Vc+#0, vypocitame zo
vztahu l p
amip + bmo + cms + a
|Ma| = lam, : l
Va2 + b2+ c?
Z: Teraz som uz midrejsi. Uz sa mi ten vzorec nezdd taky strasny. V Citateli mdme vieobecni

rovnicu roviny «, akurdt namiesto x,y,z su tam suradnice bodu M.

U: Ano. V ditateli mame stradnice bodu M dosadené do v§razu az + by + ¢z + d zo vieobec-
nej rovnici roviny «. Absolutna hodnota zabezpecuje, aby vzdialenost nebola zaporna.

Z: No a menovatel - to je velkost normdlového vektora roviny .

U: Vyborne, neméam ¢o dodat.

U: Vzdialenost bodu od priamky a roviny uz mame vyrieSeni. Pozrime sa na priamky a roviny.
V ktorom pripade mé zmysel uvazovat o vzdialenosti?

Z: Asi, ked budu priamky alebo roviny rovnobezné. Ak siu priamky roznobeziné, tak vzdialenost
nemd zmysel.

c

: Vzdialenost roznobeznych priamok je rovna nule. Ako uréime vzdialenost rovnobeznich
priamok?

: No. .. Na jednej z nich si zvolim bod a z neho spustim kolmicu na druhi priamku. . .

cC N

: To znamena, ze bude$ urcovat vzdialenost zvoleného bodu od druhej priamky.

N«

: Mate pravdu.

U: Vzdialenostou dvoch rovnobeZniych priamok p a ¢ nazjvame vzdialenost Iubovol-
ného bodu priamky p od priamky g¢.

N«

: Predpokladam, Ze s rovnobeznymi rovinami to bude take isté.

U: Ano. Vzdialenostou dvoch rovnobeznijch rovin o a 3 nazyvame vzdialenost fubo-
volného bodu roviny a od roviny (3.
A do tretice: vzdialenostou priamky p a roviny o, pricom priamka p je s rovinou
o rovnobezna, nazyvame vzdialenost Tubovolného bodu priamky p od roviny «.

Z: Vietky vzdialenosti sme previedli na vzdialenost bodu ¢i uZ od priamky alebo od roviny.

U: Presne tak. Preto ndm netreba ziadne dalSie vzorce ani postupy.
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Ne C N C N c

c

: Zabudli sme eSte na jeden pripad vzajomnej polohy priamok, kedy mé zmysel uvazovat

o vzdialenosti.

: Prebrali sme rovnobezné priamky a pri roznobeznijch sme sa dohodli, Ze vzdialenost je nula.
: Este st tu mimobezné priamky.

: Aha. Na tie by som bol zabudol.

: Ako teda uréime vzdialenost dvoch mimobezZnich priamok p a q?

: Pamdtdm si, Ze to bolo v stereometrii dost tazké. Spominam si na pojem os mimobeziek.

To bola priamka kolmd na obidve mimobeZky p aj q, ktord ich zdroven aj pretinala.

: Stihlasim. Vzdialenostou dvoch mimobeznych priamok p a ¢ nazyvame velkost tsecky

|PQ)|, pricom bod P patri priamke p, bod @ patri priamke ¢ a priamka PQ je kolm4 aj na
priamku p aj na priamku ¢. Tato priamka sa nazyva os mimobeziek p a q alebo aj priecka
mimobeZiek.

. Ano, tak to bolo. Ale ndjst tito os, to bol niekedy obrovsky problém. . .

: Pomocou metdéd analytickej geometrie sa, samozrejme, da néjst rovnica takejto osi. My

sa vSak sustredime len na urcenie vzdialenosti dvoch mimobeznych priamok. Na to nepot-
rebujeme néjst os. Sta¢i jednou z priamok, napr. priamkou p prelozit rovinu o, ktora je
rovnobezna s druhou priamkou ¢. Potom uz len potrebujeme uréit vzdialenost Tubovolného
bodu priamky ¢ od roviny p.

. Uf! Musim si to zopakovat, aby mi to bolo jasné. TakZe priamkou p preloZim rovinu rov-

nobeZni s q a urcim ich vzdialenost.

: Tym sa tloha opit meni na problém urcenia vzdialenosti bodu od roviny, ktory uz vieme

s
vyriesit.

. A bude také jednoduché ndjst rovnicu roviny o?

: Spravna otazka. Ale odpoved je ano. Priamka p patri rovine p. Preto smerovy vektor

priamky p je jednym zo smerovych vektorov roviny p. Priamka ¢ je s rovinou o rovnobezna,
preto aj smerovy vektor priamky ¢ moze byt jednym zo smerovych vektorov roviny g.

: A to uz mame dva smerové vektory roviny, takze jej normdlovy vektor ndjdem ako vektorovy

sucin tychto vektorov. Jasné.
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Doékaz: Nech je dand priamka p: ax + by + ¢ = 0, pricom a,b,c € R, a #0V b # 0 a bod
Mmq;ms]. Dokazte, Ze pre vzdialenost bodu M od priamky p plati vztah:

lamy + bmgy + |
Va? + b?

U: Ako ur¢ime vzdialenost bodu od priamky v rovine?

|Mp| =

Z: 7 bodu M spustim kolmicu na priamku p a urcim vzdialenost daného bodu a pdity tejto
kolmice.

U: Dobre. Zavedieme eSte potrebné oznacenie. Kolmicu nazveme ¢ a pétu kolmice M’. Vzdia-
lenost bodu M od priamky p sa potom rovna vzdialenosti bodov |MM'|. Teraz to celé
uskuto¢nime analyticky:.

Z: To znamend pomocou rovnic priamok. Priamka p je dand vSeobecnou rovnicou, pozndm
teda jej normdlovy vektor 7, = (a;b).

U: Vyborne. Ten budeme potrebovat. Zakreslime si to vSetko aj do obrazka.
q

M

npp

M

Potrebujeme rovnicu priamky ¢. Teda priamky, ktora je kolma na priamku p a prechadza
bodom M.

Z: 7 obrdzka vidno, Ze normdlovy vektor priamky p moze byt smerovgm vektorom priamky q.

Mohol by som napisat jej parametrické rovnice. Pozndm totiz aj jeden bod priamky q, bod
M.

U: To by nam velmi pomohlo. Nech sa paci.

N«

: Priamka q ma parametrické vyjadrenie:
X=M+t-7,.
Co po rozpise na siuradnice ddva:

r=mq +ta
y=ms+tb, teR.
U: Sthlasim. Teraz potrebujeme bod M.

Z: Ten je predsa priesecnikom priamok p a q.
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U: To znamen4, ze stradnice bodu M’ vyhovuji vSeobecnej rovnici priamky p:
ar +by+c=0
ako aj parametrickym rovniciam priamky ¢:

r=mq +ta
y = mo + tb.

Preto dosadime stiradnice x a y z parametrickych rovnic do vSeobecnej rovnice.

Z: Skusim to sam:
a(my +ta) + b(mg +tb) + ¢ = 0.

Uf! To je vela premennyjch - pismenok.

U: Nezabudni, ze pre danti priamku a dany bod st vSetky pismenka okrem ¢ konstanty. Nasou
tlohou je vyjadrit parameter ¢, lebo ten prislicha hladanému bodu M’.

Z: To bude fuska, ale pokisim sa. Najprv rozndasobim zdtvorky:
amy + ta® + bms + tb* + ¢ = 0.
Teraz osamostanim cleny s t na jednej strane a vyberiem t pred zatvorku:
t(a® +b*) = —amy — bmy — c.
A nakoniec vydelim obe strany rovnice vijrazom (a* + b*). Dostdvam:

amy +bmsg + ¢
a? 4+ b2

U: Vyborne. Dostali sme tak hodnotu parametra ¢, ktord odpovedd bodu M'. Bod M’ je
amq +bms + ¢

a? + b?
: Aha! Tie suradnice ste zobrali z parametrickych rovnic priamky q. Pricom parameter t
bude mat taki hodnotu, ako sme vypocitali.

bodom priamky ¢, preto ma sturadnice M’'[my + at; mq + bt], pricom t = —

N«

U: Presne tak. Vzdialenost bodu M od priamky p uréime ako vzdialenost bodov M a M’.
Vyuzitim vzorca na urcenie vzdialenosti dvoch bodov, mézeme pisat:

|Mp| = [MM'| = \/(m} —my)?+ (mh — mo)2.

. Teraz asi dosadime suradnice bodu M'. Urobim to:

N«

|Mp| = \/(ml +at — m1)2 + (mg + bt — m2)2.

To sa dd upravit, vela ndm tam vypadne:

|Mp| = +/(at)? + (bt)2.
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U: Mé6zeme upravovat aj dalej:

|Mp| = Va*t? + b2 = \/t2(a® + 1?) = [t|Va? + b2

: Myli ma tam td absolitna hodnota. Je potrebnd?

N«

U: Nezabudaj, ze pre [ubovolné realne ¢islo x plati: v2? = |z|. Vysledkom odmocniny moze
byt len nezdporné ¢islo a absolitna hodnota to zabezpecuje. Dosadime za parameter ¢
hodnotu prislachajicu bodu M.

Z: Dobre:

amq + bms + ¢
|Mp| = |———5——| - Va2 + b2
a?+b

U: Vzhladom na pritomnost absolitnej hodnoty mézeme znamienko minus vynechat. Zaroven
vykratime zlomok vyrazom v/a? + b?, ¢im dostaneme pozadovany vzorec:

lamy + bmsg + |
Va2 02

Mp| =




VoAg20-T | | List 8

Priklad 1: Vypocitajte vzdialenost bodu M|[—1;2] od priamky p: x =4 —t, y =2t, t € R.
Z: Na urcenie mdme vzorec:

lamy + bmy + |
Va2 02
U: To je jednoducho povedané:, mame vzorec“. Treba dodat za akych podmienok ho mozno

pouzit. Tak najprv: uvedeny vzorec plati pre vypocet vzdialenosti bodu od priamky v ro-
vine.

|Mp| =

Z: To mame splnené. Bod M md dve suradnice.

U: Potom treba dodat, Zze uvedeny vzorec plati pre vypocet vzdialenosti bodu M [m;; ms| od

priamky p danej ar+by+c=0,kdea,b,c € R, pricom a # 0Vb # 0.
Z: Ani tu nevidim problém.
U: Mal som na mysli presnost vyjadrovania sa. Ale aj tu vidim problém. Ako je zadana
priamka p?
Z: Priamka p je dand . .. /
U: Spravne. Skor ako pouzijeme vzorec, potrebujeme najst vSeobecnt rovnicu priamky p.

N«

: Znamend to, vylucit z rovnic parameter t. Tu st parametrické rovnice priamky p:

r=4-—1
y=2t teR.

Prvi rovnicu vyndsobim cislom 2 a obidve rovnice sc¢itam. Dostavam:
20 +y = 8.
Vseobecnd rovnica priamky p je:

20 +y—8=0.

U: Vyborne. MoZeme sa vratit k ndsmu vzorcu:

Z: Dobre. my a msy to su suradnice bodu M, a,b, c zase koeficienty vSeobecnej rovnice priamky
.
U: Sthlasim. Aby sme sa nepomylili, uréme si tieto koeficienty.

Z: Tak a je koeficient pri x, b priy a c to je zvysok. Preto:

U: Dodam len, Ze a, b st stradnice priamky, teda 7 = (2;1). Menovatel
vzorca nie je ni¢ iné ako velkost norméalového vektora priamky.
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Z: Mozem dosadit do vzorca:

12-(=1)+1-2+ (=8)

M - )
| Mp| e
|—2+2-8 8
M ==
Ml==—7T =%

A madme to!

8 ;
U: Este hodnotu —= upravime. Odstranime odmocninu z menovatela.

V5
Z: Tak dobre. Rozsirim zlomok \/5:

8 85

Myl = — =2

N
8v/5

Vzdialenost bodu M od priamky p je =

Uloha 1: Vypoditajte vzdialenost bodu P[3;2] od priamky p: x =t, y =2 —3t, t € R.
¢ . 9v10
Vysledok: ==

Uloha 2: Vypocitajte vzdialenost bodu A[1; —5] od priamky p: 3z — 4y 4+ 5 = 0.

Vysledok: 2
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Priklad 2: Vypocitajte vzdialenost bodu A[3;5; —6] od roviny o: 2x — 2y + z — 8 = 0.

N«

Na urcenie vzdialenosti bodu od roviny mdme vzorec:

lamy + bmgy + cmg + d

\Ma| =
va? + b2 + 2

: Je to vzorec na urcenie vzdialenosti bodu M [my;ms; ms| od roviny o : ax+by+cz+d = 0,

kde a,b,c,d € R, pricom a A0V b # 0V ¢ # 0. My vsak mame bod A a rovinu p.

: No tak namiesto suradnic bodu M pouZijeme suradnice bodu A. Rovina o je dand

, to je v poriadku.

: Mas pravdu. Chcel som len povedaft, Ze treba rozumiet, ¢o hovori vzorec, aby nas iné

oznacenie nezaskocilo.

: Vzorec hovori, Ze zoberiem vyraz z lavej strany vseobecnej rovnicu roviny o, dosadim si-

radnice bodu A — to bude ditatel vzorca.

: Vyborne. V menovateli mame zase velkost roviny o. Urcéme si jeho
suradnice.
: Suradnice normdlového vektora roviny lahko precitam z jej vseobecnej rovnice, su to Cisla

prix, y a z. Preto:
n=(2;-2;1).

: Dobre. Dosadme teda hodnoty do vzorca.
: Bod A md suradnice A[3;5;—6|, takZe:

23+ (=2)-5+1-(—6) — 8|

Aol = )
[4el V22 +(—2)2 + 12

po uprave mame:
|6 —10 — 6 — 8| 18
|Ag| = = — =6.
VAi+4+1 NG

: Ano. Vzdialenost bodu A od roviny p je 6.

: 6 centimetrov alebo 6 milimetrov?
: Nie, 6 jednotiek dlzky, pricom za jednotku dlzky sa povazuje velkost jedného dielika na

suradnicovych osiach.

Uloha 1: Vypoditajte vzdialenost bodu M[—-1;3;2] od roviny o: 3v — 4y + 5z + 15 = 0.
Vysledok: /2

Uloha 1: Dané si body All; —-2;-2], B[2;—1;-1], C[1;—1;-2] a D|0;2;—2]|. Vypocitajte

vzdialenost bodu D od roviny ABC.

>
Vysledok: %
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Priklad 3: Vypocitajte velkost vysky v, v trojuholniku ABC, ak A[l;5], B[5; —5], C[3;4].

y4

C N

C N

c N

NOC N

Nagprv si urobim obrazok. Nacrtnem si trojuholnik ABC a v nom vysku na stranu a, t. j.
na stranu BC'. Pditu vysky oznacim ako Ay.

Ao

A B

: Dobre. Mame teda vypocitat velkost vysky v,.

. Velkost vysky v, to je velkost usecky AAq. Potrebujem ndjst bod Ay a potom uZ len pouZijem

vzorec na vypocet velkosti usecky.

: Hm. .. To by sa dalo. Ako najdes bod Ay?

: Bod Ag je priesecnik kolmice z bodu A na stranu BC' a priamky B—d

: To znamena, ze potrebujes:

e rovnicu tsecky BC),
e rovnicu priamky, na ktorej lezi vyska v,,
. . . . . %) .
e prienik tejto priamky a priamky BC, t. j. bod Ay,

e velkost usecky AAjg.

Ano, zhrnuli ste to dobre. Je to vela prdce, ale aspori mi je jasny postup.

: Vydrz este. Pontiknem ti aj in(i moznost.

Bude to menej pracne?

: Postud sdm. Vo svojom postupe si vyuzil to, ze velkost vysky v, je rovna velkosti uisecky

AAj. Ja sa pozriem na vysku inac¢. Vyska v, nie je ni¢ iné ako vzdialenost bodu A od
<

priamky BC.

Vlastne. . . Mate pravdu.

: A na urdenie vzdialenosti bodu od priamky v rovine pozname vzorec, sta¢i len dosadit.

Znie to ldkavo. To by som potreboval len <B—C>’ a potom vzorec.

: Iste uznas, zZe je to menej prace ako v tvojom postupe.

Mate zase pravdu. Vzddvam sa.

<
: Zacnime teda vSeobecnou rovnicou priamky BC'.

<
: Potrebujem priamky BC'.
: M43 dané suradnice bodov B a C: B[5; —5|, C[3;4].
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~ <
Z: Z nich viem urcit priamky BC'. Je to vektor = C'— B, preto md suradnice:

U= (—2;9).
U: Normaélovy vektor priamky je na jej smerovy vektor kolmy, ich skaldrny sicin je nula.

Z: Preto staci v smerovom vektore vymenit poradie suradnic, v jednej zmenit znamienko a
<
madme normdlovy vektor. TakZe normdlovy vektor priamky BC md napr. suradnice:

n=(9;2).
4 ’ . . M 7’
U: Vyborne. VSeobecna rovnica priamky BC' vyzera potom takto:

9z + 2y +c=0.

Z: Koeficient ¢ dopocitame pomocou siuradnic jedného bodu priamky, napr. bodu B[5; —5].
Dosadim ich do vSeobecnej rovnice a dostdvam:

9-54+2-(=5)+c=0.

Z toho madam:
c = —3b.

/ . . H .
Vseobecnd rovnica priamky BC' je:
9z + 2y — 35 =0.
U: Spravne. Ako vypocitame velkost vysky v,, teda vzdialenost bodu A od priamky BC?

N«

: Na urcenie vzdialenosti bodu M od priamky p mdme vzorec:

lamy + bmsg + |
Va? + b?

U: V nasom pripade mame bod A[l;5] a priamku BC: 9z + 2y — 35 = 0. Citatel vzorca zis-

<

kame tak, Ze stradnice bodu A dosadime do vyrazu zo vSeobecnej rovnice priamky BC.
<«
V menovateli mame velkost normélového vektora priamky BC.

Z: Dosadzujem hodnoty do vzorca:
9-1+2-5+(—35)]

|A, BC| =

po uprave dostdvam.:
o= [9+10—-35 16

A, BC| = - .
| | V81 + 4 V85

A mdme to!

16 ,
U: Este hodnotu ——= upravime. Odstranime odmocninu z menovatela.

V85
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Z: Tak dobre. Rozsirim zlomok \/85:

1A, BC| = — =

1685

Velkost viysky v, j .
elkost vysky v, je ot

Uloha 1: Vypocitajte velkost vijsky v v trojuholniku ABC, ak A[1;3], B[—3;0], C[4; —2].
Vysledok: 2
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Priklad 4: Urcte rovnicu roviny [3, ktord je rovnobeznd s rovinou o : 3x — 6y — 2z + 14 =10

uU:

C N C N

N«

a md od nej vzdialenost 3 jednotky diZky.

Zacneme s tym, Ze rovina 3 mé byt rovnobezna s rovinou a. Co plati pre rovnobezné
roviny?

Hm. .. Rovnobezné roviny majiu odchylku 0°.

: Dobre, ¢o plati pre ich ?

: Normadlové vektory rovnobeznych rovin si rovnake!
: Presnejsie povedané, su , jeden je ndsobkom druhého. Mame urcit rovnicu

roviny 3, preto jej normélovym vektorom méze byt norméalovy vektor roviny .

: Normdlovy vektor roviny « lahko precitam z jej vSeobecnej rovnice. Teda:

Mo = (3; —6; —2).

: Nakolko aj 7ig = (3; —6; —2), vSeobecna rovnica roviny  bude vyzerat takto:

3r —6y —224+d=0.

. Ostdva nam vypocitat koeficient d. Potrebujeme jeden bod roviny (3. Taky ale nemdme.

: Vieme viak, ze vzdialenost oboch rovin st 3 jednotky dlzky. Znamena to, Ze aj vzdialenost

TubovoIného bodu roviny a od roviny 3 st 3 jednotky dizky. Najdime jeden fubovolny bod
roviny «.

: Tak napriklad si zvolim x = 0, y = 0 a podla v§eobecnej rovnice roviny o dopocitam z:

3:0-6-0—-22+14=0.

Z toho mdme z = 7. Bod A patriaci rovine o md suradnice A[0;0;7].

: Dobre. Vieme, 7e vzdialenost bodu A od roviny 3 st 3 jednotky dizky. Na vipocet vzdia-

lenosti bodu od roviny mame odvodeny vzorec.

: Pre vypocet vzdialenosti bodu M [my;ms;ms| od roviny o : ax + by + cz +d = 0, kde

a,b,c,d € R, pricoma#0Vb#0Vc+#0 plati

lamy + bmgy + cmg + d|

vaz+ b+ c2

[Mo| =

: V nasom pripade bod A[0;0; 7] a rovnica roviny 3 je 3z — 6y — 2z + d = 0. Plati teda:

3-0-6-0-2-7+d

AV

: Aha! Tym sme ziskali rovnicu a z nej vypocitame d. Skisim uz dalej sam. Upravim rovnicu:

|—144d

V9 +36 +4

V menovatelt mam odmocninu zo 49, to je 7, preto dostavam rovnicu:

| — 14 +d| = 21.
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U: Je to rovnica s absolitnou hodnotou. Najrychlejsie ju vyriesime pomocou ¢iselnej osi.
Mozeme ju precitat aj takto: vzdialenost ¢isla d od ¢isla 14 na ¢iselnej osi je rovné 21.

Z: Mdme dve rieenia: d; = 35 a dy = —7.

U: Preto existuju aj dve roviny pozadovanych vlastnosti:

Br:3t—6y—22+35=0 a (y:3xr—6y—22—7=0.

Z: To, Ze rieSenia budi dve, som mohol tusit uZ na zaciatku. Jedna rovina je predsa ,nad“ a
druhd ,pod“ rovinou a.
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Priklad 5: Vypoditajte vzdialenost bodu M[5; —1; 3] od priamky p: v = —14+2t, y = =5+ 3t,
z2=—-242t teR.

Z: Na urcenie vzdialenosti bodu od priamky mdme odvodeny vzorec.

U: Pozor! Mame odvodeny vzorec na vypocet vzdialenosti bodu od priamky v rovine. V pries-
tore situacia uz nie je takd jednoducha. Suvisi to s tym, Ze najst analytické vyjadrenie
kolmice spustenej z bodu na priamku nie je jednoduché.

Z: To je skoda. Myslim, Ze mozeme namiesto kolmice preloZit danym bodom celi rovinu. . .

U: Mas pravdu. Mame dany bod M a priamku p. Zostrojime rovinu p, ktora je kolmé na
priamku p a prechadza bodom M. Prienikom priamky p a roviny ¢ je bod M’. Vzdialenost

|Mp| potom urc¢ime ako vzdialenost bodov |MM'|. Situdciu znazoriuje aj nasledujuci
obrazok.

Z: Postup je jasny. Ndjdem najprv 0. Na obrazku som si vsimol, Ze
p je aj 0-
U: Vyborne. Uré¢me jeho stiradnice.

Z: Stradnice smerového vektora priamky p precitam z jej parametrickych rovnic, si to ¢isla
stojace pri parametri t. Preto:

n, = Uy = (2;3;2).

U: Rovina ¢ ma potom vSeobecnt rovnicu:

2+ 3y+22+d=0.
Z: Koeficient d vypocitam podla siradnic bodu M[5; —1;3], ktory patri rovine o. Dosadim ich
do vseobecnej rovnice a dostdvam.:

2:54+3-(-1)+2:3+d=0.

Vypocitam d:
10-3+6+d=0
d=—13.
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U: VSeobecnéa rovnica roviny o je:

20 + 3y + 22— 13 =0.

U: Vzdialenost bodu M od priamky p ur¢ime ako vzdialenost bodov |M M’|, pricom bod M’
je prienikom priamky p a roviny p.

Z: Urcim teda priesecnik priamky p
=—-1+2t

x
y=-—-5+3t
z=—2+2t

a roviny o
20+ 3y +22—-13=0.

U: Dobre. Vyriesime stustavu tychto rovnic. Vyjadrenia pre z,y, z z parametrickych rovnic
priamky dosadime do rovnice roviny.

Z: Dosadzujem:
2(—142t)+3(=5+3t) +2(—2+2t) — 13 =0.
U: Ziskali sme jednu rovnicu s jednou neznamou ¢.

Z: Tu hravo vyriesim. Upravim najprv lavi stranu
—244t—-154+9t—-4+4t—-13=0,
sc¢itam co sa dd
17t —34=0.

Z toho je jasné, Ze
t=2.
U: Vyborne. Ako ziskame stiradnice bodu M'?

Z: Staci dosadit vypocitani hodnotu t = 2 do parametrickych rovnic priamky p:

r=-14+2.-2=3
y=-5+3-2=1
2=-242.2=2,

Priesecnik priamky p a roviny o je bod M'[3;1;2].
U: Ostava nam vypocitat vzdialenost bodov |M M.

Z: Vzdialenost dvoch bodov vypocitam podla vzorca. Teda:

(Mp| = |MM'| =/(3=52+(1+12+(2-32=V4d+4+1=9=23
U: Vyborne. Vzdialenost bodu M od priamky p je rovna 3.
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Uloha 1: Vypocitajte vzdialenost bodu P[1;0;—3] od priamky q: © = 1 —t, y = —2 +
z=—1,teR.

Vysledok: 21/2
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Priklad 6: Dané si rovinya: v +y+2—6=0a f:x+y+2—3=0. Urcte ich vzdialenost.

N«

: Mdme urcit vzdialenost dvoch rovin. . . TakZe na jednej z nich si zvolim bod a z neho spustim

kolmicu na druhi rovinu. . .

: Najprv by sme mali vedief akt vzajomni polohu maji dané roviny « a /3. Vzdialenost m4

zmysel urcovat, len ak st rovnobeZné.

: Dobre, urcim si ich normalové vektory:

o = (1;1;1), 7ig=(1;1;1).

St rovnake a teda je uplne jasné, Ze roviny si rovnobezné.

: Sthlasim. Vratime sa k vzdialenosti. « a [ na-

zyvame vzdialenost Tubovolného bodu roviny a od roviny 3. Potrebujeme jeden Iubovolny
bod roviny .

: Nazvem ho napr. A. Jeho suradnice ziskam tak, Ze dve suradnice si zvolim, napr. ©t =0 a

y = 0. Tretiu suradnicu dopocitam podla vseobecnej rovnice roviny . To znamend:
0+0+2—-6=0.

Cize z = 6. Bod A md stradnice A[0;0;6]. Teraz ur¢ime jeho vzdialenost od roviny 3.

: Na urcenie vzdialenosti bodu od roviny mame vzorec:

lamy + by + cmg + d
Va2 + b2+ 2

pricom M [my;mg;mg] a rovina « je dand vSeobecnou rovnicou: az + by + ¢z +d = 0, kde
a,bc,d e R, a£20VD#0Vc#0.

\Ma| =

. Ano, ten si pamdtaim. Nagprv len dosadim suradnice daného bodu do vseobecnej rovnice

roviny a potom to vydelim velkostou normdlového vektora roviny.

: V nasom pripade pojde o vzdialenost |A3|. Bod A méa suradnice A[0;0; 6] a rovnica roviny

Bijex+y+z—3=0.

. Mozem dosadit do vzorca:

48] = 0+0+6— 3]
12 +12 4 12°
g = ——2L__ 3

Jititl V3

: Upravime este ziskani hodnotu, odstrdnime odmocninu z menovatela zlomku.

: Dobre. Vyndsobim citatela aj menovatela zlomku ¢islom /3.

3  3V3
|Aﬁ|=ﬁ=7=\/§-

: Vzdialenost rovin v a 3 je rovna vzdialenosti bodu A od roviny 3, a to je /3.
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Uloha 1: Dané s priamky p: 8r — 6y +3 =0 a q:8x — 6y —3 =0. Urcte ich vzdialenost.
Vysledok: %

Uloha 2: Dané si roviny 0 : 2x +y —22—3=0a0 :2x+y— 2z —1 = 0. Urcte ich
vzdialenost.

2
Vysledok: 3
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Priklad 7: Urcte vseobecné rovnice vsetkych priamok, ktoré prechadzaji bodom A[3;1] tak,

c

N« C N

N«

Ze ich vzdialenost od zaciatku sustavy suradnic je /2.

: Mame urdcit . Zacneme s tym, ako taka rovnica vyzera.

: VSeobecnd rovnica priamky je rovnica typu:

ax + by + ¢ = 0.

: Zaroven je potrebné dodat, Ze a, b, ¢ st redlne ¢isla, pricom a # 0 alebo b # 0. Dobre, takze

zatial mame tri nezndme: a, b, c. Co vietko o hladanej priamke vieme?

: Vieme, Ze jej patri bod A.
: Preto stradnice bodu A[3; 1] musia vyhovovat v8eobecnej rovnici priamky.

: Dosadim jeho suradnice namiesto x a y a dostavam:

a-3+b-1+c¢=0.

Alebo aj:
3a+b+c=0.

: To mame jednu rovnicu. Co este o priamke vieme?

. Vieme, Ze vzdialenost priamky od zaciatku sustavy siradnic je /2. Zaciatok sistavy si-

radnic - to je bod O so suradnicami O|0;0].

: Ano. Na zostavenie dalSej rovnice vyuZijeme vzorec na urcenie vzdialenosti bodu M [mq; ms)

od priamky p danej vSeobecnou rovnicou ax + by + ¢ = 0:

lamy + bms + |

|Mp| =

: Pre vzdialenost bodu O od hladanej priamky p plati:

la-0+b-0+ | _ 3

Op| = 2.
o=

: Co po krétkej iprave dava druht rovnicu:

el _

vaz + b2 B

: Ked to zhrniem, mdm sustavu dvoch rovnic:

3a+b+c=0

’C‘ V2
— = /2.
va?z + b2

Nezname s vsak tri. . .

: Neboj sa, aj to nejako vyriesime.
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: Skusil by som dosadzovaciu metodu. Z modrej rovnice si vyjadrim napr. c = —3a —b a
dosadim do cervenej rovnice:

~3a—b| _
varw V2

: Vyborne. Podotykam, Ze vyjadrenie nezndmej c si si zvolil Sikovne. Ostali nam tak len

nezname a a b. Ak si spomenies na vSeobecnt rovnicu priamky, st to suradnice jej
, M = (a;b). Kolko normélovych vektorov mé jedna priamka?

: Jeden. . . Pockajte, nie, je ich nekonecne vela, ved to moZu byt aj ndsobky.
: Chcel si povedat, Ze kazdy nenulovy ndsobok normélového vektora priamky je tiez jej nor-

malovym vektorom. Preto mozeme predpokladat, Ze medzi nimi existuje taky normaéalovy
vektor, ktorého prva suradnica je rovna jednej, t. j. a = 1.

: To vyzerd logicky.

: M4 to len jeden hacik. Ak by priamka mala Specidlnu polohu v sustave suradnic, mohlo
by byt a = 0.

: Aha, to by boli priamky s rovnicou: by +c =0, ¢ize y = —7. S rovnobeiné s osou w.
: Tento pripad musime vyriesit zvlast. Dosadime do rovnice
—3a—0
IZa bl _
Va? + b?
a = (0 a vypocitame b.

: Skusim sam. Dostdavam:

=8l _
TR = V2.

V menovateli mame v/b? ¢o sa rovnd |b|, preto na lavej strane rovnice mdame po vykrdtent

1, c¢iZe:
1=v2

Z toho je jasné, Ze v tomto pripade rovnica nemd riesenie.

: Preto sa moZeme vratit k predpokladu, ze a = 1.

: Dosadim a =1 do rovnice a mam:

=34 _
eV

: To uz mame rovnicu len s jednou neznamou.

: Vyriesim ju. Najprv odstranim zlomok:
|—3—b =V1+b-V2,

potom obidve strany rovnice umocnim na druhi:

9+ 6b+ b> = 2+ 2b°.
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N« C

: Dostali sme kvadraticki rovnicu.

: Preto ,hodim* vsetky cleny na lavi stranu:

—b*+6b+7=0
a prendsobim minus jednotkou, dostavam:

b* —6b—7=0.
Kvadraticki rovnicu vyriesim rozkladom na siucin:

b-—T7)(b+1)=0.

Z toho su jasné jej korene by =7 a by = —1.
: Vyborne. Pomocou modrého vyjadrenia dopocitame c: ¢ = —3a — b. Nezabudneme, Zze
a=1.

: TakZe, pre by =7 je:

01:—3'1—7:—10.

A pre by = —1 je:
cp=-3-1—(=1)=-2.

: Zhrnutim dostéavame vSeobecné rovnice dvoch priamok, ktoré vyhovuju zadaniu.

pr:x+T7y—10=0 a py:ax—y—2=0.

Uloha 1: Uréte vieobecné rovnice vsetkych priamok, ktoré prechddzaji bodom A[2; 3] a maji

od bodu B|0; —1] vzdialenost 4.

Vysledok: p; : 42+ 3y —17=0,py: y—3 =0
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Priklad 8: Vypocitajte vzdialenost priamok p a q, pricom: p: x = —2+t, y=1t, 2 = 3 + 1,

CcC N C N¢

N«

teR,qg-r=—-14s,y=1+2s, 2=2+2s, s € R.

: Hm. .. Vzdialenost priamok. To si zoberiem lubovolny bod z jednej priamky a urcim jeho

vzdialenost od druhej priamky.

: Mas pravdu len v pripade, ak sa jedna o rovnobezné priamky.
: Jasne, Ze si rovnobezné. Ak by boli roznobezné, ich vzdialenost je nula, nemdm co pocitat.
: Zabudas eSte na jeden pripad. Priamky v priestore mozu byt aj

: Aha! TakzZe najprv sa pozriem, akid maji vzdjomni polohu. Z ich parametrickych vyjadreni

st uréim . Smerové vektory jednotlivych priamok maju suradnice:

Uy, = (1;2;2).

Hned vidim, Ze jeden mie je ndsobkom druhého, Ze by boli predsa roznobezné?

: Ak smerové vektory priamok nie st linedrne zavislé, priamky mozu byt roznobezné alebo

mimobezné. Zavisi to od ich prieniku. Ak v tomto pripade je ich prienikom prazdna mno-
zina, s mimobezné, inak s réoznobezné.

: Dobre teda. Vidim, Ze mi neostdva ni¢ iné ako zistit ich . Zostavim si sustavu

rovnic tak, Ze porovndm prave strany parametrickych rovnic oboch priamok postupne pre
suradnicu x, y a z:
—2+t=-1+s

t=1+2s
3+t=2+4+2s.

Druhi rovnicu vyndsobim (—1) a séitam ju s prvou rovnicou, dostdvam:
—2=-2-—3s,
z ¢oho mdm s = 0. Dosadim do prvej rovnice:
—24+t=-1+0.

Co znamend, Ze t = 1.

: Hodnoty, ktoré sme dostali pomocou prvej a druhej rovnice, t = 1, s = 0, dosadime do

tretej rovnice.

: Dosadzujem a pytam sa, ¢i sa 3+ 1 rovna 2+ 2-0. Vidim, Ze

442

Stustava nema riesenie. Priamky si mimobezné.

: Pripomeniem ti, ako uréime vzdialenost mimobeznych priamok. Stac¢i jednou z priamok,

napr. priamkou p prelozit rovinu o, ktord je rovnobezné s druhou priamkou ¢. Potom uz
len potrebujeme uréit vzdialenost lubovolného bodu priamky ¢ od roviny p.
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Z: Uf! Musim si to zopakovat, aby mi to bolo jasné. TakzZe priamkou p preloZim rovinu rov-
nobezni s q a urcim ich vzdialenost.

U: Tym sa tiloha meni na problém urcenia . Na tento pripad mame
VZOorec.

Z: A bude také jednoduché ndjst rovnicu roviny o?

U: Spravna otézka. Ale odpoved je dno. Priamka p patri rovine o. Preto smerovy vektor
priamky p je jednym zo smerovych vektorov roviny p. Priamka ¢ je s rovinou o rovnobezna,
preto aj smerovy vektor priamky ¢ moze byt jednym zo smerovych vektorov roviny g.

Z: A to uzZ mame dva smerové vektory roviny, takzZe jej normdlovy vektor ndajdem ako
tychto vektorov. Pustim sa do toho. Zopakujem si suradnice smerovych vektorov
priamok:
i, = (1;1;1),

Uy, = (1;2;2).

Teraz si ich zapisem pod seba, tak ako sme zvyknuti pri urcovani vektorového sucinu:

Z: A pocitam.
Prva suradnica: 1-2—1-2=0.
Druhd suradnica: 1-1—1-2=—1.
A nakoniec tretia suradnica: 1-2—1-1=1.
Vektorovy sucin i, X i, md suradnice (0; —1;1).

U: Tento vektor bude normalovym vektorom roviny p, cize:

i, = (0; —1;1).

Z: Jej vseobecna rovnica potom vyzerd takto:

0Oz —y+2+d=0.
U: Povedali sme, Ze priamka p patri rovine p. Preto aj lubovolny bod priamky p bude patrit

rovine g.

Z: Dobre. Bod patriaci priamke p nazvem P a jeho suradnice precitam rovno z parametrickych
rovnic priamky p. Cize P[—2;0;3]. Dosadim jeho siradnice do ziskanej vieobecnej rovnice
roviny 0 a dopocitam d:

—04+3+d=0.
Takze d = —3. Vseobecnd rovnica roviny o je
—y+2z—-3=0.

U: Sthlasim. Vzdialenost priamok p a ¢ sa rovna vzdialenosti roviny ¢ a priamky ¢. Nakolko
o0 || ¢, tato vzdialenost uréime ako vzdialenost fubovolného bodu priamky ¢ od roviny p.
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Z: Pre zmenu st teraz urcim suradnice nejakého bodu priamky q. Bude to bod Q) a jeho
stiradnice si tieZ pre¢itam rovno z parametrickyjch rovnic priamky q. Cize Q[—1;1;2].

U: Vzdialenost bodu Q od roviny ¢ uré¢ime podla vzorca.

N«

: To uz viem vypocitat sam! Dosadzujem do vzorca:

=123 (=2 2
‘QQ’_\/02+(—1)2+12_ V2 _\/5_\/5'

A mdme to!

U: Vyborne. Vzdialenost priamok p a ¢ je v/2.

Uloha 1: Vypocitajte vzdialenost priamok p a q, pricom: p: x =2+2t, y=1—1t, 2 =2 +1,
teR, qg:x=1—s,y=3+s, 2=6, s € R.

Vysledok: /3




