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Vzajomna poloha priamok v rovine
RNDr. Viera Vodickova

U: Za¢neme s opakovanim. Ak4 moze byt vzajomné poloha dvoch priamok v rovine?

Z: Priamky v rovine mozu byt rovnobeZné alebo réznobeZné.

U: V ramci rovnobeznosti rozliSujeme rovnobezné rézne a rovnobezné totozné priamky. Na
zaklade ¢oho takto klasifikujeme vzajomna polohu priamok v rovine?

Z: Myslim, Ze na zdklade prieniku priamok, na zdklade poctu ich spolocnych bodov.

U: Spravne.

e Ak prienikom dvoch priamok je prazdna mnozina (priamky nemaju spolocny bod),
priamky s rovnobezZné rozne.

e Ak prienikom dvoch priamok je nekonecéne vela bodov (celd priamka), priamky st rov-
nobezné totozZné.
e Ak prienikom dvoch priamok je prave jeden bod, priamky st roznobezZné.

Z: Je to jednoduché. Roznobezné sa pretni, rovnobezné nie. Totozné leZia na sebe.
U: Zhruba tak.

Budeme skiimat vzajomni polohu priamok z analytického hladiska.

: Tomu celkom nerozumiem.

C N

: 'V analytickej geometrii nemame priamky narysované, ale dané pomocou rovnic. Z rovnic
priamok musime vediet uréit, ¢i st rovnobezné alebo réznobezné.

: Pochopil som. Budeme pracovat len s rovnicami priamok.

c N

: Presne tak. Akou rovnicou vieme vyjadrit priamku v rovine?

N«

: Priamku v rovine moZeme vyjadrit , a

: Smernicovy tvar je len upravend vseobecnd rovnica priamky. Ststredime sa preto na dva
pripady, ak st priamky dané parametricky, a ak st priamky dané vSeobecnou rovnicou.

c

U: Zacneme s pripadom, ak st priamky dané parametricky. Zopakujme si, ze parametrické
vyjadrenie priamky v sturadniciach je:
T =a; +tu
y=as+tuy, teR.

Co vietko vieme uréif z parametrickych rovnic priamky?

Z: 7 parametrického vyjadrenia vieme urcit suradnice jedného bodu priamky, napr. bodu
Alay; as]. Okrem toho aj sturadnice , vektora U = (uy;us).
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U: Vyborne. Potrebujeme dve priamky, zoberme si napr. priamky p a ¢. Ozna¢me ich smerové
vektory 1, a t,. Body leziace na prislusnych priamkach oznac¢me ako P a (). Potom mézeme
povedat, Ze priamka p je urend bodom P a smerovym vektorom u,. Tato skuto¢nost
mozeme zapisat tak ako to vidi§ v rdmceku.

p(P; )

Z: Zrejme podobne mozeme zapisat aj priamku q.

q(Q; i)

U: Nakreslime si tri obrazky, na ktorych st priamky p a ¢ postupne rovnobezné, rovnobezné
totozné a réznobezné. Bod P a smerovy vektor priamky p vyznac¢ime cervenou, bod () a
smerovy vektor priamky ¢ modrou farbou.

P
p= Y
fhp f)up
P q Wa P
. Q
g
Q

Na obréazkoch budeme sktimat ako stvisi vzajomnd poloha priamok s umiestnenim smero-
vych vektorov jednotlivych priamok.

Z: Na druhom obrdzku, kde su priamky totozine, siu smerové vektory umiestnené na jednej
priamke.

U: Vyborne. Co to znamen4 pre vektory?

Z: No, kludne by mohli mat priamky p a q ten isty smerovyj vektor. Cize mohlo by platit:

—

Uy = U
U: Ano. Vektor i, moze byt aj nenulovym nésobkom vektora i,
U, = ku,, ke€R—{0}.

Inymi slovami vektory u, a i, st

U: Pozrime sa teraz na prvy obrazok. Na rovnobezné priamky. Nie si1 aj v tomto pripade
smerové vektory linearne zavislé?

Z: No...nie su na jednej priamke. Su len rovnobezné.
U: Nezabudni, ze nemozeme znazornit. MéZzeme zndzornif len niektoré z jeho umiest-
neni. R6zne umiestnenia toho istého vektora lezia na rovnobeznych priamkach.

Z: Naozaj, zabudol som. Smerovy vektor priamky p, vektor i,, méZeme umiestnit aj na
priamku q. KedzZe je s priamkou p rovnobezZna.
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c

: A tak dostavame predchadzajuci pripad.

: Znamend to, Ze ak su priamky rovnobezné, ich smerové vektory su linedrne zavisle.

c N

: Spravne.

N«

: Ako ale odlisime, ¢i su totozin€ alebo rozne?

c

: Tak sa na to pozrime. Zo smerovych vektorov sme zistili, Ze priamky p a ¢ st rovnobezné.
Vsimnime si na obrazku bod P patriaci priamke p.

Z: Aha! Ak su priamky totozné, bod P patri aj priamke q.
U: Presne tak. Overime, ¢i bod P patri priamke ¢. Ak patri, tak st priamky totozné. A ak

nepatri, tak st rovnobezné rozne.
Ostal nam pripad réznobeznych priamok.

Z: To je uz jasné. Ak si priamky roznobezné, ich smerové vektory by sme tazko umiestnili na
jednu priamku.

U: Je to dokonca nemozné. Smerové vektory réznobeznych priamok st linedrne nezavislé.
Zhrnieme si to. Madme priamku p dantt bodom P a smerovym vektorom , a priamku ¢
dant bodom () a smerovym vektorom ,. Ak st smerové vektory u, a , linedrne zavislé,
priamky p a ¢ st rovnobezné.

Z: V pripade, Ze bod P patriact priamke p patri aj priamke q, priamky siu totozné. Inak si
rovnobezné rozne.

U: Ak st smerové vektory u, a @, linedrne nezavislé, t. j. jeden nie je nasobkom druhého,
priamky p a ¢ st réznobezné.

Vzajomna poloha priamok v rovine danych parametricky
p(Ps i), q(Q; )
e JkeR: U, =Fki,=plq

—~Peg=p=q
-~ Péqg=pllarnp#q
e VkeR:u,# ki,=plq

U: Pozrieme sa teraz na vzajomnu polohu priamok danych vseobecnou rovnicou.

Z: 7o vSeobecnej rovnice vieme urcit normdlové vektory priamok. Normdlovy vektor je vektor
kolmy na priamku.

U: Velmi spravne.
Majme dané priamky p a ¢. Ich normélové vektory oznac¢me ako 77, a 7i,. Nakreslime si
opat tri obrazky, na ktorych budi priamky p a ¢ postupne rovnobezné, rovnobezné totozné
a roznobezné. Farebne si vyznacime norméalové vektory 7, a 7i,.
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N«

: A.. . teraz je uZ vsetko jasné. Bude to podobné ako so smerovymi vektormi. Rovnobezné

priamky maji rovnaké normalove vektory . ..

: ...nemusia byt rovnaké, ale jeden je ndsobkom druhého. St linedrne zavislé.

: Ano. A roznobezné priamky maji in€ normdalove vektory, teda vektory, ktoré nie su linedrne

zavislé.

: Spravne. Situacia je taka istd, akurat namiesto so smerovymi vektormi pracujeme s vek-

tormi normalovymi. Zhrnieme si to.

: Ak si normalove vektory 11, a i, linedrne zdvislé, priamky p a q si rovnobezné.

: 'V pripade, Ze existuje bod napr. A patriaci priamke p, ktory patri zaroven aj priamke g,

priamky st totozné. Inak st rovnobezné rozne.

: Ak st normalové vektory 7, a 71, linedrne nezavislé, priamky p a ¢ s r6znobezné.

Vzajomna poloha priamok v rovine danych vseobecnou rovnicou

p(7p),  q(7y)
e JkeR:7i,=ki,=pl ¢

—dA: AephNAecq=p=q
—JdA:Aep NAdq=pllanpF#q

o VkeR: 7, #kiiy=plq

C N

cC N

N«

: Na zaver eSte jedna poznamka. Zistif vzajomni polohu dvoch priamok v rovine mozeme

aj bez pouzitia vektorov, ¢i uz smerovych alebo normélovych. Tato metoda je zalozena na
hladani prieniku dvoch priamok.

: Myslite spoloc¢nyjch bodov?

: Presne tak. Spolo¢né body oboch priamok musia vyhovovat tak rovnici jednej priamky ako

aj rovnici druhej priamky. Preto vyhovuju ststave dvoch rovnic zlozenej z rovnic oboch
priamok.

. Je jedno, ¢i su vseobecné alebo parametrickée?
: Samozrejme. Kolko rieSeni moze mat sustava dvoch linedrnych rovnic?
: Myslim, Ze prdve jedno, nekonecne vela alebo Ziadne.

: Nic¢ ti to nepripomina?
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Z: No dno. .. dve priamky v rovine mozu mat jeden spoloény bod, nekonecne vela alebo Ziaden.

U: Presne tak. Podla pocétu rieSeni ststavy rovnic, vieme hned uréit vzdjomna polohu. Vy-

hodou je aj to, Ze ak st priamky réznobezné, mame hned aj uréené suradnice priesecnika
roznobeznych priamok.




VoAgI31 | | List 6

Priklad 1: Urcte vzdjomni polohu priamok p a q, ktorjch parametrické vyjadrenie je takéto:

prrx=14+4, y=—-t;teR
qg:r=3—-12s, y=—-243s; s € R.

U: Vzajomna polohu dvoch priamok v rovine moézeme uréit réznymi sposobmi. Ukézeme si
dva z nich.

Z: Pamitdm sa, Ze jeden sposob sivisi s porovndvanim vektorov. Priamky si dané paramet-
ricky, tak pojde o porovnanie

U: Spravne. Uréme si stiradnice smerovych vektorov priamok.

Z: Dobre. Siradnice smerovijch vektorov lahko precitam z parametrickych rovnic. St to isla
stojace pri parametri t, resp. pri parametri s. Smerové vektory priamok p a q maji tieto
suradnice:

ﬁp - (4; *1)7
Uy = (—12;3).

U: Vyborne. Teraz potrebujeme urcit, ¢i tieto smerové vektory st

Z: Hm. .. ¢ jeden je ndsobkom druhého? Na prvy pohlad vidno, Ze dno. Ak smerovy vektor
priamky p vyndsobime cislom (—3), dostaneme smerovy vektor priamky q.

U: Plati:

Uy = —3Up.

Z: Smerové vektory si linedrne zdvislé.

U: Priamky p a ¢ st rovnobezZné. Potrebujeme eSte zistit, ¢i st rozne alebo totozné.

Z: Ak st rozne, nemaji Ziadne spolocné body a ak st totoiné, maji spolocné vietky body.

U: Prave to vyuzijeme. Vyskusame, ¢i jeden bod z priamy p patri aj priamke q.

Z: To bude stacit? Nemali by sme preverit vsetky body?

U: Nezabudaj, ze uz vieme, ze priamky st rovnobezné. Preto, ak maji spolo¢ny jeden bod,
musia byt totozné. Naopak, ak jeden vybrany bod nebude ich spolo¢ny, musia byt rovno-
bezné rozne.

Z: Rozumiem. Vyberiem si jeden bod patriaci priamke p, nazvem ho P.

U: Asi bude najjednoduchsie zobraf ten, ktory vieme rychlo precitat z parametrickej rovnice.

Z: Ano. Zoberiem z parametrickej rovnice ¢isla stojace hned za rovnd sa, to budi suradnice
bodu P, teda

P[1;0].

U: Teraz zistime, ¢i bod P patri aj priamke ¢. Ak jej patri, musia jeho stradnice vyhovovat
parametrickej rovnici priamky gq.

Z: Dosadim suradnice bodu P do parametrickych rovnic priamky q:

1=3-12s
0=-2+43s.
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U: Kazdému bodu priamky ¢ zodpoveda prave jedna hodnota parametra s. Ak bude mat tato
sustava rieSenie, bod P patri priamke ¢, ak nebude mat riesenie, bod P nepatri priamke

q.

Z: Vyriesim sustavu. Vyjadrim s najprv z prvej rovnice:

1=3-12s
—2=-12s
1
5= —.
6

Pokracujem vyjadrenim s z druhej rovnice:

0=-2+3s
2=23s

2
s = —.

3

Vidim, Ze vypocitané hodnoty s su rozne, sustava nemd rieSenie.

U: Bod P nepatri priamke ¢, preto su priamky p a ¢ rovnobezZné rozne.

Z: Spominali ste este druhy sposob zistenia vzdjomnej polohy dvoch priamok.

U: Ano. Je zaloZeny na urceni prieniku dvoch priamok. Spoloéné body oboch priamok mu-
sia vyhovovat tak rovnici jednej priamky ako aj rovnici druhej priamky. Preto vyhovuju
sustave dvoch rovnic zlozenej z rovnic oboch priamok.

Z: Vyriesime len sustavu rovnic? Ako dostaneme taku sustavu? Bude to sustava styroch rov-
nic? Ved priamka p md dve parametrické rovnice a priamka q tieZ.

U: No, skratime to na stustavu dvoch rovnic. V rovniciach vystupuji = a y - to st stradnice
Tubovolného bodu priamok. Spolo¢ny bod priamok p a ¢ musi maf stiradnicu x rovnaku
vo vyjadreniach oboch priamok. Podobne je to aj so stiradnicou y. Preto staci rovnice len

porovnat:
14+4t=3—12s

—t = -2+ 3s.
Z: To je predsa obycajna sustava linedrnych rovnic s dvoma nezndmymi.

U: Samozrejme.
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Z: Vyriesim ju. Najprv si rovnice upravim:

4t + 12s = 2
—t—3s = —2.

Teraz pouzijem scitaciu metodu, druhi rovnicu vynasobim s cislom 4. Potom ich scitam.

Dostanem rovnicu
125 — 125 =2 — 8.

Co je po prave
0= —6.

Peknd blbost. Sustava nemd riesenie.
4t +12s =2
—t—3s=-2 /-4
126 —12s =2 -8
0=-6

U: M4s pravdu, aj ked ,blbost* by som to nepomenoval. Stistava nemé rieSenie, to znamena,
ze priamky p a ¢ nemaju ziadne spolo¢né body. St rovnobezné a rozne.

Z: Ako by to vyzeralo, keby boli roznobezné?

U: Stastava by mala prave jedno riesenie, usporiadani dvojicu odpovedajicu parametrom ¢ a
s. Po ich dosadeni do parametrickych rovnic by sme dostali stiradnice priesecnika priamok.

Z: Aha! A ak by boli rovnobezné totoiné, sustava by mala nekonecne vela riesent.

U: Spravne. Namiesto 0 = —6 by si dostal napr. —6 = —6.

Uloha 1: Urcte vzdjomnai polohu priamok p a q, ktorych parametrické vyjadrenie je takéto:
prx=3—-2t,y=4+3t;teR
q:x=6+3s,y=—-0,5—4,5s; s € R.

Vysledok: Priamky st1 rovnobezné totozné.
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Priklad 2: Dané€ su priamky p: —2x+4y—10=0 a q : 3v — 6y + 15 = 0. Urcte ich vzajomni
polohu, v pripade roznobeznosti urcte aj ich priesecnik.

U: Vzajomna polohu dvoch priamok v rovine mézeme réznymi sposobmi. Ukazeme si dva
z nich.

Z: Pamdtdm sa, Ze jeden sposob suvisi s porovnavanim vektorov. Parametre nevidim, priamky
st dané . Pojde o porovnanie

U: Spravne. Urc¢me si stradnice normalovych vektorov priamok.

Z: Dobre. Suradnice normdlovych vektorov lahko precitam zo vseobecnijch rovnic. Si to koefi-
cienty pri x a y. Normalovée vektory priamok p a ¢ maju suradnice:

ny = (3; —6).

U: Vyborne. Teraz potrebujeme uréit, ¢i normélové vektory st
Z: Teda, ¢i jeden je ndsobkom druhého? Povedal by som, Ze nie.
U: Naozaj? Je dobré, ak to vies na prvy pohlad zistit. Potrebné je to vSak aj zdovodnif.

Predpokladajme, Ze st linearne zavislé. Znamena to, ze existuje také cislo k € R, ze plati:

g = k.
Mozeme pisat:
(3; =6) = k(=2;4)

Z: To by znamenalo, Ze
3=—-2k N —6 =4k.

Z prvého mdme k = —% a z druhého k = —g = —%. Uf! Vektor 7, je ndsobkom vektora
n,!

U: Normalové vektory su linedrne zavislé. Zrejme nésobok (—%) nevidno na prvy pohlad.
Priamky p a g st rovnobezné.
Potrebujeme este zistit, ¢i st rozne alebo totozné.

. Ak st rozne, nemaji Ziadne spolocné body a ak siu totozné€, maji spolocné vietky body.

C N

: Prave to vyuzijeme. VyskuSame, ¢i jeden bod z priamy p patri aj priamke q.

N«

: To bude stacit? Nemali by sme preverit vietky body?

c

: Nezabudaj, Ze uz vieme, zZe priamky st rovnobezné. Preto, ak maju spolo¢ny jeden bod,
musia byt totozné. Naopak, ak jeden vybrany bod nebude ich spolo¢ny, musia byt rovno-
bezné rozne.

Z: Dobre. Vyberiem si jeden bod patriaci priamke p, nazvem ho P. No. .. ako ho ndjdem?

U: Jednu stradnicu si zvolime, samozrejme ¢o najjednoduchsie, a druht dopocitame podla
vSeobecnej rovnice.
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y4

Priamka p mad vseobecni rovnicu
p: —2x+4y —10=0.
Zvolim si napr. y = 0, dosadim ho do rovnice a vypocitam x:

—2xr+4-0—-10=0
—2x =10
r = —b.

Bod P md suradnice
P[-5;0].

: Teraz zistime, ¢i bod P patri aj priamke ¢. Ak jej patri, musia jeho stiradnice vyhovovat

vSeobecnej rovnici priamky g.

: Priamka ¢ ma vseobecni rovnicu

p: 3z —6y+15=0.

Dosadim suradnice bodu P:
3:(=5)—6-0+15=0
—-154+15=0
0=0.

: Rovnost plati. Bod P patri priamke ¢. Priamky p a ¢ st rovnobezné totozné.

N«

: Spominali ste este druhy sposob zistenia vzajomnej polohy dvoch priamok.

: Ano. Je zalozeny na urceni prieniku dvoch priamok. Spoloéné body oboch priamok mu-

sia vyhovovaf tak rovnici jednej priamky ako aj rovnici druhej priamky. Preto vyhovuja
sustave dvoch rovnic zlozenej z rovnic oboch priamok.

: To vyzerd jednoducho. Vytvorim si sustavu z rovnic oboch priamok:

244y —10=0
3z — 6y + 15 = 0.

: Je to stustava dvoch linedrnych rovnic s dvoma nezndmymi.

. Taku viem riesit. PouZijem scitaciu metddu, prvi rovnicu vyndsobim 3 a druhi 2. Nasledne

ich scitam. Sledujte ramcek. Dostanem rovnicu
—6z 4+ 6x + 12y — 12y — 30+ 30 = 0.

Co je po tprave ddva
0=0.
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—2r+4y—10=0 /-3

31— 6y+15=0 /-2
62 —6r + 12y — 12y —30+30=0
0=0

U: Sdstava mé nekonecne vela rieSeni. To znamena, Ze priamky p a ¢ maji nekonecne vela
spolo¢nych bodov. St rovnobezné a totozZné.

Z: Ako by to vyzeralo, keby boli roznobezné?

U: Sastava by mala prave jedno rieSenie, usporiadaniu dvojicu ¢isel x a . Boli by to stiradnice
priesecnika dvoch priamok.

Z: Aha! A ak by boli rovnobezné rozne, sustava by nemala riesenie.

U: Spravne. Este jeden postreh. Pozrime sa este raz na vseobecné rovnice oboch priamok.

244y —10=0
3z — 6y + 15 = 0.

Nielen normaélovy vektor 77, je ndsobkom normalového vektora 7i,, ale aj cela vSeobecna
rovnica priamky ¢ je ndsobkom vSeobecnej rovnice priamky p.
Z: Naozaj! Plati, Ze
3
—10- - = 15.
2
U: Preto je jasné, Ze ide o tu istti priamku. Vieme predsa, Zze priamka moze mat nekonecne
vela vSeobecnych rovnic, pricom jedna je nenulovym nasobkom druhe;j.

Uloha 1: Dané si priamky p: —2x+3y—1=0aq: 4o —y— 3 =0. Urcte ich vzajomni
polohu, v pripade roznobezZnosti urcte aj ich priesecnik.

Vysledok: Priamky st roznobezné, prieseénik P[1;1].
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Priklad 3: Dan€ su priamky p : bx+8y+17T=0aq:x=2—4t, y=—-3+2t, t € R. Urcte
ich vzdjomni polohu, v pripade roznobeznosti urcte aj ich priesecnik.

N(

Vzdjomni polohu dvoch priamok urcujeme na zdklade porovnania ich alebo

U: To je pravda. Vhodné je to v pripade, ked méame dané obidve priamky parametricky alebo
obidve priamky vseobecnou rovnicou.

Z: Hm. .. Priamka p je dand vseobecnou rovnicou a priamka q parametricky. Mohol by som
jednu, napr. priamku q upravit tieZ na vSeobecni rovnicu.

U: Nie ,priamku upravime na rovnicu“, ale z jej parametrického vyjadrenia ur¢ime jej vse-
obecntu rovnicu. Myslim vsak, Ze to nebude potrebné.

Z: AkoZe? Budeme porovndvat normdlovy a smerovy vektor? To predsa nemd zmysel.

U: Dalo by sa to aj tak. Namiesto o linedrnej zavislosti by sme uvazovali o kolmosti, ale to
teraz nechame tak. Existuje jednoduchsi spdsob.

Z: Tak potom mi ostdva iba ndjst spolocné body oboch priamok.

U: Presne tak. Spolo¢né body oboch priamok musia vyhovovat tak rovnici jednej priamky
ako aj rovnici druhej priamky. Priamka ¢ je dand parametricky. Lubovolny bod patriaci
priamke ¢ ma stradnice

[z;y] = [2—4t; -3+ 2t], t € R.

: Aha! To ste namiesto suradnic x;y zapisali vyjadrenia z parametrickych rovnic priamky q.

c N

: Samozrejme. Tieto stradnice dosadime do vSeobecnej rovnice priamky p.

N«

. Je to logické. Suradnice spolocnych bodov musia vyhovovat aj rovnici priamky p.

c

: Dostavame jednu rovnicu s jednou neznamou ¢:

5(2—4t) +8(—3+2t)+17=0

Z: To sa mi paci. Ziadna sustava, len obycajnd linedrna rovnica. Vyriesim ju. Najprv upravim
lavi stranu - rozndsobim zdtvorky

10 — 20t — 24 + 16t + 17 = 0,

spocitam co sa dd

—4t+3=0
a vyjadrim t
3
t=—.
4

U: Vyborne. Rovnicu mame vyriesenti. Ma prave jedno riesenie ¢ = %. Ak4 je ale vzajomna
poloha priamok p a ¢?

Z: To je zaujimava otdzka. Neviem, co nam to vlastne vyslo.
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c N

N«

N«

: Hladali sme spolo¢né body oboch priamok. Ak hodnotu parametra t = % dosadime do

parametrickych rovnic priamky ¢, dostaneme stradnice bodu, ktoré vyhovuja rovniciam
oboch priamok.

: Bude to spolocnyj bod oboch priamok. Priesecnik. Priamky p a q su ré6znobezné.
: Spravne. Uréme stradnice priesec¢nika.

: Dobre. Povedali ste, Ze hodnotu parametera t = i—i dosadime do parametrickych rovnic

priamky q, tak to urobim:

8
I
[\
|
=
oo
I
[\
|
w
I
|
—_

Priesecnik P md siradnice P|—1;—3].

: Vyborne. Ako samostatnt pracu si mozes overit, ¢i bod P naozaj patri aj priamke p.

: Ako by vyzeralo riesenie, keby boli priamky rovnobezné?

: Vsetko suvisi s poc¢tom spolocnych bodov oboch priamok. Ak st priamky rovnobezné a

rozne, nemaju ziaden spolo¢ny bod. Preto zostavena rovnica s parametrom ¢ by nemala
ziadne rieSenie. Ak st priamky totozné, maji nekonecne vela spolo¢nych bodov.

: Preto zostavend rovnica by mala nekonecne vela rieseni. UZ rozumiem. Je to dobre vymys-

lené. Tak ako rovnica mozZe mat nula, jedno alebo nekonecne vela rieSent, aj dve priamky
v rovine moZu mat nula, jeden alebo nekonecne vela spoloénich bodov.

: Som rad, Ze si postrehol tato suvislost. Rozhodne nie je ndhodna.

Uloha 1: Dané su priamky p : 2x —y+3=0aq: 2= —t, y=3—2t, t € R. Urcte ich

vzajomni polohu, v pripade roznobeznosti urcte aj ich priesecnik.

Vysledok: Priamky st1 rovnobezné totozné.
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Priklad 4: Urcte vzajomnd polohu priamok

N«

Ne C N¢ c

c

20 +ay—4=0,
xr—3y+a=0.
Urobte diskusiu vzhladom na parameter a.

Pamdtdm si, Ze vzdjomni polohu dvoch priamok v rovine moZeme urcit porovndvanim
smerovych vektorov alebo riesenim sustavy rovnic.

To je pravda. V nasom pripade by som vSak skor porovnaval normaéalové vektory ako
smeroveé.

: O, samozrejme. Priamky su dan€ vseobecnymi rovnicami, normadalové vektory su vhodnejsie.

Vieme ich rovno precitat z rovnic priamok.

: Navrhoval by som zacaf rieSenim ststavy dvoch rovnic.

: No dobre. Zostavim si sustavu dvoch rovnic pozostdvajicu so vseobecnych rovnic oboch

priamok.
20 +ay—4=0

x—3y+a=0.

: Vyborne. Je to stistava dvoch linedrnych rovnic s dvoma neznadmymi.

. Ale s parametrom!!!

: To predsa nemdze prekazat. Urcite vies takéto stustavy riesit. Najprv si vSak povieme nieco

o moznom pocte rieseni tejto ststavy.

: Stustava dvoch linedrnych rovnic s dvoma nezndmymi moze mat nula, jedno alebo nekonecne

vela riesent.

: Spravne. Akurat by som povedal ,,prave jedno “ riesenie. Kazdé rieSenie stistavy predstavuje

jeden spolo¢ny bod oboch priamok.

: Aha. TakZe, ak sustava nemd rieSenie, ani priamky nemaju spolocny bod, si rovnobezné.

: A rozne. Presne tak.

: Ak md sustava nekonecéne vela rieSent, priamky maji nekonecne vela spolocnyjch bodov, si

totozné. A ak su roznobezné, sustava md prdve jedno rieSenie.

: Velmi dobre povedané.

: Pustime sa do rieSenia. Pouzijeme dosadzovaciu metédu. Druhé rovnica sa mi zda na

vyjadrenie vhodnejsia.

: Suhlasim. Z druhej rovnice

r—3y+a=0

st vyjadrim x
T =3y — a.

: Dosadime toto modré vyjadrenie do prvej rovnice:

23y —a)+ay—4=0.
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y4

Rovnicu upravim
6y —2a +ay —4=0.

Cleny s nezndmou y nechdm na lavej strane a zvysok ,hodim*“ napravo. Snazim sa nevsimat
st parameter. Teda
6y + ay = 4 + 2a,

y vyberiem pred zdtvorky
y(6+a) =4+ 2a.

: Nasleduje diskusia ohladom parametra. Potrebovali by sme totiz delif vyrazom 6 + a a to

mozeme len v pripade, ak je rézny od nuly.

. TakzZe, ak

6+a=0,

dostavame rovnicu

Co po uprave je

Oy = —8.
Rovnica nemd riesenie a ani sustava nemd riesenie.
: Ak sa a = —0, ststava nema rieSenie, priamky st rovnobezZné rozne. Ak sa a # —0,

mozeme vyrazom 6 + a vydelit rovnicu.

N«

: Pokracujem pri rovnici

y(6 +a) =4+ 2a.

Vyraz v zatvorke je teraz rozny od nuly, vydelim s nim obe strany rovnice

_4—|—2a
 6+4a’

Yy

To je hodnota nezndmej y. Budem pokracovat s vijpoctom nezndmej x. Predtym sme mali

T =3y —a.
Dosadim y a mdam
442
$:3.M_a
6+ a

: Upravime tento vyraz.
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Z: No dobre. Obidva cleny upravim na spolocného menovatela:

124 6a —6a —a®
N 6+a

T

co dava
12 — a?
6+a
U: Vyborne. Pre a # —6 mame rieSenie sustavy

xr =

12 — a? 74+2a
610 @ VT 6+a

Tr =

Znamena to, ze kazdej hodnote parametra a # —6 zodpoveda prave jedna usporiadana
dvojica ¢isel z,y. Ststava mé prave jedno rieSenie a priamky st réznobezZné, maju spo-
loény prave jeden bod.

Z: Dali by sa vypocitat aj suradnice ich priesecnika?

U: Prave sme ich vypocitali. Hodnoty

_12—a2 _4+2a

T 6+a ’ J= 6+a

tvoria sturadnice priesecnika zadanych priamok.

Z: Este to zhrniem. Pre a = —6 st priamky rovnobeZzné a rbézne. Pre a # —6 st
priamky réznobezZné.

U: Teraz ten druhy spdsob. Vyuzijeme normaélové vektory priamok. Aké maju stradnice?

Z: Prva priamka ma rovnicu 2x + ay — 4 = 0, preto jej normdalovy vektor md suradnice
ny = (2;a). Druhd priamka ma rovnicu x — 3y + a = 0, preto jej normdalovy vektor md
suradnice ny = (1;—3).

U: Ak st priamky rovnobezné, ich normalové vektory by mali byt linedrne zavislé.

Z: Myslite asi, Ze jeden je nasobkom druhého.

U: Nech existuje také k € R, Ze plati:

ny = kny.

Z: Aha. Vektor ny bude k ndsobkom vektora ny. Potom pre suradnice vektorov musi platit:

2=k-1 A a=k-(=3).

U: Z prvej casti mame

k=2
A preto
a=2-(-3)=—6.
Ak st normalové vektory linearne zavislé, tak a = —6.

Z: Priamky su vtedy rovnobezné. Pre a # —6 su priamky roznobezné, lebo normdlové vektory
nie su linedrne zdvislé. To bolo celkom jednoduché!
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U: Pockaj! Este sme neskoncili. Musime rozriesit, ¢i pri rovnobeznosti buda priamky rézne
alebo totozné.

Z: Vieme, %e a = —6. Napadd mi iba dosadit tito hodnotu do rovnic.

U: Dobry napad.

Z: Pre a = —6 vyzeraji vieobecné rovnice priamok takto: 20 —6y —4=0ax — 3y — 6 = 0.

U: Myslim, Ze vidno, Ze sa nejednd o tu istt1 priamku. Druha rovnica nie je nasobkom prvej.

Z: Suhlasim. Druhd rovnica by mala byt dvojndsobkom prvej, ale
—6 #£2-(—4).
Pre a = —6 su priamky rovnobezné a rozne.

Uloha 1: Uréte hodnoty parametrov a,b € R tak, aby priamky p a q boli totoiné, ak ich
rovnice su:.p:x=1—t, y=2+t, teR, g:x=a+s, y=5+bs, s €R.

Vysledok: a = -2, b = —1
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Priklad 5: Vypocitajte suradnice vrcholov trojuholnika ABC, ak jeho strany leZia na priam-

kach s rovnicami:
a:T7r—4y—1=0,
b:x—2y+7=0,
c:2v+y+4=0.

Z: Ak tomu dobre rozumiem, mdme urcit vrcholy trojuholnika. Nepozndme nic iné, len strany

uU:

trojuholnika, presnejsie povedané, strany vyjadrené rovnicams.

Predstav si, ze nemas dané vrcholy trojuholnika, len priamky, na ktorych lezia jeho strany.
Asi tak, ako na obrazku.

a b

C

g \

: Ale potom je jasné, kde su vrcholy trojuholnika! Su to predsa priesecniky priamok.

: Presne tak. OznacCime ich A, B,C' a to tak, aby oproti priamke a lezal bod A, oproti

priamke b bol bod B a oproti priamke ¢ bol bod C.

a
C b

C

/A B\

: Bod A je priesecnikom priamok b a c, bod B je prienikom priamok a a ¢ a bod C' je

prientkom priamok a a b. Staci ndjst len prieniky prislusnych priamok.

: Prienik priamok, zrejme roéznobeznych, ziskame ako riesenie stistavy rovnic prislusnych

priamok.

: No, priamky si dan€ vseobecngmi rovnicami, zostavit sustavu bude jednoduché.

: Zoberme si bod A = b M ¢. Zostavime sustavu z rovnic priamok b a c:

r—=2y+7=0
2r+y+4=0.

Je to ststava dvoch linedrnych rovnic s dvoma neznamymi.
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Z: Taku viem riesit. PouZijem séitaciu metddu, druhi rovnicu vyndsobim cislom 2. Ndsledne
ich sc¢itam. Sledujte ramcek. Dostanem rovnicu

S5x + 15 =0.
Z coho dostdvam
r=—3.
r—2y+7=0
20 +y+4=0 /-2
5xr+15=0
r=-3
U: Ostava dopocitat suradnicu y.
Z: Mohol by som pokracovat scitacou metddou, ale ja radsej dosadim x = —3 napr. do prvej
rovnice:
-3 —-2y+7=0.
Z toho mdm hned
y = 2.

Riesenim sistavy je usporiadand dvojica [—3;2].
U: Vyborne. RiesSenie stustavy zaroven predstavuje stradnice spolo¢ného bodu danych pria-
mok, ¢ize bodu A. Bod A m4 suradnice A[—3;2].

Z: To bolo celkom lahké. Budem pokracovat s bodom B. Plati, Ze B = a M ¢. Preto si zostavime

sustavu z rovnic priamok a a c:
Tr—4y —1=0

2r+y+4=0.

PouZijem scitaciu metodu, druhi rovnicu vyndsobim cislom 4. Ndsledne ich scitam. Do-

stanem rovnicu
152 +15=0.

Z ¢oho dostdavam
r=—1.

Tuito hodnotu dosadim napr. do prvej rovnice:
—7—4y—1=0.
Z toho mdm hned
y=—2.
Bod B mad suradnice B|—1;—2].

U: Vyborne. Ostal uz len posledny vrchol trojuholnika, bod C'. Ten je prienikom priamok a
ab.
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Z: Preto si zostavime sustavu z rovnic priamok a a b:
Tr—4y—1=0
x—2y+7=0.

PouZijem sc¢itaciu metodu, druhid rovnicu vyndsobim cislom (—2). Ndsledne ich scitam.
Dostanem rovnicu
5r — 15 =0.

Z ¢oho dostavam
T = 3.

Tuito hodnotu dosadim napr. do prvej rovnice:
21 —4y—1=0.

7 toho mdm hned

<
Il
ot

Bod C' md suradnice C[3;5].

Uloha 1: Vypocitajte suradnice vrcholov trojuholnika ABC, ak jeho strany leZia na priamkach
s rovnicami: a : v — 2y + 8 =0,
b:2x+y+1=0,
c:8r—y—11=0.

Vysledok: A[1; —3], B[2;5], C[—2;3]
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Priklad 6: Dany je trojuholnik ABC, A[—1;2], B[3;—1], C[—3;—4]. Urcte suradnice orto-

C N

c N

centra trojuholnika.

: Viem, Ze ,orto“ znamend kolmy. Ale ortocentrum. . .
: Kde sa v trojuholniku vyuzivaji kolmice?

: Kolmice? Kolmice na stranu trojuholnika - to su vysky!

: Presnejsie vyska v trojuholniku je tisecka spéajajica vrchol a pétu kolmice z tohto vrchola

na protilahla stranu.

: A, uz viem! Ortocentrum bude priesecnik vysok.

: Opit fa musim trogku opravit. Ortocentrum trojuholnika je prieseénik priamok, na ktorych

lezia vysky.

: Nepovedal som to isté?

: Nie. Suvisi to s tym, Ze vysky st tisecky nie priamky. Napriklad v tupouhlom trojuholniku

lezi ortocentrum mimo trojuholnika, rozhodne nie na vyske, ale len na priamke, na ktorej
vyska lezi.

: Ortocentrum je prienikom priamok, na ktorych lezia vysky. Keby som vedel rovnice tychto

priamok, mohli by sme ziskat aj ich priesecnik.

: To je pravda. Potrebujeme vsetky tri vysky?
: Ano.

... pockajte, stacia predsa dve, tam kde sa pretni, uZ je ortocentrum. Aj ked rysujem
ortocentrum, nepotrebujem narysovat vsetky tri vysky, stacia dve.

: Spréavne uvaha. Potrebujeme teda rovnice dvoch priamok, na ktorych lezia vysky troju-

holnika ABC'. Za¢nime napr. s priamkou, na ktorej lezi vyska na stranu ¢, oznacime ju v..
Vyjadrime ju rovnicou, navrhoval by som vSeobecnou.

: Na napisanie vseobecnej rovnice budem potrebovat normdlovy vektor vysky a aspori jeden

bod, ktory lezi na vyske. Hladand vyska je kolmica z vrcholu C' na protilahli stranu AB.
Bod, ktory na nej lezi uZ mdme, je to bod C.

: S tym sthlasim. Bod teda mame. Ostdva normalovy vektor. Navrhujem nakreslit obrazok.

: Dobre. Kreslim obrdzok. Nacrtnem lubovolny trojuholnik ABC, potom vysku z bodu C a

predlZim ju, ¢im vznikne priamka, na ktorej leZi vyska. Normdlovy vektor je vektor kolms
na vysku, tak ho niekde zakreslim, napr. z bodu C'?

: Mo6ze byt umiestneny lubovolne, ale ja by som navrhol nac¢rtnit ho na tsecke AB:

C

Ve

A Ne B

. No jasné! Usecka AB je kolmd na vysku, preto na nej lezi normdlovy vektor.
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U: A ¢o keby sme zobrali ako normélovy vektor cely vektor B — A?

Z: Cely vektor B— A? Samozrejme, je kolmy na vysku a normdlovy vektor maoze byt lubovolne
dlhy. Aky genidlny ndpad! Mdme normdlovy vektor pre vysku.
U: Vypocitajme jeho sturadnice.

Z: Dobre.
ne=B—-A=3—-(-1);—-1-2) = (4;,-3)

U: Do vSeobecnej rovnice
ar+by+c=0

dosadime stiradnice normalového vektora:
dx—3y +c=0.
Na vypocet ¢ pouzijeme bod C[—3; —4].
Z: Dosadim suradnice bodu C do vseobecnej rovnice a ziskavam:
4-(=3)—3-(—4)+c=0.

Vypocitam c:
c=0.
Vseobecnd rovnica priamky, na ktorej lezi vyska v. je:
dr — 3y = 0.
U: Vyborne.

U: Potrebujeme este druhti priamku, navrhujem napr. priamku, na ktorej lezi vyska z bodu
B, oznacime ju vy,

Z: Urcenie rovnice by malo byt také isté. Bod, ktory leZi na priamke bude bod B a normdlovy
vektor moze byt vektor C — A. Vietko som vyznacil aj na obrdzku.

C
/UC
My
Up
By
A T, B>

U: Vyborne. Podme pocitat.
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Z: Vypocitam suradnice normdlového vektora:
n,=C—A=(-3—(-1);—4—2) = (-2;-6).
Tieto dosadim do vseobecnej rovnice a dostavam
—2x—6y +c=0.
Na vgpocet ¢ pouzijeme bod B[3; —1].
—2-3-6-(-1)4+c=0
c=10
Vseobecnd rovnica priamky, na ktorej lezi vyska v, je:
—2x — 6y =0.
U: Navrhoval by som, upravit ju, t. j. vydelit rovnicu ¢islom (—2).
Z: Suhlasim. Vseobecnd rovnica priamky, na ktorej lezi vyska v, potom vyzerd takto:
x4+ 3y =0.

U: Méame teda rovnice dvoch priamok, na ktorych lezia dve vysky trojuholnika ABC. Najdem
ich priesecnik, ktorym bude ortocentrum trojuholnika.

Z: Najst priesecnik, znamend vyriesit tuto sustavu rovnic:
4r — 3y =10
r+3y=0.

U: Na rieSenie sa nuka sc¢itacia metdda.

Z: OK. Sc¢itam obe rovnice a dostdvam
5z = 0.

Z c¢oho
z=0.

Po dosadent do prvej rovnice dostavam aj
y=0.

Riesenim je usporiadand dvojica [0;0].
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U: Spravne. Ortocentrum ma suradnice O[0; 0.
Musim v§ak poznamenat, Ze toto rieSenie bolo hned jasné. Rovnice priamok st

dr — 3y =10
r+3y=0.
V kazdej rovnici chyba koeficient ¢, teda je rovny nule. Znamena to, zZe obe priamky pre-

chadzaji zac¢iatkom ststavy stradnic, bodom so stradnicami [0; 0]. Nakolko st roznobezné,
je to zaroven aj ich jedinny priese¢nik, ¢ize ortocentrum.

Uloha 1: Dany je trojuholnik ABC, A[1;2], B[3;6], C[—T7;8]. Urcte siradnice taZiska troju-
holnika ABC' ako priesecnika jeho taznic.

Vysledok: T'[—1; 3]




