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Vzajomna poloha priamok v priestore
RNDr. Viera Vodickova

U: Aké moze byt vzajomnda poloha dvoch priamok v rovine?

N«

: Priamky v rovine mozu byt rovnobezné alebo roznobezné.

c

: Ano. V ramci rovnobeznosti rozliSujeme rovnobezné rézne a rovnobezné totozné priamky.
A aké moze byt vzajomnd poloha dvoch priamok v priestore?

: Myslim, Ze sa to velmi nezmenid.

C N

: Ale 4no. Pribudni mimobezné priamky.

N«

: Aha, spominam si. Mimobezné priamky sa nikdy nestretni. Su to take, ktoré nemaji spo-
locny bod, ale zaroven nie siu rovnobezne.

c

: Na zaklade ¢oho klasifikujeme vzajomnt polohu priamok v priestore?

N«

. Myslim, Ze na zdklade poctu ich spolocnych bodov.

c

: Obavam sa, Ze nam to teraz nebude stacit. Ani rovnobezné ani mimobezné priamky nemaji
spolo¢ny bod.

: No, tie mimobeZky budi robit problémy. . .

C N

: Ani nie. Ako rozoznas mimobezky od rovnobeziek?

N«

: No predsa idi ,mimo“. ..

c

: Ida ,mimo® - to znamena, Ze nelezia v jednej rovine. Naopak rovnobezky lezia v jednej
rovine.

Z: Rozlisovacim kritériom, okrem prieniku, bude to, ¢i dve priamky leZia v jednej rovine.

U: Spravne.

e Ak dve priamky leZia v jednej rovine a ich prienikom je prazdna mnozina (priamky
nemaju spoloény bod), st rovnobezné rozne.

e Ak dve priamky lezia v jednej rovine a ich prienikom je nekonecéne vela bodov (celd
priamka), st rovnobezné totozné.

e Ak dve priamky lezia v jednej rovine a ich prienikom je prave jeden bod, st réznobezné.

e Ak dve priamky nelezia v jednej rovine, ich prienikom je prazdna mnozina (priamky
nemaju spoloény bod), st mimobezZné.

N«

. Pekne sme si to zopakovali. DoleZité je, ¢i leZia v jednej rovine alebo nie. Ak neleZia, su
mimobezné. Ak leZia, tak je to tak ako pri dvoch priamkach v rovine.

U: Budeme skiimat vzajomnt polohu priamok z analytického hladiska.

Z: Pomocou vektorov?

U: Ano. Z rovnic priamok musime vedief uréit, ¢i st rovnobezné, roznobezné alebo mimobezné.
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Z: Pochopil som. Budeme pracovat len s rovnicami priamok.

U: Akou rovnicou vieme vyjadrit priamku v priestore?

Z: Priamku v priestore moZeme vyjadrit len

U: Spravne. Zopakujme si, ze parametrické vyjadrenie priamky v stradniciach je:

T = ay + tuy
Y = a9 + tug
z = asz + tus, t e R.

Co vietko vieme uréif z parametrickych rovnic priamky?

Z: 7 parametrického vyjadrenia vieme priamo urcit suradnice jedného bodu priamky, napr.
bodu Alay;as;as]. Okrem toho aj suradnice , vektora
U = (uy; ug; ug).

U: Vyborne. Potrebujeme dve priamky, zoberme si napr. priamky p a q. Oznac¢me ich smerové
vektory 1, a i,. Body leziace na prislusnych priamkach oznac¢me ako P a (). Potom mozeme
povedat, Ze priamka p je uréend bodom P a smerovym vektorom u,. Tato skutocnost
mozeme zapisat takto ako v tomto ramdeku:

p(P; 1)

Z: Zrejme podobne priamku q moZem zapisat ako v dalSom rdmceku.

Q(QS'ﬁq)

U: Kvoli lepsej predstavivosti sa nam hodia obrazky jednotlivych vzajomnych poloh. Mimo-
bezné priamky sa nezakresluju jednoducho, a preto si zoberieme na pomoc kocku. Na
hranéch kocky najdeme postupne dvojicu rovnobeznych, rovnobeznych totoznych, rézno-
beznych a mimobeznych priamok. Bod P a smerovy vektor priamky p vyznac¢ime ¢ervenou,
bod @) a smerovy vektor priamky ¢ modrou farbou.
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Na obrézkoch budeme sktimat ako stvisi vzajomnd poloha priamok s umiestnenim smero-
vych vektorov jednotlivych priamok.

Z: Na druhom obrdzku, kde su priamky totozine, siu smerové vektory umiestnené na jednej
priamke.

U: Vyborne. Co to znamen4 pre vektory?

Z: No, kludne by mohli mat priamky p a q ten isty smerovyj vektor. Cize mohlo by platit:
Uy = U

U: Ano. Vektor i, moze byt aj nenulovym nésobkom vektora .

U, = ku,, ke€R—{0}.

Inymi slovami, vektory i, a i, st :
Pozrime sa teraz na prvy obrazok. Na rovnobezné priamky. Nie st aj teraz smerové vektory
linearne zavislé?

Z: No...nie su na jednej priamke. Su len rovnobezné.

U: Nezabudni, ze nemozeme znazornit. MéZeme znézornit len jeho umiestnenie. Rozne
umiestnenia toho istého vektora lezia na rovnobeznych priamkach.

Z: Naozaj, zabudol som. Smerovy vektor priamky p, vektor u,, moZeme umiestnit aj na
priamku q. KedZe je s priamkou p rovnobeZnad.

U: A tak dostavame predchadzajuci pripad.

Z: Znamend to, Ze ak su priamky rovnobezné, ich smerove vektory su linedrne zdvislé.

U: Spréavne. Pozrime sa na smerové vektory priamok na dalsich dvoch obrazkoch. Tam mame
priamky réznobezné a mimobezZné.
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Z: Teraz vektory taZko umiestnime na jednu priamku, nedd sa to. Evidentne si ,iné

U: Smerové vektory roznobeznych a mimobeznych priamok st . Smerovy
vektor priamky p nie je nasobkom smerového vektora priamky q.

Z: Zhrnieme si to. Doteraz sme zistili, Ze ak su smerové vektory linearne zavisle, priamky su
rovnobezné rozne alebo totozné. Ak su smerové vektory priamok linedrne nezavislé, priamky
st bud roznobezné alebo mimobezné.

U: Povedal si to velmi dobre.

Z: Nanestastie mdme viade dva pripady. Ako odlisime, ¢i si priamky rovnobezné totoZné alebo
rozne? Alebo ¢i su roznobezné alebo mimobezné?

U: Pozrime sa najprv na rovnobezné priamky. Ako odliSime rézne od totoznych?

Z: Totozné priamky maju spolocné vsetky body, rovnobeiné rozne nemaji Ziadne spolocné

body.
U: To aj vyuzijeme. V§imnime si na obrazku bod P patriaci priamke p.

Z: Aha! Ak su priamky totozné, bod P patri aj priamke Q).

U: Presne tak. Overime, ¢i bod P patri priamke ¢. Ak patri, tak s priamky totozné. A ak
nepatri, tak st rovnobezné rozne.
A teraz ako rozlisime roznobezné od mimobeznych?

Z: Opit si asi pomoZeme prientkom. Roznobeiné priamky maji spoloény prdve jeden bod,
mimobezné Ziaden.

U: Ano. Nepomd#ze nadm uz nic¢ iné, ako hladat prienik dvoch priamok, riesenim stistavy rovnic.
Ak stistava bude mat riesenie, a to prave jedno, priamky st roznobezné. Ak stustava nebude
mat rieSenie, priamky s mimobeZné.

Z: Nestacilo by od zaciatku hladat prienik dvoch priamok rieSenim sistavy rovnic? Musime
sa zaoberat aj smerovymi vektormi?

c

: Tak si predstav, ze hladdme prienik dvoch priamok. RieSime ststavu lineadrnych rovnic.
Kolko moze mat rieSeni?

. Stustava rovnic moze mat nula, jedno alebo nekonecne vela riesend.

cC N

: Ako to bude potom vyzerat s ich vzajomnou polohou?

N«

: Ak md sustava nekonecne vela riesent, priamky si rovnobeiné totoiné, to je jasné. A ak
md prdve jedno rieSenie, priamky siu roznobezné.

U: Ale, ak stustava nema rieSenie, ostavaju este dva pripady: rovnobezné rézne alebo mimo-

bezné. Musime si pomoct smerovymi vektormi.

N«

: Ak budu linedrne zdvisle, su rovnobezné. A ak nie, si mimobezné. Vyzerd to komplikovane,
ale dufam, Ze pocitat sa to bude lahko.

U: Zhrnieme si to. Mame priamku p dantt bodom P a smerovym vektorom i, a priamku g
dant bodom () a smerovym vektorom ,. Ak st smerové vektory u, a u, linedrne zavislé,
priamky p a ¢ st rovnobezné.

N(

V pripade, Ze bod P patriaci priamke p patri aj priamke q, priamky su totozné. Inak si
rovnobezné rozne.
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U: Ak st smerové vektory , a i, linedrne nezévislé a priamky maji spolo¢ny prave jeden
bod, napr. S, st roznobezné. Ak s smerové vektory u, a i, linedrne nezavislé a priamky
nemaju spolo¢ny bod, st mimobezné.

Vzajomna poloha priamok v priestore
p(Psiy), q(Q;1y)
e Jk € R : u, = kti; = priamky p a ¢ st rovnobezné

— P € ¢ = priamky p a ¢ st rovnobezné totozné

— P ¢ ¢ = priamky p a ¢ st rovnobezné rdzne

o Vk e R:uy,# ki, N\ pNqg={S} = priamky p a ¢ st ré6znobezné

o Vk e R:u,# kiiy, N pNg=10= priamky p a ¢ st mimobezné
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Priklad 1: Urcte vzdjomni polohu priamok p a q, pricom:

prx=t,y=—4t, z=-3t;t € R,
q:x=—-2s,y=—8+38s, z=—-3+6s; s € R.

Z: Zdd sa mi, Ze vzdjomni polohu dvoch priamok v priestore urcujeme porovndvanim

U: Nevyriesime tym cely problém. Na zaciatok je to vSak dobré.

Z: Neviem celkom, ako ste to myslels.

U: Porovnajme smerové vektory a uvidime.

Z: Dobre. Suradnice smerovijch vektorov lahko precitam z parametrickyjch rovnic. St to cisla
stojace pri parametry t, resp. pri parametri s. Smerové vektory priamok p a q maji na-
sledovné suradnice:

i, = (1; —4; —3)
U, = (—2;8;6).

U: Vyborne. Teraz potrebujeme urcit, ¢i tieto smerové vektory su . Predpo-
kladam, ze tak si myslel to porovnanie.

Z: Porovnanie som myslel. .. ¢i je jeden ndsobkom druhého. To je linedrna zdvislost?

U: Presne tak.

Z: Na prvy pohlad vidno, Ze dno. Ak smerovy vektor priamky p vyndsobime cislom (—2),
dostaneme smerovy vektor priamky q.

U: Plati:

Uy = —2U,.

Z: Smerové vektory si linedrne zdvislé.

U: Priamky p a ¢ st rovnobezZné. Potrebujeme este zistit, ¢i st rozne alebo totozné. Preto
len porovnanim smerovych vektorov tilohu nevyriesis.

Z: Ak su priamky rézne nemaji Fiadne spoloéné body a ak si priamky totoiné, maji spoloéné
vsetky body.

U: Prave to vyuzijeme. Vyskusame, ¢i jeden bod z priamy p patri aj priamke q.

Z: To bude stacit? Nemali by sme preverit vsetky body?

U: Nezabtdaj, ze uz vieme, ze priamky st rovnobezné. Ak maji rovnobezné priamky spolo¢ny
jeden bod, musia mat spolo¢né aj vSetky ostatné body. St totozné. Naopak, ak jeden
vybrany bod nebude ich spolo¢ny, musia byt priamky rovnobezné rozne.

Z: Dobre. Vyberiem si jeden bod patriaci priamke p, nazvem ho P.

U: Asi bude najjednoduchsie zobrat ten, ktory vieme rychlo vycitat z parametrickej rovnice.

Z: Ano. Zoberiem z parametrickijch rovnic priamky p ¢isla stojace hned za rovnd sa, to budi

suradnice bodu P:

PJ0;0;0].

To je zaujimavy bod!
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U: Cim je pre teba zaujimavy?
Z: Suradnice su samé nuly! Aha, je to predsa zaciatok sustavy suradnic.

U: Ano. Priamka p prechédza zaciatkom ststavy stradnic. Teraz zistime, ¢ aj priamka g
prechédza zaciatkom sustavy suradnic. Patri bod P aj priamke ¢7

Z: Ak jej patri, musia jeho suradnice vyhovovat parametrickej rovnici priamky q. Dosadim
suradnice bodu P[0;0;0] do parametrickyjch rovnic priamky q:

0=s
0=—-8—4s
0=-3-—3s.
Uz vidim, Ze to neplati. V prvej rovnici sa s = 0 a v druhej rovnici sa s = —2. Tretiu

rovnicu som ani nepotreboval.

U: Spravne. Bod P nepatri priamke ¢, preto su priamky p a ¢ rovnobezZné a rozne.

Uloha 1: Urcte vzdjomni polohu priamok p a q, ktorych parametrické vyjadrenie je takéto:
prrx=3—-2t,y=4+3t;teR,
q:x=6+3s,y=—-0,5—4,5s; s € R.

Vysledok: rovnobezné totozné
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Priklad 2: Urcte vzdjomni polohu priamok p a q, pricom:

C N

cC N

N«

C N C N (-

N«

prx=1+2t,y=—-1—t, 2=3-3t;t € R,
qgr=—1—s,y=14+s,2=-3+3s;seR.

: Mame urcif vzadjomnu polohu dvoch priamok v priestore. Trochu ta vyskisam. Ak4 moze

byt vzajomné poloha dvoch priamok v priestore?

: Priamky v priestore mozu byt rovnobezné, roznobeiné a mimobezné.

: Rovnobezné mozu byt bud roézne alebo totozné. Ako ur¢ime vzajomnt polohu dvoch pria-

mok v priestore, ak pozname ich parametrické vyjadrenia?

. Pamdtdm sa, Ze to nejako suvisi s porovndvanim vektorov.
: V poriadku, podme na to.

: Dobre. Sturadnice smerovijch vektorov priamok lahko precitam z ich parametrickych rovnic.

St to cisla stojace pri parametri t, resp. pri parametri s. Smerové vektory priamok p a q
maju tieto suradnice:

U, = (2;—1;—3)
i, = (—1;1;3).
: Vyborne. Potrebujeme urcit, ¢i tieto smerové vektory s . Predpokladam,

ze tak si myslel to porovnanie.

: Porovnanie som muyslel. . . ¢i je jeden ndsobkom druhého. To je linedrna zdvislost?

: Presne tak.

. Zdd sa, Ze nie je jeden ndasobkom druhého. Smerové vektory nie su linedrne zdvisle.
: Vedel by si to aj zdovodnit?

: Je to predsa tplne jasné. Pozriem a vidim! No, dobre. Hladdm ¢islo, ktorym mdm vyndsobit

smerovy vektor priamky p, U, = (2; —1; —=3) tak, aby som dostal smerovy vektor priamky

q, i, = (—1;1;3). Tak napr. prvi siradnicu potrebujem vyndsobit s ¢islom (—%) a druhi

2
potrebujem vyndsobit s ¢islom (—1). To uz neseds.

U: Sahlasim. Dalo sa to aj matematicky zapisat, ale uzndvam, Ze si to pekne zdovodnil.
Smerové vektory priamok p a ¢ nie st linedrne zavislé. Co to znamen4 pre ich vzdjomni
polohu?

Z: Priamky nemozu byt rovnobezné.

U: Ostavaja dva pripady. Bud st priamky roznobezné alebo mimobezné.

Z: To u? asi pomocou smerovich vektorov neurcim. . .

U: Cim sa odli$uji mimobezné priamky od réznobeznych?

Z: Roznobeiné leZia v jednej rovine a mimobeiné nie.

U: To je pravda. Ale mame eSte jeden rozdiel.

Z: Roznobeiné sa pretnii v jednom bode a mimobeiné sa nepretinaji.

U: To je ono. Prienikom réznobeznych priamok je prave jeden bod a prienikom mimobeznych

priamok je prazdna mnozina.
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: Potrebujeme teda urcit prienik priamok.
: Spravne. Je to jednoduché. Sta¢i porovnaf pravé strany parametrickych rovnic oboch

priamok postupne pre stiradnicu z, y a z.

. Ziskame tym sustavu rovnic

14+2t=—-1—-35
—1—-t=1+s
3—3t=—-3+3s.

: Je to stuistava troch linearnych rovnic s dvoma neznamymi. Vyber si dve rovnice a pomocou

nich najdi hodnoty pre ¢ a s.

: Zoberiem si napr. prvé dve rovnice:

1+2t=-1-—3s
—1—-t=1+s.

St celkom sympatické. Ked ich scitam, hned mi vypadne s. Dostdvam:
t=0.
Dosadim t = 0 napr. do prvej rovnice a mam
1+42-0=-1-s.

To znamend, Ze
s = —2.

: Hodnoty, ktoré sme takto dostali, ¢ =0, s = —2, dosadime do tretej rovnice, ktori sme

zatial nepouzili.

: Dosadzujem:

Upravim a

Viastne by som mal napisat, nerovnd sa. V tretej rovnici rovnost neplati, a preto sistava
nemd riesenie.

: Sthlasim. Vrafme sa teraz k tomu, ¢o sme pocitali.

: Pri riesent sustavy som aj zabudol o ¢o nam islo.

: Hladali sme prienik dvoch priamok, o ktorych uz vieme, ze mdzu byt bud réznobezné alebo

mimobeZné.

: Aha! Siustava nemd riesenie, to znamend, Ze prienikom priamok je prazdna mnozina. Z tych

dvoch moznosti, co ste spominali, vyhovuju len mimobezky.

: Ano. Priamky p a ¢ nemaji prienik a ich smerové vektory nie st linearne zavislé. Priamky

p a ¢ si mimobezZné.
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Uloha 1: Urcte vzdjomni polohu priamok p a q, pricom:
prrx=—-3+2t,y=—-1-2t, z=4t;t € R,
qGr=3+s,y=—14+2s, z=4;scR.

Vysledok: mimobezné
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Priklad 3: Urcte hodnotu parametra m € R tak, aby priamky p a q boli réznobezné.

C N

cC N

N«

C N

NS N

prr=6—-3, y=m-+t, z=-5+3t teR,
qg:r=—4+s,y=4+2s, z=8—4s; s € R.
Urcte aj suradnice priesecnika priamok.

: Priamky p a g magu byt roznobeiné, znamend to, Ze maju spoloény jeden bod.

: Vyjadrovat sa treba presne. Prienikom roznobeznych priamok je prdve jeden bod. Aj

totozné priamky maji spolo¢ny jeden bod. A okrem neho aj nekonecne vela dalSich. ..

: Zapdamatam si to.
: Dobre. Ulohou je néjst hodnotu parametra m tak, aby prienikom bol prave jeden bod.

: To s tym parametrom mi zatial nie je celkom jasné. Ale urcit prienik priamok viem, také

ulohy som uZ riesil. Staci porovnat parametrické rovnice oboch priamok.

6—3t=—-4+s
m+t=4+2s
-5+ 3t =8 — 4s.

: Dostali sme stustavu troch linedrnych rovnic s dvoma nezndmymi.

Ja tam vidim tri nezname t, s a m.

: m vystupuje ako parameter. Ale méas pravdu, mozeme sa na to pozriet aj ako na ststavu

s troma nezndmymi. Ak bude mat prave jedno rieSenie, priamky budi réznobezné.

Pustim sa do riesenia. Ako vidim m vystupuje len v druhej rovnici.

: Navrhujem vyuzit najprv prvi a tretiu rovnicu. Pomocou nich uréime ¢ a s.

Sthlasim. Tu st rovnice:
6—3t=—-4+s

—54 3t =8 —4s.
PouZijem scitaciu metddu. S¢itam obe rovnice, hned mi vypadne t. Dostdvam:

1=4-3s.

Z toho po malej uprave mam
s =1.

Dosadim s = 1 napr. do prvej rovnice a mam

6—3t=—-4+1.

Co znamend, Ze
t=3.

: Vyborne. Ak ma mat ststava prave jedno rieSenie, musi to byt usporiadanéa dvojica ¢ = 3

a s = 1. Teraz je dolezita druha rovnica, ta ktori sme nepouzili.

: Aha! Dosadim do nej vypocitané hodnoty a zistim, ¢ plati rovnost. Ale moment, je tam

ten parameter.
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U: Ved préave. Uréime, ak(i hodnotu musi nadobudat parameter m, aby rovnost platila.

Z: Jasné. Dosadzujem:
m+3=4+2-1

Z toho mdm
m = 3.

c

: Aby mala ststava prave jedno rieSenie, musi byt m = 3. Priamky p a ¢ st réznobezné
prave vtedy, ak m = 3.

. Ostdva urcit priesecnik, teda jeho siradnice.

C N

: Tie v podstate mame.
: Myslite?

U: Hladali sme prienik oboch priamok. Ozna¢me ho P. Ak hodnotu parametera t = 3 do-
sadime do parametrickych rovnic priamky p, dostaneme stiradnice bodu P. Zaroven, ak
hodnotu parametera s = 1 dosadime do parametrickych rovnic priamky ¢, dostaneme tiez
suradnice bodu P.

N«

Z: Rozumiem tomu tak, Ze bod P patri aj priamke p aj priamke q. V rovnict priamky p mu
prislicha t = 3 a v rovnici priamky g parameter s = 1.

U: Vystihol si to.
Z: Dobre. Vyberiem si napr. priamku q. Hodnotu parametra s = 1 dosadim do parametrickych

rovnic priamky q:
r=—-4+4+1=-3

y=4+2-1=4+42=6
z2=8—-4-1=8-4=4.
Priesecnik ma suradnice P|—3;6;4].

U: Vyborne.

Uloha 1: Uréte hodnotu parametra m € R tak, aby priamky p a q boli roznobezné.
prrx=24+t,y=3-2t, z2=4,teR,
qg:r=1—4s,y=m+s,z=1—3s; s € R.

Urcte aj suradnice priesecnika.

Vysledok: m = —2, P[5; —3; 4]
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Priklad 4: Urcte suradnice priesecnika (ak existuje) priamky AB a usecky C'D, ak
Al-3;-5;1], B[1;-8;0], C[8;—12;7], D[11; —14;8].

“—
: Asi by som najprv potreboval rovnice priamky AB a usecky CD. Mdm napisat parametrické
alebo vseobecné?

N«

U: Nezabudaj, Ze je to tloha v priestore, body maju tri siradnice. Priamky v priestore nemaju

Z: Jasne. Priamka v priestore nemd jednoznacne urceny kolmy vektor. TakZe parametrické
—
rovnice. Zacnem s priamkou AB. Potrebujem smerovy vektor, zvolim si vektor i = B — A.
Jeho suradnice budi

U=B—-A=(1-(-3);—8—(=5);0—1) = (4, —3; —1).

Pouzijem jeden bod z priamky, napr. bod A[—3; —5; 1] a moZem pisat
AB:
r=—-3+4t
y=—-5—-3t
z=1—t, telR.

U: Vyborne. Teraz ta ¢aka to isté s tseckou C'D.

Z: Dam sa do toho. Ako smerovy vektor si zvolim vektor v = D — C. Jeho sturadnice si
7=D—C=(11-8 —14—(-12);8—7) = (3; —2;1).

Pouzijem jeden bod z usecky, napr. bod C[8;—12;7] a méZem pisat parametrické rovnice
usecky CD:

=8+ 3s

y=—12—2s

z=T+s, seR.

c

: Naozaj je to spravne? Skontroloval si si to?

Muyslim, Ze dno. Smerovy vektor je v poriadku, aj suradnice bodu C.

C N

: PiSes v8ak parametrické rovnice usecky, nie priamky!

N(

Jaj! To by malo byt niekde vidiet. UZ viem, tyka sa to parametra. Ide o usecku CD, to
znamend, Ze parameter bude z uzavretého intervalu (0;1). Parametrické rovnice tusecky

CD s tieto:
r=8+4 3s

y=—12—2s
z=T+s, se€(0;1).

“—
U: Dobre. Navrhujem zacat hned s urc¢ovanim priesecnika priamky AB a usec¢ky C'D.
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. Priesecnik ndjdem tak, Ze porovndam parametrickeé rovnice priamky a usecky:

-3+ 4t =8+ 3s
—5—3t=-12 — 2s
1—t=7+s.

: Je to sustava troch linedrnych rovnic s dvoma nezndmymi. Vyberiem si dve rovnice a
pomocou nich nadjdem hodnoty pre ¢ a s.

: Paci sa mi druhd a tretia rovnica:

—5—-3t=-12—-2s
1—t="7+s.

Druht rovnicu vyndsobim cislom 2 a sc¢itam ich. Vypadne mi s. Dostdvam rovnicu:

-3 —5t=2.
Odtial uZ lahko madam
t=—1.
U: ISlo ti to skvele. Pokracujme vypoctom druhej nezname;j.
Z: Staci dosadit t = —1 napr. do tretej rovnice a mdm
1—(-1)=T7+s.
Co znamend, Ze
5= —9>.
U: Vyborne. Hodnoty, ktoré sme takto dostali, t = —1, s = —5, dosadime do prvej rovnice,
ktort sme zatial nepouzili.
Z: Dosadzujem:
—3+4-(-1)=8+3-(-hH)
Upravim a
—7=-7
Hodnoty vyhovuju aj tejto rovnici.
U: Ststava ma rieSenie atot = —1 a s = —5.
~ >
Z: Existuje preto aj priesecnik. Staci dosadit t = —1 do parametrickych rovnic priamky AB.

Priesecnik ma suradnice:
r=-3+4-(-1)
y=-5-3-(-1)
z=1—-(-1)=2.

-7
—2

Siradnice si P|—T;—2;2].

— >
: Moment! Ak by iSlo o priesecnik priamok AB a CD, nemam namietky. Opif si vSak
zabudol, Ze mame nie priamku, ale isecku C'D!
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C N

To ment situdciu?

: Samozrejme. Dve priamky mozu mat priesecnik, ale priamka a tisecka nemusia mat. Pozri

si napr. tento obrazok.

A

: Aha. To som si neuvedomil. Ako to ale teraz zistim?

—>
: Pozrime sa na hodnoty parametrov, ktoré sme dostali. t = —1 a s = —5. S priamkou AB

nie je problém. Parameter ¢ € R, bod P patri priamke AB.

: Dolezité bude ohranicenie parametra s, ktoré som na zaciatku aj tak zabudol. Aby to bola

usecka C'D, parameter s € (0;1). Pre bod P sa s = —5, preto lezi uZ mimo usecky CD.
, . — > , ., . — , 9y
: Spravne. priamky AB a CD sa pretinaju v bode P. Ale priamka AB a tsecka C'D sa
nepretinaj.

Uloha 1: Dané si body A[3;2;1], B[—5;—10;5], C[4;7; =3], D[3;5; —2]. Urcte priesecnik, ak
<

existuje, usecky AB a priamky CD.

Vysledok: P[—3; —7;4]
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Priklad 5: Oznacme Q) priesecnik priamok

N C N

N« C

cC N

N«

prr=1+t,y=-2t,2=-2+4+3t;teR a
qg:rx=142s,y=—-2—06s, 2=3+ 11s; s € R.
Urcte vzdialenost bodu Q) od zaciatku sustavy suradnic.

: Ak tomu dobre rozumiem, najprv budem musiet urcéit priesecnik tychto dvoch priamok.
: Ma$ na mysli zadané priamky p a ¢. Ano. Potrebujeme uréit stradnice ich prieseénika.

. Tak sa do toho pustim. Difam len, Ze priamky su roznobezné. Teda, Ze ten priesecnik

naozaj exristuje.

: Nechces si to overit?

: Ak mdm povedat pravdu, ani nie. Ak nemusim, nechce sa mi zaoberat sa vektormi, tusim

Smerovymi.

: Ano, islo by o priamok. Priamky méme dané v priestore parametricky. Ale

nie je nutné sa zaoberat smerovymi vektormi. Zbeznym pohladom sa d4 zistit, ze smerové
vektory priamok nie st linearne zavislé. To vSak neznamenad, Ze priamky st réznobezné.

: Sme v priestore. Priamky mozu byt roznobeiné alebo aj mimobeiné.
: Ano. Ci existuje prave jeden prieseénik, aj tak odhali len riesenie ststavy rovnic.

: Dobre. Dam sa do toho. Priesecnik ndjdem tak, Ze porovndm parametrické rovnice oboch

priamok:
1+t=1+42s

—2t = -2 —06s
—2+3t=3+11s.

: Je to sustava troch linearnych rovnic s dvoma neznamymi. Vyberieme si dve rovnice a

pomocou nich najdeme hodnoty pre ¢ a s.

: Vyberiem st prvi a druhi rovnicu:

1+t=1+4+2s
—2t = —2 — 6s.

Prvi rovnicu vyndsobim cislom 2 a scitam ich. Vypadne mi t. Dostavam rovnicu:

Odtial uz lahko mdm

: Islo ti to skvele. Pokrac¢ujme druhou neznamou.

. Stact dosadit s = —1 napr. do prvej rovnice a mdm

1+t=1+2-(-1).

Co znamend, Ze
t=—-2.
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uU:

Vyborne. Hodnoty, ktoré sme takto dostali, ¢ = —2, s = —1, dosadime do tretej rovnice,
ktort sme zatial nepouzili. Sluzi ako sktska spravnosti. Ak bude platit rovnost, priamky
maju prave jeden priesecnik.

: Dosadzujem:

—243-(=2)=3+11-(-1).

Upravim a
-8 = -8.
Hodnoty vyhovuju aj tejto rovnici.
: Stistava ma prave jedno rieSenie a tot = —2 a s = —1. Existuje preto aj priesec¢nik priamok

p a q. Staci dosadif napr. t = —2 do parametrickych rovnic priamky p.

: Dosadzujem:

r=1+4+(-2)=-1
y=-2-(-2)=4
z=-2+4+3-(-2)=-8.

Suradnice priesecnika priamok p a q su Q[—1;4; —8].

cC N

N C N

c

uU:

: Vyborne. Ostdva nam uréit vzdialenost bodu @ od zaciatku stustavy stradnic.

. Zaciatok sustavy suradnic? To je bod z ktorého vychddzaju vsetky tri osi.

: To nie je celkom spravne vyjadrenie. Zaciatok stustavy stiradnic je priesecnik vSetkych troch

osl.

: Tak som to myslel. Ma vsetky suradnice nulove.
: Ano. Zadiatok stistavy stiradnic je bod O|0;0; 0].

: Na urcenie vzdialenosti dvoch bodov bol nejaky vzorcek. Nejakd druhd odmocnina a surad-

nice sa odcitavali, alebo nieco také. Nepamdtam sa.

: Dufal som, Ze tento zdkladny vzorec ti zostane v paméti. Pripomeniem ti ho. Vzdialenost

dvoch bodov A a B vypocitame podla vzorca:

’AB’ = \/(bl - a1)2 + (bg - CL2)2 + (bg — a3)2.

: Aha! Spominam si! Pre body QQ a O bude vzorec vyzerat nasledovne:

Q0] = /(01 — 1)? + (02 — @2) + (03 — q3)2.

Staci len dosadit suradnice:

Q0| = /(0 4+ 1)+ (0 — 4)2 + (0 + 8)2

Q0| = V12 + 42 + 82 =81 =9.

Vzdialenost bodu (@), priese¢nika priamok p a ¢, od zaciatku sustavy saradnic je 9.




