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Vzajomna poloha dvoch rovin
RNDr. Viera Vodickova

U: Zacneme s opakovanim. Akd moze byt vzajomna poloha dvoch rovin?

Z: Roviny mozu byt rovnobezné alebo roznobezné.

U: V ramci rovnobeznosti rozliSujeme rovnobezné rozne a rovnobezné totozné roviny. Na
zaklade ¢oho takto klasifikujeme vzajomni polohu rovin?

Z: Myslim, ze na zdklade prieniku rovin, ¢ize na zdklade poctu ich spolocnych bodov.

U: Aky prienik m6zu mat dve roviny?

Z: Jedna moznost je, Ze dve roviny nemaji Ziaden spolocny bod, potom mézu mat spoloény

prdve jeden bod. .. Moment! To je hlupost, takd situdcia nemoZe nastat.
U: Skoro som sa zlakol.

Z: Dve roviny mozu mat spoloc¢ni priamku, no a potom uz len celi rovinu.

U: Spravne.

e Ak prienikom dvoch rovin je prazdna mnozina (roviny nemaju spolo¢ny bod), roviny s
rovnobezZné rozne.

e Ak prienikom dvoch rovin je celd rovina, roviny st rovnobezné totozné.

e Ak prienikom dvoch rovin je priamka, roviny su roznobezZné.

U: Budeme skiimat vz4djomni polohu rovin z analytického hladiska.

Nie celkom tomu rozumiem.
: V analytickej geometrii nemame roviny narysované, ale dané pomocou rovnic. Z rovnic
rovin musime vedief urcit, ¢i s rovnobezné alebo réznobezné.

C N

Pochopil som. Budeme pracovat len s rovnicami rovin.

C N

: Presne tak. Akou rovnicou vieme vyjadrit rovinu?

N<

Rovinu mozeme vyjadrit alebo

c

: Iste vies, ze parametrické rovnice roviny st v podstate tri, vystupuja v nich dva
a teda aj dva parametre. Naproti tomu vSeobecna rovnica roviny je len jedna rov-
nica. Urcite uznas, ze sa s nou pracuje jednoduchsie. Ststredime sa preto len na roviny dané
vSeobecnou rovnicou. V pripade, ze by predsa bola niektora rovina zadana parametricky,
mal by si uz vediet prepisat parametrické rovnice tejto roviny na rovnicu vSeobecni.

U: Pozrieme sa na vzajomnu polohu dvoch rovin danych vseobecnou rovnicou.

Z: Zo vseobecnijch rovnic vieme urcit rovin. Normdlovy vektor je vektor
kolmy na rovinu.
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: Spravne.

Majme dané dve roviny « a (3. Nech tieto roviny maja vseobecné rovnice:

a:ar+by+cz+d =0

0 asx + boy + coz + dy =0,

kde ay,b1,c1,dy, as,be,co,dy € R, pricom asponi jedno z Cisel aq, by, c; je rozne od nuly a
aspon jedno z ¢isel as, by, ¢5 je r6zne od nuly. Ich normalové vektory oznac¢me ako 77, - to
bude pre rovinu « a 775 pre rovinu 3. Aké siradnice budi mat normalové vektory rovin?

: Suradnice normdlového vektora su cisla stojace pri x,y, z, preto

—

Nag = (al;bl§cl)a

ng = (0/2; ba; 02)-

: Nakreslime si tri obrazky, na ktorych budu roviny « a 3 postupne rovnobezné, rovnobezné

totozné a roznobezné. Farebne si vyznacime normalové vektory 77, a 7ig.

« -

I:;a
B 7 B = qp &) i
I s I

Na obréazkoch budeme skiimat ako stvisi vzajomnéa poloha rovin s umiestnenim normélo-
vych vektorov jednotlivych rovin.

N«

: Na druhom obrdzku, kde su roviny totozné, sa daji normdlové vektory premiestnit na jednu

priamku. Normdlove vektory rovin o a 3 su totiZ rovnobezné.

: Vyborne. Co to znamena?

: No, kludne by mohli mat roviny o a 3 ten isty normdlovy vektor. Cize mohlo by platit:

o = .

: Alebo vektor 77, moze byt aj nenulovym nasobkom vektora 7is:

o = kitg, keR—{0}.

Inymi slovami vektory 7i, a 7ig st
Pozrime sa teraz na prvy obrazok. Na rovnobezne roviny. Nie st aj v tomto pripade
normalové vektory linearne zavislé?

: No. . .vlastne aj v tomto pripade ich mozZeme umiestnit na jednu priamku.
: Presne tak. Znamena to, Zze ak st roviny rovnobezné, ich normalové vektory su

linearne zavislé.
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. Ako ale odlisime, ¢i su totozné alebo rozne?

C N

: Tak napriklad stac¢i overit, ¢i aspon jeden bod patriaci rovine o patri aj rovine (.

N«

: Aha! Ak budi mat aspon jeden spoloény bod, tak uz musia byt totoZné.

c

: D& sa to vSak zistif aj ina¢. Jednoduchsie. Vieme uz, Ze normélové vektory su linedrne
zavislé. Plati:
dk e R : 1y = knig.

Pozname stradnice jednotlivych norméalovych vektorov. ZapiSme, ¢o potom plati o tychto
suradniciach.

Z: Suradnice normdlovych vektorov siu
o = (a1;b15¢1),

ﬁg = (ag; bg; Cg).
Nakolko
o = kils,

pre suradnice musi platit

a1 = ]{?CLQ, b1 = /{ZbQ, C1 = ]{?CQ.

U: Presne tak. VSimneme si rovnice oboch rovin
a:ax+by+cz+d =0

B :asx + by + coz + dy = 0.
Vyzeré to tak, Ze celd rovnica roviny a by mohla byt k-nédsobkom roviny [.

Z: Pri koeficientoch a, b, ¢ to plati, ostdva posledny koeficient d.

U: A presne ten rozhodne o tom, ¢i rovnica roviny « je k-nasobkom roviny . Ak navysSe plati
dl = de;
roviny « a 3 su totozné. Inak st rovnobezné, ale rozne.

Ostal nam pripad r6znobeznych rovin.

Z: To je uz z obrdzka jasné. Ak si roviny roznobeiné, ich normdlové vektory by sme tazko
umaiestnili na jednu priamku.

U: Je to dokonca nemozné. Normalové vektory réznobezZnych rovin su
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U: Zhrnieme si to. Mame rovinu « dant vSseobecnou rovnicou
amx+biy+ciz+di =0
a rovinu [ dand vSeobecnou rovnicou
asT + bgy + coz + d2 =0.

Ak st normalové vektory 7i, a 7z linedrne zavislé, roviny a a 3 s rovnobezné.

Z: V pripade, Ze plati aj
dy = kds,

st roviny totozné. Inak siu rovnobezné rozne.

U: Ak st normalové vektory 7, a 7ig linedrne nezéavislé, roviny o a 3 st roznobezné.

Vzajomna poloha dvoch rovin

a:amrx+biyt+cz+di =0 [:ax+by+coz+dy=0
° E'kERIﬁa:kﬁg/\dl:kd2:>05”ﬁ/\@:ﬁ

e dkeR:ny=kiigNdy #kdo = a || FANa#[

o VkeR: 7, #kiig=alff

U: Na zaver jedna poznamka. Ak st roviny « a [ réznobezné, ich prienikom je priamka. Ako
tato priamku najdeme?

Z: To bude asi podobné ako pri hladani prientku dvoch priamok. Zoberieme sustavu dvoch
rovnic oboch rovin a vyriesime ju.

U: Také jednoduché to zase nebude. Spominand sustava vyzera takto:
amr+by+cz+d =0

Ao + bgy + c2z + d2 =0.
Kolko mé neznamych?

Z: Tri, x,y,z. Aha. Ale rovnice su len dve. To nebude jedno riesenie.

U: Jedno riesenie ani neocakavame. Dohodli sme sa predsa, ze prienikom dvoch rovin neméze
byt prave jeden bod! Prienikom dvoch réznobeznych rovin je priamka a my potrebujeme
najst jej parametrické vyjadrenie. To v8ak uvidis az v prikladoch. Chcel som ti len ukézat,
7e priamku v priestore mozno vyjadrit aj pomocou sistavy dvoch vieobecnijch
rovnic. Su to rovnice rovin, ktorych je priesecnicou. Je to akasi nahrada vseobecnej rovnice
priamky v priestore.
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Priklad 1: Urcte vzdjomni polohu rovin o a (3, ktorych analytické vyjadrenie je takéto:

a:2x—3y+z2—4=0,
f:—4x+6y —22+5=0.

Z: Mdme urcit vzajomni polohu dvoch rovin. ..

U: Zopakujme si najprv, akd mdze byt vzajomna poloha dvoch rovin!

Z: Dve roviny mozu byt rovnobezné alebo roznobeiné. Ak si rovnobeiné, mozu byt aj totozné.

U: Ano. Vzéjomné poloha zavisi od ich prieniku. Prienikom rovnobeznjch rovin je prazdna
mnozina, prienikom totoznych rovin je cela rovina.

Z: A prienikom roznobeznich rovin je zase priamka.

U: Sthlasim. Ako z analytického vyjadrenia rovin zistime ich vzajomna polohu?

Z: Viem, Ze to suvisi s porovndvanim vektorov. Roviny su dané vseobecnou rovnicou, tak pojde
0 porovnanie oboch rovin.

U: Spravne. Uréme si stiradnice normélovych vektorov rovin.

Z: Dobre. Suradnice normdalovych vektorov lahko precitam zo vieobecngch rovnic. Si to ¢isla
stojace pri x,y, z. Normalove vektory rovin a a 3 maju suradnice:

Ng = (2a _37 1)
ng = (—4;6; —2).

U: Vyborne. Teraz potrebujeme urcit, ¢i tieto normalové vektory si

Z: Hm. .. ¢ jeden je nasobkom druhého? Na prvy pohlad vidno, Ze dno. Ak normdlovy vektor
roviny « vyndsobime ¢islom (—2), dostaneme normdlovy vektor roviny 3.

U: Ano, plati:

Mg = —2My.

Z: Normdalove vektory su linedrne zavisle.

U: Roviny « a (3 st rovnobezné.

U: Potrebujeme este zistit, ¢i st rozne alebo totozné.

Z: Ak su rozne memaju Ziadne spolocné body a ak su totozné, maji spolocné vsetky body.

U: To moZeme vyuzit. Vyskasame, ¢ jeden bod z roviny « patri aj rovine (.

Z: To bude stacit? Nemali by sme preverit vSetky body?

U: Nezabudaj, Ze uz vieme, zZe roviny su rovnobezné. Preto, ak maji spolo¢ny jeden bod,
musia byt totozné. Naopak, ak nejaky vybrany bod z jednej roviny nebude ich spoloc¢ny,
musia byt rovnobezné rozne.

Z: Dobre. Vyberiem si jeden bod patriaci rovine «, nazvem ho A. No...vo vseobecnej rovnici

sa nedd len tak lahko ndjst!

: Nie je to ziadny problém. V rovnici méame tri nezname, x,y, z. Dve si zvolime a tretiu

dopocitame podla rovnice.
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Z: Dobre. Tu je vieobecnd rovnica roviny o
20 —3y+2—4=0.

Zvolim si napr. x =1 ay = 2.
U: Mozes si zvolit lubovolne, to je pravda. Preco si si nezvolil napr. © = 153 a y = —287?
Z: Kto by pocital s takymi cislami?

U: Préave o to ide. Ak si mozeme vybrat, snazime sa zvolif si také ¢isla, aby sa nam s nimi ¢o
najlahsie pocitalo. Navrhujem zobrat x = 0 a y = 0.

Z: Dakujem. Po dosadeni do vieobecnej rovnice roviny o dostdvame:
z—4=0.

Z ¢oho mame tretiu suradnicu z = 4. Bod A patriaci rovine o ma suradnice
AJ0;0;4]

U: Teraz zistime, ¢ bod A patri aj rovine 3. Ak jej patri, musia jeho stradnice vyhovovat
vSeobecnej rovnici roviny (3.

Z: Do vseobecnej rovnice roviny 3
—4r+6y—224+5=0
dosadim suradnice bodu A:
—4-0+6-0—2-445=0
-3=0.
Rovnost neplati. Bod A nepatri rovine 3. Roviny a a (3 st rovnobeZné rozne.
U: Vyborne. K tomuto rieSeniu sme vSak mohli déjst aj rychlejsie. Ak st roviny totozné,
mozeme povedat, Ze je to vlastne té ista rovina.
Z: To je pravda.
U: Kolko vSeobecnych rovnic mdze mat jedna rovina?
Z: No predsa jednu! Moment! Jedna rovina moéZe mat nekonecne vela vieobecngjch rovnic. Aj
hocijaky ndsobok rovnice predstavuje dani rovinu.
U: Ano. Kazdj nenulovy nasobok vseobecnej rovnice roviny predstavuje tieZ jej vSeobecnt

rovnicu. Takze, ak st roviny totozné, musi byt rovnica roviny (5 nenulovym nasobkom
rovnice roviny «. V§imneme si rovnice oboch rovin

a:2x—-3y+2—4=0

f:—4x+6y—22+5=0.

Z: Vyzerd to tak, Ze celd rovnica roviny [3 by mohla byt (—2)-ndsobkom rovnice roviny c.
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U: Pri koeficientoch a, b, ¢ to plati. Ak sa pamitas, zistili sme, ze

g = — 2.

Ostdva posledny koeficient d.

c N

: A presne ten rozhodne o tom, ¢ rovnica roviny (3 je (—2)-ndsobkom rovnice roviny a.

N(

Vidim, Ze nie, pretoze 5 # —2 - (—4). Roviny nie su totozné. Zhrniem to teda. Ak som
zistil, Ze normdlovy vektor roviny (5 je (—2) ndsobkom normdlového vektora roviny o, stact
mi pozriet sa na celé rovnice. Ak po vyndsobeni rovnice roviny a ¢islom (—2) dostanem
rovnicu roviny (3, roviny su totozné. Ak nie, roviny su rovnobezné a rozne. A je to hotovo.

U: Vystihol si to presne.

Uloha 1: Uréte vzdjomni polohu rovin o a 3, ktorych analytické vyjadrenie je takéto:
a:3r—6y+92—-3=0,
fB:5x — 10y + 152 — 5 = 0.

Vysledok: roviny st totozné
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Priklad 2: Urcte vzdjomni polohu rovin o a (3, ktorych analytické vyjadrenie je takéto:

No C N [ N«

N« C

C N C

cC N

a:2x—3y+z2—4=0,
Brx4+2y—z+1=0.

: Mdme urcit vzdjomni polohu dvoch rovin. Pokial viem, roviny moZu byt rovnobeiné, roz-

nobezné alebo totozné.

: Ano. Aj ked totoZné roviny zahfliame tiez pod pripad rovnobeznych rovin. Ako uréime

vzajomnu polohu dvoch rovin na zaklade ich analytického vyjadrenia?

. Analyticke vyjadrenie - to myslite rovnice?

: Samozrejme.

. Roviny su dané . Pamdtam sa, Ze to suviselo s porovndvanim vek-
torov. Asi

: Spravne. Ur¢me si siradnice norméalovych vektorov rovin.

: Dobre. Sturadnice normdlovyjch vektorov lahko precitam zo vieobecnijch rovnic. Su to koefi-

cienty pri x, y a z. Normdlové vektory rovin o a [ maju nasledovné suradnice:

g = (1;2;—1).

: Vyborne. Teraz potrebujeme urcit, ¢i normélové vektory st
: Teda, ¢i jeden je nasobkom druhého? Povedal by som, Ze nie.
: Vedel by si to aj zdovodnit?

: No, vsak to vidno. 1 krat 2 je 2, ale 2 krdat 2 nie je —3.

: Predpokladam, ze si nasobil najprv prvé stiradnice oboch vektorov a potom aj druhé. Tam

ti to uz neplatilo. M4as, samozrejme, pravdu. Niekedy je vSak dobré vediet si to aj zapisat.
Tak to skuisime. Predpokladajme, ze vektory 7, a 7z st linedrne zavislé. Znamena to, ze
existuje také ¢islo k € R, ze plati:
Tio = k1ig.
Mozeme pisat:
(2;-3;1) = k(1;2;-1).

: To by znamenalo, Ze

2=k N -3=2k N 1=—k.

Z prvého mdame k = 2, ako som hovoril. Z druhého k = —%. A na tretie sa uZ nemusim
ani pozerat.

: Sthlasim. Nakolko hodnoty k nie st rovnaké, vektor 7, nie je nasobkom vektora 7ig.

: Normalové vektory rovin nie su linedrne zdvislé. Roviny « a 3 su roznobezné.
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Uloha 1: Urcte vzdjomni polohu rovin a a 3, ktorych analytické vyjadrenie je takéto:
a:3r—3y—5z+1=0,
firx—y—2z—1=0.

Vysledok: roviny st réznobezné
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Priklad 3: Urcte vzdjomni polohu rovin o a (3, ktorych analytické vyjadrenie je takéto:

C N c N

N«

N«

a:2x—3y+z2—4=0,
G:x=1—r+3s,y=74+2r—s,z=-3—-r+s;rseR.

: Vidim, Ze rovina [ je dand ! Zatial viem urcit vzdjomi polohu
rovin len pomocou ich vseobecnych rovnic.
: Nemal by byt pre teba problém napisat roviny, ak poznas jej paramet-

rické vyjadrenie.

: Sndd to zvlddnem.

: Tvojou tlohou bude odstranit z rovnic parametre.

: Dobre. Mdam parametrickeé rovnice

r=1—-1r+3s
y="7+2r—s
z2=-3—r+s, rsek

Nagprv si z jednej rovnice vyjadrim parameter v a dosadim ho do zvysnych dvoch rovnic.

: S tym sthlasim.
: Vybral som st prvi rovnicu
r=1—r+3s.
Vyjadrim si z nej parameter r:
r=1+3s—ux.

: Vyborne. Toto vyjadrenie dosadime do zvys$nych rovnic.

: Dostdavame uZ len dve rovnice s jednym parametrom s:

y=7+21+3s—x)—s
z=-3—-(14+3s—2)+s.

: Navrhujem rovnice este trochu upravit.

: Dobre. Upravim pravé strany. Odstranim zdtvorky a scitam, co sa dd. Dostanem tieto

TOUNICE:
y=9—2x+5s

z=—4+x—2s.

: Parameter s odstranime pouzitim sc¢itacej metddy.

: Rozumiem. Prvd rovnicu vyndsobim dvoma a druhi piatimi. Potom ich scitam. Dostanem

roUNICU
2y 4+ 52 =18 — 20 — 4x + Sx.

Upravim ju a mdme rovinu vyjadreni vseobecnou rovnicou

r—2y—52—-2=0.
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y=9—2rx+5s /-2
z=—-44x—-2s /-5
2y +52 =18 — 20 — 4x + bz

r—2y—952—-2=0

C N

N«

c

C N C N

: To si zvladol. Mame dve roviny dané, teraz uz, vSeobecnymi rovnicami.

a:2x—3y+z—4=0,

B:x—2y—52—2=0.

Ako uré¢ime ich vzajomnua polohu?

: Budeme porovndvat
: Spravne. Uréme si stradnice norméalovych vektorov rovin.

: Dobre. Suradnice normdalovych vektorov lahko precitam zo vseobecnych rovnic. Si to koefi-

cienty pri x, y a z. Normadlové vektory rovin o a 3 maji suradnice:

g = (1;—2; =5).

: Vyborne. Teraz potrebujeme urcit, ¢i normélové vektory st
. Teda, ¢i jeden je ndasobkom druhého? Povedal by som, Ze nie.
: Vedel by si to aj zdovodnit?

: No, vsak to vidno.

: M4&s, samozrejme pravdu. Niekedy je vSak dobré vediet si to aj zapisat. Tak to skiisime.

Predpokladajme, zZe vektory 7i, a 7ig st linedrne zavislé. Znamena to, zZe existuje také ¢islo
k € R, ze plati:
Tio = k1ig.
MozZeme pisat:
(2;-3;1) = k(1; —2; —5).

: To by znamenalo, Ze

2=k N =3=-2k AN 1= —5k.

Z prvého mdame k = 2. Z druhého k = % A na tretie sa uz nemusim ani pozerat.

: Stihlasim. Nakolko hodnoty k nie st rovnaké, vektor 7, nie je nasobkom vektora 7ig.

: Normdalové vektory rovin nie su linedrne zdvislé. Roviny o a (3 si r6znobezné.
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Uloha 1: Urcte vzdjomni polohu rovin a a 3, ktorych analytické vyjadrenie je takéto:
a:rx=24+3u—v,y=1—-9u—+v, z=-3—12u —2v, u,v € R,
G:x=1=-2r+s,y=2r—3s, z=2—4r —4s; r,s € R.

Vysledok: roviny st rovnobezné rézne
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Priklad 4: Urcte hodnoty parametrov a,b tak, aby roviny
a:r+by+2—7=0 a frar+4y—2+3=0
boli

(a) rovnobezné,

(b) roznobezné.

U: Precital si si zadanie, tak mi povedz, ¢o si sa z neho dozvedel.

Z: No...Si tam parametre, ktoré sa mi velmi nepdcia.

U: To st subjektivne pocity.

Z: Dobre. Prejdem na fakty. Mdme dve roviny dané . Znamend to, Ze
pozndame suradnice ich . A mdme urcit, kedy budi roviny rovnobeiné

a kedy roznobezné. O totoZnych sa nepise nic.

U: To bolo vystizné zhodnotenie situdcie. Pom6zu nam normaélové vektory rovin pri urcéeni
ich vzajomnej polohy?

Z: Muyslim, Ze dno. Pamdtam si, Ze vzajomni polohu dvoch rovin moZeme urcit porovnanim
normalovych vektorov.

U: Porovnanim - to myslis, ¢i st vektory , alebo nie?

Z: Ano, tak som to myslel. Ak budi normalové vektory linedrne zavislé, roviny budi rovno-
bezné. A ak budu linedrne nezdvislé, roviny budiu roznobezné.

U: Spravne. Uréme si stiradnice normélovych vektorov rovin.

Z: Dobre. Siuradnice normalovych vektorov lahko preéitam zo vseobecnych rovnic. (Aj ked si
tam tie parametre.) Su to koeficienty pri x, y a z. Normdlové vektory rovin o a 3 maji
suradnice:

Mo = (1;0;1)
fg = (a;4; —1).

U: Vyborne. Za¢neme s rovnobeznymi rovinami. Aby boli roviny « a [ rovnobezné, musia

byt ich normélové vektory linedrne zavislé.

Z: Teda, jeden je ndasobkom druhého.

U: Ano. Znamen4 to, ze existuje také ¢islo k € R, Ze plati:

Ao = kilg.

Z: MozZeme pisat:
(1;0;1) = k(a; 4; —1).

To by znamenalo, Ze
l=k-a N b=4k N 1=—F.

Z tretej podmienky mame k = —1.

U: Vyborne. Aby boli vektory linedrne zavislé, musia byt hodnoty k rovnaké vo vSetkych
troch vztahoch. To ndm umozni vypocitat hodnoty parametrov a a b.
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C N c

N«

: Dosadim k = —1 do prvého a druhého vztahu. Z prvého dostdvam
a=—1.
Z druhého mame
b= —4.
: Sthlasim. Roviny o a (3 budd rovnobezZné, ak parameter a = —1 a zaroven
parameter b = —4.
: Roznobezné roviny, to uZ bude hracka. Normdlové vektory musia byt linedrne nezduvislé.

Preto a # —1 a zdroven b # —A4.

: Trochu spomal. Normalové vektory musia byt linedrne nezavislé. To znamené, Ze neplati,

7e a = —1 a zaroven b = —4.

: Vsak ja som povedal to isté!

: To teda nie! Hovori ti nieco ? Normalové vektory su linearne zavislé, ak

a = —1 a zaroven b = —4. Negaciou tohto vyroku je vyrok: Norméalové vektory su
linedrne nezavislé, ak a # —1 alebo b # —4. Staci aby jedna podmienka neplatila.

: Aha! UZ si spominam, poplietol som to. Namiesto ,a zdroven® som mal pouzit ,alebo”.
: Nenazval by som to popletenim. Dolezité je, aby si tomu rozumel.

: Tak to zopakujem. Roviny a a [ budu réznobeZné, ak parameter a # —1 alebo

parameter b # —4.
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Priklad 5: Urcte analytické vyjadrenie dtvaru, ktory je prienikom rovin
a:x+2y—22—1=0 a f:x—y+2+1=0.

Z: Prienik rovin? To potom musia byt roviny roznobezné. Ich prienikom bude priamka.
U: Vedel by si aj overif, ¢i st roznobezné?
Z: Ano. Pozriem sa na ich . Normdalovy vektor roviny o ma suradnice
Mo = (1;2; —=2).
Normdlovy vektor roviny 3 mad suradnice
ng = (1;—1;1).
Na prvy pohlad vidno, Ze nie su . Roviny si naozaj roznobezne.
U: Vyborne. Sthlasim aj s tym, Ze prienikom réznobeznych rovin je priamka. Ulohou je
vyjadrit tito priamku analyticky. Aké analytické vyjadrenie mdze mat priamka?
Z: Nakolko sme v priestore, ostdva ndm len
U: Spravne. Co potrebujes na napisanie parametrického vyjadrenia priamky?
Z: No, potreboval by som bod, samozrejme patriaci priamke, a smerovy vektor priamky.
U: Za¢nime smerovym vektorom priamky. Co o iom vies?
Z: Smerovy vektor priamky je vektor, ktory moZeme na dani priamku umiestnit. Neviem si
vsak predstavit, ako ho ziskam z rovnic tychto dvoch rovin!
U: Musime si vystaéif s tym, ¢o mame. Co sa teda da vy¢itat z rovnic oboch rovin?
Z: No predsa uZ spominané normdlové vektory rovin. Tu st ich siradnice:
Mo = (1;2;—2)
g = (1;—1;1).

U: Dobre. Opiit sa budem pytat. Akt vlastnost maji normalové vektory?

Z: Normdlovy vektor roviny je kolmy na dani rovinu. To je predsa jasné!

U: Vyborne. Oznacme priese¢nicu rovin ako p. Venujme sa na chvilu len rovine a. Priese¢nica
p zrejme lezi v rovine «. Povedal si, ze normalovy vektor roviny je na rovinu kolmy.

Z: Aha. Ak je normadlovy vektor kolmy na rovinu, tak je kolmy aj na kaZdu priamku leZiacu
v danej rovine. Normdlovy vektor roviny « je kolmy na priamku p!

U: Spravne. A teraz sa venujme rovine [3.

Z: To je take isté. Priamka p leZi aj v rovine (3, preto normdlovy vektor roviny (3 je tieZ kolmy
na priamku p.

U: Tak si to zhriime. Mame tu dva vektory kolmé na priamku p. St teda kolmé aj na smerovy
vektor priamky. Ako ho ziskame?
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Z: Smerovy vektor priamky p je kolmy aj na normdlovy vektor roviny o, aj na normdlovy
vektor roviny (3. Hladdm vektor, kolmy na dva zndme vektory. .. To bude /

U: Potesil si ma, Ze si si naitho spomenul! Ano. Smerovy vektor priamky p bude vektorovym
stcinom normalovych vektorov rovin o a 3. Vypocitajme jeho stradnice.

Z: Dobre. Urcim vektorovy sucin vektorov i, a fig. Zapisem si ich suradnice do zakrytov pod
seba, prvy riadok budi suradnice vektora n,, teda 1, 2 a —2, priddam este raz prvi a druhi
suradnicu. Pripisem 1 a 2. 'V druhom riadku urobim to isté s vektorom mig, budi to cisla
1, =1 alaestel a—1.

1 2-2 1 2
1-1 1 1-1
A teraz pocitam. Prvd suradnica:
2-1—(-2)-(-1)=2-2=0.

Druhd suradnica:
-2.1-1-1=-2—-1=-3.

A nakoniec tretia suradnica:
1-(-1)—-2-1=-1-2=-3.
Smerovy vektor priamky p md suradnice

Uy = Tq X Mg = (0; =3; =3).

U: Vyborne. Smerovy vektor priamky uz mame. Ostéava nam ziskat stradnice aspori jedného
bodu priamky.
Z: Suradnice priesecnika dvoch priamok sme ziskavali riesenim sustavy rovnic. Tu sa to ale
nedd, lebo takd sustava md nekonecne vela riesent. . .
U: Si na dobrej ceste. Zrejme mysli§ stistavu rovnic, pozostavajicu zo vSeobecnych rovnic
oboch rovin. Tu ju mame
r+2y—22—-1=0
r—y+2+1=0.

M4 skuto¢ne nekonecne vela rieSeni, su to stiradnice vSetkych bodov priamky - priesecnice
oboch rovin. Nam vsSak bude stacit jedno z tohto nekoneéného poctu rieSeni. Ako ho
najdeme?

Z: To teda naozaj netusim.

U: Nakolko rovnice st len dve a nezname tri, jedna neznédma plni funkciu parametra. Skratka,
hodnotu jednej neznamej si zvolime a zvysok dopocitame.
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Z: Aha. TakZe napr. si zvolim z = 0. (Difam, Ze ste si v§imli, Ze som snaZil zvolit si, ¢o
najjednoduchsie ¢islo.) Siustava bude potom vyzerat

r+2y—1=0
r—y+1=0.

Hravo ju vyriesim. Druhtd rovnicu vyndsobim cislom 2 a rovnice scitam. Dostdvam

3r = —1,
¢o znamend, Ze
1
xT=—-.
3
U: V poriadku.
Z: Dopocitam hodnotu y. Dosadim x = —% napr. do druhej rovnice xt —y+1 =0 a dostdvam
2
y - 3'

Jeden bod priamky p, napr. bod P ma suradnice
1 . 2 .
373’

U: Vyborne. Teraz ndm uZ ni¢ nebrani napisat parametrické vyjadrenie priamky p, priese¢nice

rovin « a (3.

P 0].

Z: Mdm bod P[—%; %, 0] a smerovy vektor i, = (0; —3; —3). Parametrické vyjadrenie priamky
pje
==
2

z=-=-3t, teR.

U: Este by som rad pripomenul, Ze parametrickych vyjadreni tej istej priamky existuje neko-
necne vela. So susedom mozete mat teda rozne vysledky.

U: UkéZeme si eSte iny postup riesenia tohto prikladu. Povedali sme, Ze prienikom rovin je
priamka, p.

Z: Ano. A my hladdme jej parametrické vyjadrenie.

U: Priamka p je priesecnicou rovin a a . Znamena to, ze vSetky body priamky patria aj
obidvom rovinam. Hladdme teda body, ktorych stradnice vyhovuji rovniciam oboch rovin:

r+2y—22—-1=0
r—y+2+1=0.

N«

: Ale to sme tu uZ mali. Takiu sustavu neviem vyriesit, rovnice siu len dve a nezndme tri.
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U: Ststava mé nekonecne vela rieSeni, ved jej rieSenim si vSetky body priamky. A tych je
nekonecne vela. A nie je pravda, Ze ju nevieme vyrieSit.

Z: Ako ju mdm teda riesit?

U: Jedna neznama bude parametrom. Napr. nech z = . Ststava potom vyzera takto:

r+2y—2t—1=0
r—y+t+1=0.

Skus ju vyriesit. T. j. vyjadrif nezndme x a y pomocou parametra t.

Z: Pokisim sa. Druhi rovnicu vyndsobim ¢islom (—1) a rovnice sc¢itam, vypadne mi tak x.

Dostdavam:
3y —3t—2=0.

Odtial vyjadrim y:

2—|—t
Y= = .
(Y 3

U: Vyborne. Dosadime to napr. do druhej rovnice a vyjadrime nezndmu x.

Z: Dosadzujem:

2
x—(3+t)+t+1:0.

Po uprave dostavam:
1

r = ——.

3

U: Ja to uz len zhrniem. PrieseCnica rovin ma parametrické vyjadrenie:

T =—=

3

_ 2y
Y=3

z=t, telR
Z: Uz vidno, Ze je to iny vysledok ako v prvom riesend.

U: Ano. Parametrickjch vyjadreni tej istej priamky existuje nekonecne vela. Ale nie je aZ
také iné. Len namiesto smerového vektora so stradnicami (0; —3; —3) sme pouZili smerovy
vektor so stradnicami (0;1;1). Vidno, Ze ide len o nasobok povodného vektora.

Uloha 1: Urcte analytické vyjadrenie utvaru, ktory je prienikom rovin a: 2z —y+2z+1=10
afB:x+y+22—3=0.
Vysledok: napr.

2
_ 23
173

7
—L_3
¥=3

z=3t, teR




