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Vseobecna rovnica roviny
RNDr. Viera Vodickova

U: Analytickd geometria nardba s geometrickymi ttvarmi, ako je priamka alebo rovina, po-
mocou ¢isel a rovnic. Analyticky vyjadrif rovinu znamend priradif jej rovnicu.

Z: Viem rovinu vyjadrit parametricky, pomocou jej smerovijch vektorov.

U: Som rad, Ze to poznas. je takato:

X=A+ti+sv, t,seR.

Z: Povedal by som, Ze si to skor parametrické rovnice, ved si v skutocnosti tri!

T =a; + tu; + sv;
Y = ag + tug + Sv9
z =ag+tug + svs, t,s€R.
U: Spravna pripomienka. Parametrické vyjadrenie roviny v stiradniciach, to st skutoc¢ne tri
rovnice. Urcite uznés, Ze s troma rovnicami sa fazko nardba.
Z: Je to aj vela pisania... A ani parametre sa mi velmi nepdcia.

U: Tak ich odstranime! Rovina d& vyjadrit aj inym sposobom - jednou rovnicou, ktort
budeme nazyvat vseobecnd rovnica roviny. Na konkrétnom priklade si ukdzeme ako
z parametrickych rovnic ziskame rovnicu vseobecnt.

U: Majme rovinu dant parametricky takto:

r=—-14+3t—s

y=2+t

z=5+t+s, t,selR.
Z: Asi sa budeme snaZit odstranit parametre t a s.

U: Presne tak. Z jednej rovnice si vyjadrime prvy parameter ¢ a dosadime ho do zvysSnych
rovnic. V nasom pripade je najvhodnejsia druhd rovnica.

Z: Ano, vsimol som si, Ze tam chiyjba parameter s. Skisim to. Z druhej rovnice
y=2+t
st vyjadrim t:
t=y—2.
U: Toto vyjadrenie dosadime do zvysnych rovnic. Dostavame uz len dve rovnice s jednym

parametrom s:
r=-143y—2)—s

z=5+(y—2)+s.

Navrhujem rovnice eSte trochu upravit.
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: Moézem ja? Upravy vyjrazov ovlddam! Na pravijch strandch odstranim zdtvorky a s¢itam, co
sa dd. Dostaneme tieto rovnice:
r=—-T+3y—s
z2=34+y+s.

U: Na odstranenie parametra s pouzijeme v tomto pripade sc¢itaciu metodu. Rovnice jedno-
ducho sé¢itame. Dostavame:
T+ 2z =—4+4y.
Po tprave:
r—4y+z2z+4=0.
Z: Vidim, Ze ste usporiadali vsetky cleny na lavi stranu. Podobd sa to na vseobecnii rovnicu
priamky. Pribudol len clen so suradnicou z.
U: Mas pravdu. Rovnica
r—4y+z2+4=0,
ktora sme dostali, je vSeobecna rovnica roviny. Zovseobecnenim dostavame definiciu:
Rovnicu typu ax + by +cz+d =0, kde a,b,c,d € R, pricom a 20Vb#0Vc#0,
nazyvame vseobecnd rovnica roviny.
Z: Vseobecnd rovnica roviny vyzerd jednoduchsie ako parametrické rovnice. Preco viak koefi-
cienty a, b, c nemozu byt nulové?
U: Mozu byt nulové, ale nesmi byt vSetky tri naraz nulové. To hovori podmienka v definicii.
Koeficienty a, b, ¢ st totiz stradnice jedného vektora, ktory nemoze byt nulovy.
Z: Bude to normdlovy vektor, tak ako pri priamke?
U: Ano. Koeficienty a, b, ¢ sti stiradnice normadlového vektora roviny. Oznacuje sa ako 7
a ma suradnice 77 = (a; b; ¢).
Z: Normdlovy vektor bude tiez na rovinu kolmy?
U: Ano, preto to neméze byt nulovy vektor. Na naSom priklade si ukdzeme, 7e vektor 7 je
skutoc¢ne na rovinu kolmy. Vseobecna rovnica roviny bola
r—4y+z+4=0.
Normalovy vektor ma teda stiradnice 77 = (1; —4; 1). Z pévodnych parametrickych rovnic,
ktoré mame v ramdceku, by sme mali vediet urcif siradnice smerovych vektorov roviny.
r=—-14+3t—s
y=2+t
z2=5+t+s, t,seR
Z roviny Su.

u=(3;1;1) a v=(-1;0;1).
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U: Ak mé byt normélovy vektor kolmy na rovinu, musi byt kolmy aj na obidva smerové
vektory roviny. Ako by sme to mohli overit?

Z: Na kolmost vektorov moZeme pouZit . Ak je rovny nule, vektory si na seba
kolmeé.

U: Vyborne. Tak si to preverme. Vypocitame skalarny stcin vektorov 7 = (1; —4;1) a
u=(3;1;1):
n-i=1-3+(-4)-141-1=3-44+1=0.

Vektory 7 a 4 st na seba kolmé.

Z: Druhii dvojicu overim ja! Vypocitam skaldrny sucin vektorovn = (1;—4;1) a v = (—1;0;1):
Av=1-(=1)+(—4) 0+1-1=—1+0+1=0.

Aj vektory 1 a U su na seba kolmé.

U: Pre tento pripad sme overili, ze normalovy vektor je kolmy na smerové vektory roviny a teda
aj na celt rovinu. Na overenie sme pouzili skalarny sucin vektorov. Ak vsak potrebujeme
najst vektor, ktory je kolmy na dva iné nenulové vektory, pouzijeme iny sacin.

Z: Mate na mysli ¢

U: Prave ten. Vektorovy sacin dvoch vektorov je vektor na ne kolmy. Preto normalovy
vektor roviny mozeme dostat ako vektorovy sucéin smerovich vektorov.

U: Kolko mé rovina normélovych vektorov?

Z: Povedal by som, Ze nekonecne vela. KaZdy nenulovy ndsobok normdlového vektora je tieZ
vektor kolmy na rovinu.

U: Vyborne. Preto mé aj rovina nekoneéne vela vSeobecnych rovnic. Kazdy nenulovy nasobok
vSeobecnej rovnice roviny je tiez vSeobecna rovnica tej istej roviny.

VSeobecna rovnica roviny

ar +by+cz+d=0
a,byec,de€ R, a#0Vb#0Vc#0

normalovy vektor : 77 = (a; b; ¢)

U: Uz vieme, Ze rovina je jednozna¢ne dand bodom a dvoma linedrne nezavislymi smerovymi
vektormi.

Z: Ano. Hovorili sme o tom pri parametrickom vyjadrent roviny.

U: Vektorovy sucin tychto smerovych vektorov nam dava normaéalovy vektor roviny. Preto
rovina je jednoznac¢ne dana aj bodom a normalovym vektorom.

U: Kratko si povieme eSte nieco o polpriestore. Analytické vyjadrenie polpriestoru totiz
suvisi so vSeobecnou rovnicou roviny.

Z: Polpriestor? To je ¢ast priestoru, ohranicend rovinou?
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U: Presne tak. Zoberme si polpriestor ohraniceny rovinou g, ktorej vSeobecnd rovnica je

ar +by+cz+d=0.
Z: Rovina ndm rozdeli priestor na dve casti, jedna z nich bude nds polpriestor.

U: Ano. Stiradnice vSetkych bodov, ktoré patria rovine o, vyhovujit véeobecnej rovnici roviny
ax + by + cz + d = 0. Plati pre ne rovnost.

Z: Body, ktoré nepatria rovine o, nevyhovuji vseobecnej rovnici. To je jasné.

U: Prave o to ide. Ak ich stradnice dosadime do vSeobecnej rovnice roviny, lava strana sa
nerovnd nule. Ale lava strana bude bud kladné alebo zapornéa. A to rozdeli body, ktoré
nepatria rovine na dve casti. Tie, pre ktoré Tava strana vSeobecnej rovnice bude kladna,
budu lezat v jednom polpriestore ohrani¢enom rovinou p.

Z: UZ rozumiem. Tie body, pre ktoré bude hodnota lavej strany vieobecnej rovnice roviny
zaporna, budi leZat v druhom polpriestore. KaZdd rovina predsa vymedzi dva polpriestory.

U: Presne tak. Preto polpriestor méZzeme analyticky vyjadrit takto:

ar+by+cz+d=0, a,b,c,deR, a#0Vb#£0Vc#D0.

Z: Preco je tam aj to ,rovnd sa“? Hovorili sme, Ze pre body jedného polpriestoru bude lavd
strana napr. kladnd.

U: Zabudol si, Ze aj hrani¢nd rovina patri polpriestoru. Pre body patriace rovine plati rovnost.
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Priklad 1: Dané si body A[0;1;2], B[—1;—2;1] a C[1;—1;—1]. Napiste v§eobecni rovnicu
>
roviny ABC'.

Z vyzerd takto:
ar +by+cz+d=0.
U: Musim ale dodat, Ze a,b, ¢, d € R, pricom aspon jedno z ¢isel a, b, ¢ je rozne od nuly.
Z: Tak to musim zistit koeficienty a, b, ¢, d pre nasu rovinu.
U: O koeficientoch a, b, ¢ nie¢o predsa vies.
Z: Si to suradnice roviny. Este viem, Ze je to vektor kolmy na rovinu.
U: Vyborne. Asi fa myli, Ze Ziaden taky vektor neméme dany. Mame dané tri rézne body
roviny. Pomocou nich vieme urcit
Z: Smerové vektory si potrebné pri ... Mohol by som rovinu vyjadrit

parametricky a potom parametrické rovnice prepisat na vseobecni rovnicu!

U: Ano, to je jeden spdsob, ako vyriesif nasu tilohu. Pontiknem ti v8ak aj iny. Potrebujeme
smerové vektory. Uréme ich.

N«

: Smerove vektory su i = B—A av = C—A. Vypocitam ich suradnice. Bod A md suradnice
Al0;1;2] a bod B mad sturadnice B[—1;—2;1]. Siuradnice vektora 4 vypocitam ako rozdiel
suradnic bodov B a A. Preto:

it=B—-A=(-1-0;-2-1;1-2) = (—1; —3; —1).
Nasleduje druhy vektor v = C — A. Bod C[1;—1;—1] a bod A[0;1;2]. Sturadnice vektora U

St

1=C—-A=(1-0;-1-1;-1-2) = (1;—-2; -3).

N«

: Teraz by sme mohli napisat parametrické rovnice roviny.

c

: Moment! Sktisme porozmyslat, ¢i by sme pomocou smerovych vektorov nevedeli urcit
vektor normélovy.

: Normdalovy vektor je kolmy na rovinu. . .

c N

. ...a teda aj na vsetky vektory v nej leziace.

N«

: Dobre. Normadalovy vektor je kolmy na smerove vektory. Ako ziskam vektor kolmy na iné
dva vektory?

c

: Spomen si na

N«

: Jasné! Vektorovy sucin dvoch vektorov je vektor na ne kolmy. Vypocitam vektorovy sucin
smerovych vektorov u a U a mdm normdlovy vektor 1.

U: Na vypocet stiradnic vektorového stcinu mame pomdcku. Zapiseme siradnice vektorov
pekne pod seba. ..

Z: ... pridame este raz prvi a druhi suradnicu. Ano, pozndm to.
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-1-3-1-1-3
1-2-3 1-2

A pocitam. Prvd siradnica: —3 - (—=3) — (1) - ( 2)=9-2="17.
Druhd suradnica: (—=1)-1—(=1)-(-3)=—-1—-3 = —4.
A nakoniec tretia suradnica: —1-(—=2) — (=3) - 1 =2+3=5.
Normdalovy vektor i = i X U md suradnice 11 = (7; —4;5).
U: Vyborne. Stradnice normélového vektora mozeme dosadit do vSeobecnej rovnice a dosté-
vame:
Tx —4y +52+d=0.
Z: Ostdava ndm vypocitat d.
U: To nebude problém. Body A, B, C' st body roviny, ich siradnice musia vyhovovat vSeobec-
nej rovnici. Preto dosadime stradnice napr. bodu A a vypocitame d.
Z: Bod A mad suradnice A[0;1;2]. Dosadim ich do vSeobecnej rovnice namiesto ,y,z a do-
stanem:
7-0-4-1+5-2+d=0.

Spocitam, co sa dad:
6+d=0,

odtial
d = —6.

U: VSeobecnéa rovnica roviny je:

Tr—4y+52—6=0.

Uloha 1: Dané si body A[2;—-1;0], B[—1;2;-3] a C[—2;—3;1]|. Napiste vSeobecni rovnicu
>
roviny ABC'.
Vysledok: © — 5y — 62z —7=10
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Priklad 2: Napiste vSeobecnii rovnicu roviny o, ktord prechddza bodmi A[2;4;7], B[1;6;0] a
<
je rovnobezind s priamkou CD, pricom C[3;1;5] a D[—1;0;4].

Z nazyvame rovnicu:
ar +by+cz+d=0,

kde a,b,c,d € R, pricom aspon jedno z cisel a,b, c je rozne od nuly.
U: Vyborne. Na napisanie vSeobecnej rovnice roviny potrebujeme poznaf
1 = (a; b; ¢) a stradnice aspori jedného bodu roviny.
Z: Vidim, Ze problémy bude robit normdlovy vektor. Viem len, Ze je to vektor kolmi na rovinu.

U: Ano, a ked je kolmy na rovinu, je kolmy aj na dva tejto roviny. Ako
ziskame jej smerové vektory?

N«

. Jedngm by mohol byt vektor i = B — A. Ale tym druhym. .. ?

<
U: Nacrtnime si obrazok. Rovinu g, v nej dva body A, B. Priamku C'D rovnobezni s rovinou

0.
C D

an

Spravne si povedal, Ze jeden smerovy vektor bude vektor B — A. Druhym bude vektor
v=D—-C.

: Ale ten predsa lezi na priamke! Pockajte, priamka je s rovinou rovnobeznd, tak vektor
mozem umiestnit aj do roviny. Mdte pravdu, druhym smerovym vektorom bude vektor

v=D—-C.

N«

C v D

Y
. 7
A
u B

U: Mozes si to pozriet aj na obrazku. Ked to mame vsetko ujasnené, vypoéitajme stradnice
smerovych vektorov roviny.
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Z: Dobre. Bod A md siradnice A[2;4;7) a bod B md siradnice B[1;6;0]. Stiradnice vektora
u vypocitam ako rozdiel suradnic bodov B a A. Preto:

U=B—-A=(1-2;6-4;0-7) = (—1;2;-7).

Nasleduge druhy vektor v = D —C. Bod D md suradnice D[—1;0;4] a bod C md siuradnice
C'[3;1;5]. Suradnice vektora U budi:

V=D—-C=(-1-3;0—1;4-5) = (—4; —1; —1).

U: Normalovy vektor 7 je kolmy na oba vektory @ a v. Ziskame ho ako
vektorov u a v.

Z: Pocitam vektorovy sucin. Zapisem si suradnice vektorov pod seba a priddm eSte raz prvi
a druhi suradnicu.

-1 2-7-1 2
—4 -1-1-4-1

Pocitam. Prvd suradnica: 2 - (=1) — (=7) - (=1) = =2 -7 = —0.
Druhd suradnica: (=7) - (—4) — (=1)-(-1) =28 — 1 = 27.
A nakoniec tretia siradnica: —1-(—=1)—2-(—4)=1+8=09.
Normdlovy vektor 1 = U x U md suradnice 1 = (—9;27;9).
U: Vyborne. Stradnice normélového vektora moZzeme dosadit do vSeobecnej rovnice, dostéa-
vame:

—92 + 27Ty + 92 +d = 0.
Z: Ostava ndm vypocitat d.
U: To nebude problém. Body A, B st body roviny, ich stradnice musia vyhovovat vSeobecnej
rovnici. Preto dosadime stiradnice napr. bodu A a vypocitame d.

N«

: Bod A[2;4;7]. Dosadim ich do vSeobecnej rovnice namiesto x,vy, z:
—9.2427-44+9-74+d=0.

Vypocitam d:
—18+108 + 63 +d = 0,

odtial
153 +d=0

a teda
d = —153.

Vseobecnd rovnica roviny je:

—9z + 27y + 9z — 153 = 0.
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U: I3lo ti to vyborne. Na zaver len niekolko poznamok. Rovina mé nekonecne vela vSeobecnych
rovnic.

N«

: KaZdy ndasobok tejto rovnice je tieZ jej vseobecnou rovnicou.

U: Kazdy nenulovy nasobok. Vsetky koeficienty v nasej rovnici st nasobkom ¢isla 9. Naviac
minus na zaciatku sa mi nepaci. Predelime preto rovnicu ¢islom —9 a ziskavame:

r—3y—z+17=0.
Z: No, je to jednoduchsia rovnica.

U: Ocenil by si to hlavne vtedy, ak by si s rovnicou musel este dalej pracovat. Druha poznamka
sa tyka tiez zjednoduSenia vypoctov. Normalovy vektor mal stradnice 77 = (—9;27;9).
Vieme, Ze rovina mé nekone¢ne vela norméalovych vektorov. Mohli sme uz tu zobrat nor-
malovy vektor 9-krét kratsi, ¢ize vektor —g7i = (1;—3;1). Tym by sa nam zjedodusil
vypocet koeficientu d. Vyhli by sme sa nasobeniu velkych ¢isel.

Uloha 1: Napiste vieobecni rovnicu roviny, ktord prechddza bodmi M][3; —2;—4], N[7;2;1] a
je rovnobeznd s osou x.

Vysledok: by — 42 —6 =0
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Priklad 3: Napiste vseobecni rovnicu roviny o, ktord je urcena bodom A[2; —3;1] a priamkou

C N C

C N

!\|<

p s parametrickym vyjadrenim x =t, y=2+3t, z=1—1t, t € R.

Zopakujme si, ako vyzera vSeobecna rovnica roviny.

nazyvame rovnicu
ar +by+cz+d=0,

kde a,b,c,d € R, pricom aspon jedno z cisel a,b, c je rozne od nuly.

: Vyborne. Koeficienty a, b, ¢ st stradnice normélového vektora roviny.

: To je vektor na rovinu kolmy. Nemdme ho vsak dany.

: Budeme si ho musiet nejako zaobstarat. Oprieme sa len o to, ¢o mame dané.

: Bod a priamku.

: Priamku mame danu . Co vieme z neho vy¢itat?

: Vedel by som z neho wvycitat . Oznacim ho U a md suradnice
= (1;3;—1). Este pozndm aj suradnice jedného bodu priamky, ten nazvem napr. P a
bude mat siradnice P|0;2;1].

: Perfektne si predviedol svoje vedomosti. Zakreslime si vSetko do obrazku.

: Dobre. Zakreslim priamku p, na nej vyznacim bod P a smerovy vektor u. Potom mimo

priamky zakreslim bod A.
p

u

P
+A

: Moment! Odkial vies, Ze bod A nelezi na priamke p?
. Intuitivne som to predpokladal. Ak by bod A lezal na priamke p, tak by neurcovali rovinu!

: To je pravda. Prave preto to musime overit. Bude to rychle. Ak by bod A patril priamke p,

museli by jeho sturadnice vyhovovat parametrickym rovniciam priamky pre ti istiit hodnotu
parametra t.

. Ak dosadim prvi sdradnicu, vidim, Ze

2=t
Pre druhu sdradnicu dostavam
-3 =2+ 3t,
odkial mdme hned .
t=——.
3

Técka su rozne. Je jasné, Ze bod A nepatri priamke p.
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U: Dobre. Vrafme sa k obrazku. Priamka p a bod A urc¢uji rovinu. Normalovy vektor nepo-
zname. Ale ¢o smerové vektory roviny?

Z: Jeden by sme mali. Je nim smerovy vektor priamky p, vektor .

U: Vyborne. Skiisme pohladat aj druhy smerovy vektor. Presnejsie hladdme zaciatocny a
koncovy bod pre vektor umiestneny v tejto rovine.

Z: Aha! Asi uz viem. Zaciatok by mohol byt v bode P a koniec v bode A.

U: Vyborne. Nazvime ho napr. v = A — P. Vyznacime ho ¢ervenou farbou aj na obrazku.
p

Vypocitajme sturadnice vektora v.

Z: Vektor v = A — P, jeho sturadnice sa rovnaji rozdielu prislusnych siuradnic bodov A a P.

U=(2-0;-3-2;1-1) = (2; —5;0)
U: Mame teda dva smerové vektory roviny. Ako pomocou nich uré¢ime normalovy vektor
roviny?
Z: Spominam si, Ze normdlovy vektor dostaneme ako smerovych vektorov.

U: Spravne. Je to preto, ze normalovy vektor je kolmy nielen na rovinu, ale aj na kazdy vektor
umiestneny v tejto rovine.

Z: Skratka normdlovy vektor je kolmy na kaZdy smerovy.

U: Ano, a aj vektorovy stcin dvoch vektorov je kolmy na tieto dva vektory. Podme vypocitat
vektorovy sucin vektorov u X v.

Z: Dobre. Suradnice vektorov si i = (1;3;—1) a ¥ = (2;—5;0). Zapisem si ich pod seba a
pridame este raz prvi a druhi suradnicu:

1 3-1 1 3
2-5 0 2-5

Pocitam. Prvd suradnica: 3-0—(—=1)-(=5)=0—5= —5.
Druhd siuradnica: (—1)-2—-1-0=-2—-0= -2.
A nakoniec tretia suradnica: 1-(—=5) —3-2=—-5—-6=—11.
Normdlovy vektor i = i X U md suradnice 11 = (—5; —2; —11).
U: Vyborne. Nakolko st vetky stradnice zaporné, navrhujem zobrat (—1)-nasobok tohto vek-
tora, vektor (5;2;11). Stradnice tohto normalového vektora moézeme dosadif do vSeobecne;

rovnice roviny, dostavame:
S5xr+2y+11z24+d=0.

Z: Ostdva ndm vypocitat d.
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U: To nebude problém. Potrebujeme iba jeden bod patriaci rovine.

Z: Zoberieme napr. bod A[2; —3;1]. Dosadim ich do vSeobecnej rovnice namiesto x,y, z:

5:-24+2-(=3)+11-14+d=0.

Vypocitam d:
10-6+11+d=0,

¢o je po uprave

15+d=0

a teda
d = —15.

Vseobecnd rovnica roviny je:

or + 2y + 11z — 15 =0.

Uloha 1: Napiste vseobecnii rovnicu roviny, ktord je uréend bodom A[0; —1;5] a priamkou p
s parametrickym vyjadrenim r =3 —t, y= -2+t z2=44+2t, t € R.

Vysledok: = + 5y — 22+ 15 =0
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Priklad 4: Uréte vSeobecnii rovnicu roviny, ktord prechddza bodom A[—3;5; —T] a je kolmd
na vektor n = (1; —2; —1).
U: Zopakujme si, ako vyzera vSeobecna rovnica roviny.

Z nazyvame rovnicu

ar +by+cz+d=0.
U: Je potrebné dodat, Ze a, b, ¢, d € R, pricom asporti jedno z ¢isel a, b, ¢ je rozne od nuly. Aky
vyznam maju koeficienty a, b, ¢ vo vSeobecnej rovnici?

Z: Tusim, Ze nejako suvisia s normdlovym vektorom roviny.

U: To tusis spravne. Normélovy vektor roviny mé stradnice 77 = (a;b; ¢). Norméalovy vektor
je odvodeny zo slova ,normala“ ...

Z: ...c¢o znamend kolmica. Normdlovy vektor je vektor kolmy na rovinu. A ked sa pozriem
na zadanie, vidim, Ze ho mame dany. Dokonca je aj oznaceny pismenom n.

U: Vyborne. Mozeme jeho stradnice dosadit do vSeobecnej rovnice roviny.
Z: Normdalovy vektor md siuradnice i = (1;—2;—1). Preto plati: a = 1, b = =2, ¢ = —1.
Vseobecnd rovnica roviny vyzera takto:

xr—2y—z+d=0.

Ostal nam koeficient d.

U: Nepouzili sme este zadany bod A. Ak bod A patri rovine, jeho stradnice musia vyhovovat
vSeobecnej rovnici roviny. Dosadime ich preto do rovnice.

Z: Kam ich mdm dosadit?

U: Do vSeobecnej rovnice roviny, namiesto x,y, z. [x;y; z] st predsa stradnice Tubovolného
bodu roviny.

Z: UZ rozumiem. Dosadim siuradnice bodu A[—3;5; —7] do vSeobecnej rovnice roviny
r—2y—z+d=0.
Dostavam:
—3—-2-5—(=7)+d=0.

U: Odtial uz lahko vypocitame koeficient d.
Z: Ano, spocitam cleny na lavej strane a vypocitam d
—-3-10+7+d=0

—6+d=0

d = 6.

U: VsSeobecna rovnica roviny je
r—2y—z+6=0.
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Uloha 1: Urcte vseobecni rovnicu roviny, ktord prechddza bodom M |2; —3;1] a je kolmd na
vektor i = (1;3; —1).

Vysledok: z + 3y — 2+ 8 =0
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Priklad 5: Je dand rovina 3v —y + 2z — 11 = 0.
(a) Urcte suradnice normdlového vektora tejto roviny.
(b) Rozhodnite, ¢i bod A[2;1;3] lezi v danej rovine.
U: Zacneme s otazkou: akou rovnicou je dana rovina?

Z: Rovina je dand rovnicou 3x —y + 2z — 11 = 0. Inak neviem, ¢o by ste chceli vediet.

U: Analyticky by si mal vediet rovinu vyjadrit dvoma spésobmi: parametricky a vSeobecnou
rovnicou. Pytam sa, ktorym spdsobom ju mame dant v tejto tlohe.

N«

: Rozumiem. Je to asi , parameter tam Ziaden nevidim.

c

: Je to vSeobecna rovnica, nie je v nej parameter. A navyse, parametrické rovnice by museli
byt tri. Mame najprv uréif siradnice normalového vektora. Co o fom vies?

: Normdlovy vektor je vektor kolmy na rovinu, od slova normdla - kolmica.

C N

: Spravne. Sturadnice normélového vektora sa vyskytuji vo vSseobecnej rovnici roviny.

N«

: Ano, uz si spominam. Suradnice normdalového vektora, to budi cisla priz, y a z.

c

: Presnejsie povedané, ak ma rovina vSeobecnii rovnicu
axr +by+cz+d=0,
tak koeficienty a, b a ¢ tvoria stiradnice normalového vektora.

n = (a;b;c).

Z: Staci sa mi pozriet na koeficienty pri x, priy a pri z, t. j. aké su tam ¢isla. Vyznacim si
ich farebne:

Jr—y+2z—11=0

Z: Vidim, Ze suradnice normaloveého vektora su:

i =(3;1;2).
U: Pozor! Koeficient pri y si zobral bez znamienka. Druha stradnica vektora 7 je —1.

Z: Mate pravdu. Normadlovy vektor md suradnice:

n=(3;—1;2).

U: Podotykam, Ze je to jeden z normalovych vektorov roviny. Rovina ich ma predsa nekonec¢ne
vela. Kazdy nenulovy nasobok tohto vektora 7 je tiez normélovym vektorom danej roviny.

U: Prva dlohu sme zvladli. Ostava nam urcit, ¢i bod A[2;1; 3] lezi v rovine
3r —y+ 22— 11 = 0. Ak dany bod lezi v rovine, jeho stradnice musia vyhovovat rovnici
roviny.

N«

: Znamend to, Ze dosadim suradnice bodu A do rovnice roviny, ... ale kam?
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U: Stradnice fubovolného bodu roviny st predsa [z;y; z].
Z: Ano, samozrejme. Dosadim siradnice bodu A[2;1;3] do rovnice roviny
3:2—14+2-3—-11=0,
6—-—14+6—11=0,
0=0.
U: Dostali sme rovnost. Znamena to, ze bod A patri rovine.

Z: A ¢o keby rovnost neplatila? Napriklad by sme dostali 3 =07

U: V tom pripade by stradnice daného bodu nevyhovovali rovnici roviny. Preto by tento bod
nepatril rovine.

Uloha 1: Je dand rovina 2z —y + 4z — 1 = 0.

(a) Urcte suradnice normdlového vektora roviny .

(b) Rozhodnite, ¢i bod A[l;0;—3| lezi v danej rovine.
Vysledok:

(a) 7= (2 —1;4)

(b) Bod A nelezi v danej rovine.
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Priklad 6: Napiste vseobecni rovnicu roviny, ktord je urcend parametricky:

cC N C

Ne C Ne C N

N« C

N«

N«

r=1—t+4+3s, y=7+2t—s, 2z=-3—t+s, t,s e R.

: Tato tloha sa dé rieSit rdoznymi spdsobmi. UkéZeme si dva z nich.
: Budem rdd, ak pridem aspon na jeden.

: No tak. Rovina je dana parametricky. Co to znamena?

: Mame tri rovnice a vystupuji tam parametre.

: Spravne. Vystupuji parametre aj vo vSeobecnej rovnici?

Nie.

: To znamené, Ze nasou ulohou bude odstranit ich z rovnice.

: No, to by som asi dokdzal. Nagprv si z jednej rovnice vyjadrim jeden parameter a dosadim

ho do zvysnych dvoch rovnic.

: S tym sthlasim.

: Vybral som st prvd rovnicu

r=1—1t+ 3s.

Vyjadrim si z nej parameter t:
t=1+3s—u.

: Vyborne. Toto vyjadrenie dosadime do zvys$nych rovnic.

: Dostavame uz len dve rovnice s jednym parametrom s:

y=7+21+3s—x)—s
z2=-3—-(14+3s—2)+s.

: Navrhujem rovnice este trochu upravit.

: Dobre. Upravim pravé strany. Odstranim zdtvorky a sc¢itam, ¢o sa dd. Dostaneme tieto

rovnice:
y=9—2x+5s

z=—44+x—2s.

: Parameter s odstranime pouzitim sc¢itacej metddy.

: Rozumiem. Pruvi rovnicu vyndsobim dvoma a druhi piatimi. Potom ich sc¢itam. Dostanem

TOUNICY
2y + 52 =18 — 20 — 4z + 5z.

Upravim ju a mdme rovinu vyjadrent vseobecnou rovnicou
r—2y—>52—2=0.

Cely postup je aj v ramceku.
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y=9—2rx+5s /-2
z=—-44x—-2s /-5
2y +52 =18 — 20 — 4x + bz

r—2y—952—-2=0

: Vyborne.

N«

: Spominali ste, Ze ulohu moZeme riesit aj inym sposobom.

: Ano. Budeme teraz pracovaf s vektormi. Z parametrick§ch rovnic roviny by sme mali

vediet vycitat stradnice smerovych vektorov roviny.

: To nebude problém. Suradnice prvého smerového vektora si c¢isla pri parametrit a druhého

pri parametri s. To znamenda, Ze smerovée vektory maju suradnice:

= (-1;2,—-1), v=(3;-1;1).

: Vo v8eobecnej rovnici roviny vystupuju stiradnice norméalového vektora roviny. Ako suvisi

norméalovy vektor so smerovymi?

: Tusim, Ze normdlovy vektor je smerovych vektorov.

: Spravne. Normalovy vektor roviny je kolmy na kazdy vektor v rovine, teda aj na tieto dva

smerové vektory. A samozrejme vieme, Ze vektorom kolmym na dva vektory moze byt ich
vektorovy sucin. Ur¢me stiradnice vektorového sicéinu smerovych vektorov.

. Pocitam vektorovy sucin vektorov i = (—1;2;—1) a v = (3; —1;1). Zapisem si suradnice

vektorov pod seba a pridame este raz prvi a druhi suradnicu.

-1 2-1-1 2
3-1 1 3-1

A pocitam. Prvd siradnica: 2-1—(—1)-(-1)=2—-1=1.
Druhd suradnica: (—1)-3 —(—1)-1=-3+1=—2.

A napokon tretia siradnica: —1-(—=1)—2-3=1—-6= —5.
Normdlovy vektor i = 4 X U md sdradnice 1 = (1; —2; —5).

NS N

: Vyborne. Stradnice normélového vektora dosadime do vSeobecnej rovnice roviny a dosta-

vame:
x—2y—>52+d=0.

Ostdva ndm vypocitat d.

: Potrebujeme stiradnice jedného bodu roviny. Z parametrickych rovnic ich urcite vycitas.

Ale dno. Siu to ¢isla stojace hned za rovnd sa. Tak napriklad bod A[1;7; —3].
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U: Bod A je bodom roviny, jeho stiradnice musia vyhovovat vSeobecnej rovnici. Preto dosadime
suradnice bodu A a dopocitame d.

Z: Dosadim suradnice bodu A do vieobecnej rovnice namiesto .y, z:
1-2.-7-5-(=3)+d=0.

Vypocitam d:
1-144+15+d=0

24+d=0
d=—-2.

U: VSeobecnd rovnica roviny je:
r—2y—95z—2=0.

Z: Myslim, Ze ten prvy sposob sa mi pdcil viac. Iba som odstrarioval parameter. Nemusel som
pocitat este aj vektorovy sicin!

U: Vyber spdsobu je, samozrejme, na tebe.

Uloha 1: Napiste vseobecni rovnicu roviny, ktord je urcend parametricky:
r=1—-2t—2s, y=2+4+3t—2s, z=1—t+4s, t,s € R.

Vysledok: z +y+2—-4=0
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P

y4
U
y4
U

riklad 7:  Vyjadrite vseobecnou rovnicou rovinu simernosti bodov A[2; —5; 3], B[3; —2;1].
: Potreboval by som si najprv ujasnit, ¢o je to rovina sumernosti bodowv.
: Iste poznas osovii simernost ako zhodné zobrazenie v rovine.

: To dno.
: Obdobou osovej simernosti v priestore je rovinovéa simernost podla roviny o. Je to zhodné
zobrazenie, ktoré bodu A, nepatriacemu rovine, priraduje bod B, pri¢om plati:

(a) usecka AB je kolmé na rovinu p,

(b) stred usecky AB patri rovine p.

Pozri si obrazok.

N C N C N

. Funguge to ako zrkadlo. Podmienky siu podobné osovej sumernosti v rovine.

: Mame rovinu o vyjadrit vSeobecnou rovnicou.

: Na napisanie vSeobecnej rovnice potrebujeme poznat normdlovy vektor a siuradnice jedného

bodu roviny.

: Spravne. Pozrime sa na obrazok, ¢i tam nendjdeme normalovy vektor roviny.

. Normdlovyj vektor je vektor kolmy na rovinu. Usecka AB je predsa na rovinu o kolmd!

Vektor B — A by mohol byt normdloviym vektorom roviny.

: Vyborne. Uréme jeho sdradnice.

Z: Vektor n = B — A, preto jeho suradnice budi:
n=B—-A=(3-2;-2—(-5);1-3) = (1;3; —2).
U: To by sme mali. Potrebujeme este stradnice jedného bodu, ktory patri rovine.

Ja neviem. .. body A a B to nebudi. . .

: Spomen si, bod B je obrazom bodu A v rovinovej simernosti. To znamena, ze tsecka AB
je kolma na rovinu o - to sme uz vyuzili. Okrem toho stred tsecky AB...
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Z: AB, bod S, musi patrit rovine o! Suradnice stredu tusecky lahko uréim. Si to
predsa aritmetické priemery suradnic krajngych bodov,
A+ B
S = :
2
Takze stred usecky AB, bod S, bude mat siradnice
. 2+3 5
1 — 9 - 27
o —5-2 7
2 — 9 - 27
3+1
$3=—5 = 2.
Cize S[2;—1;2].
U: Dobre. Zhrnieme to. Mame normélovy vektor i = (1;3; —2) a bod roviny S[2;—1;2].

Vseobecna rovnica rovina je
axr +by+cz+d=0,

a,b,c,d € R, pricom aspon jedno z ¢isel a, b, ¢ je rozne od nuly.
Z: Namiesto a,b, c mézeme dosadit siradnice normdlového vektora, dostdvame:
r+3y—22+d=0.
U: Na vypocitanie koeficientu d pouZijeme bod S[g; —%; 2].

Z: Dosadim jeho suradnice do vseobecnej rovnice a vypocitam d:

2 3-(—z)—2-2+d:0

2 2
5 21
2 4+d=0
2 2 47

d=12.

U: Rovina stimernosti bodov A a B mé rovnicu

x4+ 3y —224+12=0.

Uloha 1: Urcte siradnice bodu N, ktory je s bodom M]1;0;2] sumerny podla roviny

0: x—2y—2+13=0.
Vysledok: N|[—3;8; 6]
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Priklad 8: Zistite, ¢i body A|—4;5; —1], B|—7; —1; —7] leZia v tom istom polpriestore uréenom
hranicnou rovinou 3x + 2y — 5z — 7 = 0.

Z: Polpriestor je ¢ast priestoru ohranicend rovinou. Rovina ohranicuje dva polpriestory. My
mdme zistit, ¢ body A a B budi na tej istej strane roviny.

U: Celkom si to vystihol. Ako méZeme analyticky vyjadrit polpriestor?

Z: Suvist to nejako s rovinou. Rovina md vseobecni rovnicu, polpriestor nerovnicu.

U: Polpriestor, uréeny hrani¢nou rovinou s rovnicou 3z + 2y — 5z — 7 = 0, moZeme vyjadrif
nasledovne:
3r+2y—52—T72=20.
Z: A ten druhy polpriestor ako
3r+2y—52—7=0.

U: Ano. To, v ktorom polpriestore bude dany bod lezaf, zavisi od toho, aké bude hodnota
lavej strany vSeobecnej rovnice roviny, ak za x,y, z dosadime stradnice daného bodu.

Z: Tie body, pre ktoré bude kladnd, budi leZat v jednom polpriestore a tie body, pre ktoré bude
zdpornd, budi leZat v druhom polpriestore. Staci dosadit suradnice bodov A a B do lavej
strany vSeobecnej rovnice a hned budeme vediet, ako to je.

U: Mas pravdu. Tak do prace.

Z: Zoberiem si bod A|—4;5;—1] a dosadim jeho suradnice do lavej strany vSeobecnej rovnice
TOVINY:
3r+2y—5z—-7=3-(-4)+2-5—-5-(-1)—-7=-12410+5—-7=—4.
U: Mozeme povedat, Ze bod A lezi v ,zapornom‘ polpriestore.

Z: Teraz to zopakujem s bodom B[—T;—1;—7]|. Dosadim jeho suradnice do lavej strany vie-
obecnej rovnice roviny:

3r4+2—52—T=3-(-T)+2-(-1)=5-(-7)—7=-21-2+35—7="5.

TakZe bod B bude lezat v ,kladnom“ polpriestore.

U: Spravne. Body A a B nelezia v jednom polpriestore ohrani¢enom rovinou
3r+2y—5z—-T7=0.

Uloha 1: Zistite, ¢ body Al—4;5;—1], B[-T7; —1; =7] leZia v tom istom polpriestore urcenom
hranicnou rovinou 2x — 3y + z + 17 = 0.

Vysledok: Lezia v jednom polpriestore.




