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Odchylka vektorov
RNDr.Viera Vodickova

U: Ak chceme uréit odchylku dvoch vektorov, najprv si ich umiestnime tak, aby mali spolo¢ny
zaCiatok. To znamend napr. vektor « bude mat umiestnenie B — A a vektor ¢ bude mat
umiestnenie C' — A.

C

<l

A
: Nie je odchylka to isté ako uhol?

C N
1
s

: Nie celkom. Pozrime sa na obrazok. Kolko uhlov zvieraju vektory o a ¢ ?

N«

: Vidim tu dva. Vyznacim ich oblicikom. Jeden je velky a druhy maly.

)

u B
A
U: V matematike mame na to presné vyjadrenie, iste sa paméitas, ten maly je konvexny a ten
velky nekonvexny uhol. Ked poviem uhol vektorov, nie je jasné ktory z tych dvoch mam
na mysli.

Z: Asi ten mensi, teda konverny.

U: Presne tak. A preto nehovorime o uhle, ale o odchylke.
Ak maji dva nenulové vektory u, v umiestnenie B—A a C— A, potom odchylkou
vektorov i,V nazjvame velkost konvexného uhla BAC.

Z: Teraz mi je to celkom jasné. Ale preco musime hovorit o konvexnom uhle, nestacil by ostry

uhol?
U: To nie, odchylkou vektorov méze byt aj tupy uhol, ako ukazuje obrazok:

C

<y

A U B
U: V Specidlnom pripade, ak vektory vieme umiestnit na jednu priamku, maji odchylku bud
0° alebo 180°. Ak maju vektory rovnaku orientaciu, tak ich odchylka je 0°. Ak maju vektory
opacnu orientaciu, tak ich odchylka je 180°. Pozri si tieto situéacie na obrazku.
) U U U
A @4 B C C A B

<<, 7] = 0° |<tiZ, 7] = 180°
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U: V pripade, ak je aspon jeden z vektorov nulovy, odchylku nedefinujeme.

Z: To je tieZ celkom rozumne.

U: Este sa dohodneme na oznaceni. Odchylku vektorov zapisujeme aj symbolicky, pozri sa na
ramcek, a ¢itame odchylka vektorov 4 a v.

|, V|

U: Zapis je dlhy, preto je ¢asto vyhodnejsie oznacit odchylku gréckym pismenom, podobne
ako pri uhloch, napr. .

Odchylka vektorov @, v : |<u, v

=@

U: V analytickej geometrii pracujeme hlavne so stiradnicami, preto je vhodné vediet, ako
pomocou sturadnic vektorov urcif ich odchylku. Ak maji nenulové vektory , ¥ siradnice
U= (u;uz), v = (v1;v9), a odchylku vektorov oznac¢ime ako |<tu, U] = ¢ , potom pre cos ¢
plati vztah v rdmdeku.

ULV] + UgVs

T

Z: V citateli vyndsobim prislusné suradnice a scitam, teda uy krdt vy plus us krdt ve, ale c¢o
to mdame v menovateli zlomku?

U: Sa to velkosti vektorov. Na pripomenutie, velkost vektora vypocitame ako odmocninu zo
suctu druhych mocnin jeho stradnic.

4] = Ju? +u3, |U] = \/vi+ v}

U: V priestore je situacia analogicka, len pribudnu tretie stradnice.

U1V1 + UVy + U3V3
|u

—

i = (u1;ug;uz), U= (v1;v2;03), cosep =

-
v
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Priklad 1: Vypocitajte odchylku vektorov @ = (—1;2) a v = (1;3).

Z: Pre vypocet odchylky dvoch vektorov mdme vzorec.
U: Vzorec je tu:
UV + UV
COSY = —— 75—~
]| 7
Z: Zacnem menovatelom. Vypocitam si najprv velkosti oboch vektorov. Najprv velkost vektora
u. Velkost vektora vypocitam ako odmocninu zo sictu druhych mocnin jeho suradnic.

@] = \/u? + ul.

Dosadim sturadnice a mam

=V(-1)2+22=V1+4= 5.

A teraz velkost vektora U, vzorec je obdobny:

0] = /vt + 03,

7] = V12 + 32 = V149 = V10.
U: Vyborne. Ak oznadime odchylku nasich vektorov ako ¢, moézeme dosadit do vzorca.
Z: Dobre.

U1V + U2V2
cosp = ——————
CT W
Co po dosadeni siradnic ddva:
—1-142-3
cosp = ————.
HVENGT
A teda: .
COS @ = E

A to uzZ dame do kalkulacky a vycislime hodnotu uhla.

U: Len sa neponéhlaj, dany zlomok moZzeme upravit, odmocninu v menovateli mozeme cias-
tocne odmocnit, ved 50 = 2 - 25. PiSeme:

E

Cos p = =
4 )

S
Sl

Odstranime este odmocninu z menovatela:

V2

cosp = —.
2

A to je hodnota, ktorti by sme mali vediet aj spamiiti, bez kalkulacky. o = 45°.
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Uloha 1: Vypocitajte odchyjlku vektorov @ = (—2;1;—9) a b

I
—~
|
N =
R
Wl
~—

Vysledok: 90°
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Priklad 2: Vypocitajte velkost vnitorného uhla pri vrchole A v trojuholniku ABC, ak A[2;3],
B[3;1], C[5;2].

Z: Viem vypocitat velkost uhla vektorov, ale nie velkost uhla v trojuholniku.

U: V trojuholniku si vieme vektory zaviest a to tak, Ze ich odchylka bude zaroven vnitornym
uhlom trojuholnika. Uhol pri vrchole A si oznac¢ime ako «. Ako si zadefinujeme vektory,
aby ich odchylkou bol uhol a?

Z: Ja si pre istotu nakreslim obrazok.

<

@
A i B
Budi to vektoryi =B — A av=C— A.
U: Spravne. Odchylkou tychto vektorov je uhol «, ¢ize vntatorny uhol pri vrchole A. M6zeme
pocitat.

Z: Pocitat budeme podla vzorca pre urcenie odchylky dvoch vektorov. Pre nasu situdciu mo-
Zeme pisat:

U1V1 + UgVo

COS ¥ = T
al[o]

Zacnem s velkostami oboch vektorov.
U: Pozor, najlepsie by bolo zacat s uréenim suradnic oboch vektorov.

Z: Samozrejme, zabudol som, Ze ich este nemdme. Vypocitame teda suradnice vektorov.
U=B—-A=(3-2;1-3) = (1;-2),

T=C—A=(5-2;2-3) = (3;—1).

Z: Teraz vypocitam ich velkosti. Staci len dosadit do vzorca pre velkost vektora. Mdme ho

v ramceku.
|d| = \/u? + u3

CiZe pre vektor i dostdvame:

i = 12+ (—2)2 = V1 +4 =5

A pre vektor v

7] = /32 4+ (—=1)2 = V9 + 1 = V10.

U: To je vSetko spravne. Ostdva nam citatel vo vzorci, ¢ize vypodcitaf oboch
vektorov.
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N«

: Skaldrny sucin sa pocita velmi lahko:

ﬁ-ﬁ:ulvl+u202: 13—|—(—2)(—1) :3—|—2:5
U: Dosadime do vzorca.
Z: Zopakujem si vzorec:
U1V1 + UgV2
CoOst = ————=—.
|l [0

A teraz dosadzujem:

5 5 5
VBVI0  VBVEV2  5V2

1 V2

COStY = —= = ——.

NS

U: Vyborne si zvladol aj odstranenie odmocniny z menovatela zlomku. Uhol o = 45°.

CcCosa =

Cize:

Uloha 1: Vypoditajte velkost vnitorného uhla pri vrchole B v trojuholniku ABC', ak
All6;1; —2], B[-9;1;—2], C]0;1;10].

Vysledok: § = 53°7
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Priklad 3: Dang je rovnobeznik ABCD, pricom A[3;—20;0], B[3;—4;0], C[3;1;5v/3]. Vy-
pocitagte velkost uhla DAB.

Z: Zacnem s obrdzkom.

)

!
A U B
U: Viyborne. V obrazku si uz vyznacil uhol DAB a nazval si ho «. Zaroven tam vidim dva
vektory u a ¥, ktoré si si zvolil tak, aby ich odchylkou bol uhol a.

Z: Ano vektory som si zvolil takto: @« = B — A, U = D — A. To znamend, %e potrebujem
suradnice bodu D. Ako ich ale vypocitam?

U: Stradnice stvrtého vrchola rovnobeznika najrychlejsie vypocitame pomocou stredu tsecky
AC, ktory je totozny so stredom tsecky DB. Je vSak nutné uskutoc¢nit vSetky tieto vy-
pocty? Vratme sa eSte k obrazku, nemdzeme vektor ¢ umiestnif aj do inej orientovanej
usecky?

Z: Zabudol som, Ze vektory moézem posivat. Vektor U je predsa aj na druhej strane. CiZe:
v=C—B.

U: Tak podme pocitat.

Z: Vypocitam suradnice vektorov:
u=B—A=(0;16;0),

=C— B=(0;55V3).

U: Odchylku dvoch vektorov vypocitame podla vzorca:

W1U1 + UV + UsUs
[l

COS (¥ —=

Z: V menovateli su velkosti oboch vektorov. Tie si vypocitam najprov:

i = V0% + 162 + 0% = V162 = 16

U] = \/02 + 52+ (5\/5)2 =+25+25-3 =100 = 10.
U: Vyborne. Teraz uz modzeme dosadit do vzorca.

Z: Dosadzujem:

0-0+16-5+0-5v/3 16-5 1
COS ¥ = = = —.
16 - 10 16-10 2
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U: Takze
a = 60°.

Uloha 1: Dokdzte, e body A[3;0], B[6;4], C[4;5] a D[1;1] tvoria rovnobeznik. Vypocitajte
velkosti jeho vnutornych uhlov a uhla w, ktory zvieraji uhlopriecky.

Vysledok: o = v = 100°18/, 8 = § = 79°42', w = 47°44'
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Priklad 4: Urcte odchylky priamky AB od osi suradnicovej sustavy, ak A[—5;—3;8],
B[7;6; —12].

: Celkom tomu nerozumiem, c¢o je to odchylka od osi suradnicovej sustavy?

C N

: Tak najprv, kolko mame tych osi?

N«

: Podla sturadnic, kedZe si tri, sidim, Ze sme v priestore, takZe mdme tri osi.

c

: Spravne. Kazd4 os je priamka, takze nasou tlohou bude vypocitat odchylku priamky AB
od priamok, ktoré predstavuju osi stistavy stiradnic. Odchylku priamok sme este nepocitali,
ale stac¢i si uvedomit, ze odchylka priamok je totoznéa s odchylkou Iubovolnych vektorov,
ktoré vieme na tieto priamky umiestnit. Iste vieS umiestnit nejaky vektor na priamku AB.

: Asi to bude vektor B — A.

: Oznacme si ho napr. a. Vypocitajme jeho stiradnice.

cC N

N«

: Suradnice vektora su:
i=B— A= (12;9;—-20).
Aké€ vektory umiestnime na suradnicové 0si?

U: Zoberme si napr. os . Na umiestnenie vektora potrebujeme dva rézne body, ktoré lezia
na osi x. Budu predstavovat zaciatok a koniec vektora. Vedel by si také dva body uréit?

Z: Na osi x lezia body, ktore maju len x—ovi suradnicu, teda ostatné suradnice maju nulove.
Vyberiem si napr. bod M so suradnicami M[1;0;0] a bod N so suradnicami N|[3;0;0].

U: Tvoj vyber je v poriadku, predsa len podotknem, Ze vicSinou sa snazime vybrat, ¢o najjed-
noduchsie a teda by sa nam pontikal zaciatok suradnicovej ststavy bod O[0;0; 0] a potom
mozno tvoj bod M [1;0;0]. Podla mojej volby, dostavame vektor M — O so stradnicami
(1;0;0), ktory sa nazjva aj jednotkovym vektorom na osi = a zvykne sa oznacovat ako

vektor 1.
i=M—0=(1,0;0).

N«

: A ak by som chcel ostat pri svojich bodoch, dostal by som vektor N — M = (2;0;0).

c

: Aj ten by bol spravny, no ak ich porovnas, vidis, ze je dvojnasobkom mdjho vektora i, a
naco pocitat s dvojkou, ked s jednotkou je to Iahsie?

. Uzndvam. PouZijeme vektor i = (1:0;0).

: Teraz uz Tahko uréime jednotkové vektory na osiach y a z. Oznac¢ime ich ako j a k.
. Budi mat siradnice: vektor j = (0;1;0) a vektor k = (0;0;1).

: Mézeme pocitat odchylky.

c N

N C N

: Vypocitam si najprv velkosti vSetkijch vektorov. Velkost vektora a:

@) = V122 + 92 4+ 20% = /144 + 81 + 400 = /625 = 25.

Teraz vektor i:

i =V12+024+02=v1=1.
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U: Vyhodou zvolenia si jednotkovych vektorov je aj to, Ze vSetky maju velkost 1, ako si sa
prave presvedcil v pripade vektora ¢. Takze plati:

3l = k[ = 1.

Z: Oznacme odchylku priamky AB od osi x ako o, potom podla vzorca na uréenie odchylky
dvoch vektorov plati:
alil + a2i2 + a3i3

cosa = —
|alle|

Dosadim siradnice a velkosti vektorov:

12-1+9-0-20-0
25-1

cosa =

12
cosa = —.
25

Tuto hodnotu dame do kalkulacky a dostavame: o = 61°18’

U: Vyborne, podobne urcime aj ostatné dve odchylky.
Z: Oznacime si odchylku priamky AB od osi y ako 3, potom plati:

12-0+9-1-20-0
25-1

cos 3 =

9
sf=—.
oS, 5%

Z kalkulacky dostavame: [ = 68°53'.
Odchylka priamky AB od osi z bude vy, potom :

12-04+9-0—-20-1

COS 7y = o5 . 1
20
COS 7Y = _% = —5

7 kalkulacky dostavame: ~ = 143°7'.
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Priklad 5: Dany je trojuholnik ABC, pricom A[l;2; 3], B[-3;3;—-2], C[-1;1;—1]. Urcte,
¢i je trojuholnik ostrouhly, tupouhly alebo pravouhly.

Z: Ak sa nemglim, o tom aky je to trojuholnik, rozhoduji velkosti vnitorngch uhlov. Ostrouhly
mda vsetky tri uhly ostré, tupouhly mad jeden tupy a dva ostré a pravouhly ma jeden uhol
pravy, cize 90 stuprovy.

U: Nemylis sa, je to spravne.

Z: To znamend, Ze musim vypocitat velkosti vetkych vnitorniych uhlov. Zacnem s uhlom a.

U: Neponéhlaj sa tak, porozpravajme sa este o tom. Naozaj potrebujes vediet velkosti vset-
kych vnatornych uhlov?

Z: No, ak by bol napriklad pravouhly a prvy uhol by mi vysiel pravy, dalej by som, samozrejme,
nepocital.

U: No vidis! Aby sme zistili, o aky trojuholnik ide, nemusime poznat velkosti vSetkych jeho
vnutornych uhlov, staci zistif najvicsi z nich, ten moze byt ostry, tupy alebo pravy.

Z: To je pekné, ale ako mdm vediet, ktory bude najvicsi? Ja predsa len spocitam vsetky.

U: Niekedy je cennejsie najprv porozmyslat ako otrocky pocitat. Zabudol si, Ze najvicsi
vnutorny uhol trojuholnika lezi oproti najdlhsej strane?

N«

. TakZe zistim, ktord strana je najdlhsia a potom spocitam velkost uhla oproti nej.

U: Presne tak to urobime, pustime sa do prace.

Z: Vypocitam si velkosti vsetkych strdn trojuholnika, pouZijem pritom vzorec na urcenie vel-
kosti usecky.
|AB| = \/(bl — a1)2 + (bg — CL2)2 —+ (bg — a3)2.
Takze
AB| = /(=3 - 12+ (3—-2)2+ (-2 (-3)2=V16 +1+1=V18.
Podobne dalsie tusecky.
IBC| =/ (—1+(=3))2+(1-32+ (-1 —(-2))2=vV4+4+1=V9=3,
AC| = /(-1 =12+ (1 =22+ (-1 — (-3))2=V4+ 1+4=V9=3.
Najdlhsia je strana AB.
U: Ano, ale naviac sme zistili aj nieco iné.
Z: Vsimol som si, %e strany BC a AC st rovnako dIhé.
U: Maja rovnaku velkost, trojuholnik je rovnoramenny.
Z: Tak to iste bude ostrouhly.
U: Ale nie, rovnoramenny trojuholnik moéze byt ostrouhly, tupouhly ale aj pravouhly. Podme

pekne vypocitat velkost uhla oproti najdlhsej strane AB.
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Z: Bude to uhol ~. Zvieraji ho vektory i = A — C a U= B — C. Uréim si ich siradnice.
H= A= 0= (1 (-1 2-1 —3-(-1)) = (3 1;-2),

T=B—C=(-3—(-1); 3—1; —2—(=1)) = (=2;2; -1).

U: Velkosti vektorov nemusime pocitat, s to velkosti prislusnych strén trojuholnika, ktoré
sme uz vypocitali.
Z: Plati:
] = [AC] =3,

il = |BC| = 3.

U: Dosadime do vzorca pre vypocet odchylky dvoch vektorov.

Z: Tu mdame vzorec:
U1V1 + UV + U3V3

]| ]

cosy =

Y
po dosadeni mame:

2 (=2 +1-2+4(=2)-(-1) _ —4+2+2 0

3.3 9 90

cosy =

Dobre som pocital, ked vysla nula?

U: Ale ano. Dostali sme, ze cosy = 0, to znamena, ze 7 = 90°.

N«

. Trojuholnik je pravouhly a navyse aj rovnoramenny.

U: Skutoénost, Ze trojuholnik je pravouhly, sme mohli zistit uz aj skor. Po vypoéitani dizok
stran si stacilo v§imnut, Ze pre trojuholnik plati Pytagorova veta:

|AC|? + |BC* = |AB|?.

Uloha 1: Dang je trojuholnik ABC, pricom Al1;0;2], B[2;—2;4], C[3;6;1]. Urcte, ¢i je
trojuholnik ostrouhly, tupouhly alebo pravouhly.

Vysledok: trojuholnik je tupouhly
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Priklad 6: Su dané body A[2;5;10], B[2;1;7]. Na osi x urcte bod X tak, aby platilo:

C N

C N C

N«

|<ABX| = 135°.

. Ak md bod X lezat na osi x bude mat druhi a tretiu suradnicu nulovi.
: Spravne, mozeme to zapisat: X [x;0;0].

Pre dalSie tivahy navrhujem nacrtnif obrazok, samozrejme, bez stiradnicovych osi.

X

/8 -
B A

: Uhol ABX sme si oznacili ako 3. Vidime, ze uhol § zvieraju dva vektory, ktoré si to?
: Su to vektory A— B a X — B.
: Pomenujme si ich a uréme ich stiradnice.

: Tak napr.

ol

=A—-B=(0;43),

b=

S

—B=(x—-2;-1;-7).

: Dobre, nasou neznamou bude x. Pri rieSeni vyuZijeme to, ze pozname odchylku tychto

dvoch vektorov. Ako vyzera v nasom pripade vzorec na urcenie odchylky?

. Ak si oznacime |[<ABX]| ako (3, bude to takto:

albl + a2b2 + CLgb3
|al[b]

cos 3 =

: Ak je velkost uhla |[<ABX| = § = 135°, ¢o vieme povedat o hodnote cos 37

2
cos 3 = cos135° = —g.

: Vidim, Ze do vzorca bude$ eSte potrebovat velkosti oboch vektorov.

: Tak si ich vyjadrim:

@] = V02 +42+ 32 =16 + 9 = /25 = 5,

b = /(=22 + (=12 + (=72 = /(z — 2)2 + 1 + 49 = \/(z — 2)? + 50.




VoAg04-6 |

[List 14

U: Mame uz vSetko pripravené, mézeme dosadit do vzorca:

o L= (D3 (T)
B 5¢/(z — 2)2 + 50 N

V2
R

5 V2

(x —2)2+50 2

Z: Pustim sa do riesenia. Najprv celi rovnicu umocnim na druhi.

2 25
4 (r—2)2450

Odstranim zlomky
(z —2)* + 50 = 50,

vidim, Ze 50 mozeme Skrinut . ..
U: Cislo 50 od¢itame z oboch stran rovnice.
Z: Dostali sme rovnicu (v — 2)* = 0, ktord md jedinné riesnie x=2.

X[2;0;0].

Dostali sme rovnicu s jednou neznamou z. Po jednoduchej tprave vyzera takto:

U: Po dlhej praci sme nasli prave jeden bod X, ktory vyhovuje zadaniu a ma suradnice




